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Unidade 16: FungGes Iteradas (1)

O objetivo desta aula é exercitar a ideia de célculo iterado de uma fungdo que serd
intensivamente usada nas préximas aulas (segunda parte) para resolver recorréncias.
Para resolver recorréncias do tipo

f(n) = m(n)f(h(n)) + s(n),

é preciso saber determinar a expressio de h*(n), s¥(n) e m*(n) a partir das expressdes
de h(n), s(n) e m(n), respectivamente.



Definicao

Definicao
Sejam A, B, C conjuntos e sejam f: A— B eg: B— C. Acomposicdo de f com g
€ a funcdo f o g: A— C dada por

fog(x) = g(f(x))-



Definicao
Definicao

Sejam A, B, C conjuntos e sejam f: A— B eg: B— C. Acomposicdo de f com g
€ a funcdo f o g: A— C dada por

fog(x) = g(f(x))-

A B C



Definicao

Definicao
Sejam A, B, C conjuntos e sejam f: A— B eg: B— C. Acomposicdo de f com g
€ a funcdo f o g: A— C dada por

fog(x) == g(f(x)).

A f B g C

/\



Definicao

Definicao
Sejam A, B, C conjuntos e sejam f: A— B eg: B— C. Acomposicdo de f com g
€ a funcdo f o g: A— C dada por

fog(x) == g(f(x)).

A f B g C

/\



Definicao

Definicao
Seja A um conjunto e f: A — A uma funcdo. Para todo n € N definimos f": A— A
como

f'"(a) =(fofo...of)(a)="f(f(...f(a))).

nvezes nvezes



Definicao

Definicao
Seja A um conjunto e f: A — A uma funcdo. Para todo n € N definimos f": A— A
como

f1(a) = (fofo... of)a)=Ff(f(...f(a))).

nvezes nvezes
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Definicao

Definicao
Seja A um conjunto e f: A — A uma funcdo. Para todo n € N definimos f": A— A
como

f1(a) = (fofo... of)a)=Ff(f(...f(a))).

nvezes nvezes

@Q

f2 = fof = f(f(n))



Definicao

Definicao
Seja A um conjunto e f: A — A uma fungdo. Para todo n € N definimos f": A — A
como

f"(a)=(fofo...of)(a)=f(f(...f(a))).

nvezes nvezes

6060 6

£3 = f20 f = £(f2(n))



Definicao

Definicao
Seja A um conjunto e f: A — A uma fungdo. Para todo n € N definimos f": A — A
como

f"(a)=(fofo...of)(a)=f(f(...f(a))).

nvezes nvezes

fn—l




Definicao

Definicao
Mais precisamente,

n /, sen=20,
.=
frlof, sen>0,

onde I: A — A denota a funcdo identidade, dada por

I(a) = a para todo a € A.



Exercicio 91

Para cada uma das fungdes f(x) abaixo, dé uma expressdo para f"(x). Em cada caso,
prove por indugdo em n que sua resposta estd correta.
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Exercicio 91(a) Seja f(x) = x + 1, dé a expressdo para f"(x)

O célculo de f"(x), pela definicdo recursiva, deriva em ™1, que por sua vez precisa
de f"~2 e assim por diante. Isto é, o calculo de f"(x) se desdobra recursivamente
enquanto n > 0. Em outras palavras, partimos de f1 = fO o f(x) = f(f°(x)) = f(x).
E dai, vem que 2 é definido como

f2(x) = fof(x) = f(f(x)) = f(x + 1)
:(X+1)+1:X+2.



Exercicio 91(a) Seja f(x) = x + 1, dé a expressdo para f"(x)

O célculo de f"(x), pela definicdo recursiva, deriva em ™1, que por sua vez precisa
de f"~2 e assim por diante. Isto é, o calculo de f"(x) se desdobra recursivamente
enquanto n > 0. Em outras palavras, partimos de f1 = fO o f(x) = f(f°(x)) = f(x).
E dai, vem que 2 é definido como

f2(x) = fof(x) = f(f(x)) = f(x + 1)
Ent3o,
F3(x) = 2o f(x) = F(F3(x)) = f(x +2)
=(x+2)+1=x+3.



Exercicio 91(a) Seja f(x) = x + 1, dé a expressdo para f"(x)

O célculo de f"(x), pela definicdo recursiva, deriva em ™1, que por sua vez precisa
de f"~2 e assim por diante. Isto é, o calculo de f"(x) se desdobra recursivamente
enquanto n > 0. Em outras palavras, partimos de f1 = fO o f(x) = f(f°(x)) = f(x).
E dai, vem que 2 é definido como

Ent3o,

f2(x) = fof(x) = f(f(x)) = f(x + 1)
:(X—|—1)+1:X+2.

F3(x) = 2o f(x) = F(F3(x)) = f(x +2)
:(x—|—2)+1:X+3.

fH(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = f(x + 3)
=(x+3)+1=x+4



Exercicio 91(a) Seja f(x) = x + 1, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=F(F"1(x)) = f(x+ (n—1))
=(x+(n—-1))+1=x+n,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(a) Seja f(x) = x + 1, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=F(F"1(x)) = f(x+ (n—1))
=(x+(n—-1))+1=x+n,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = x + 1,

f"(x) = x + n, para todo n € N.



Exercicio 91(a) Prove que f"(x) = x + n, para todo n € N,

Vamos provar que
f"(x) = x + n, para todo n € N.



Exercicio 91(a) Prove que f"(x) = x + n, para todo n € N,

Vamos provar que
f"(x) = x + n, para todo n € N.

Hipdtese Indutiva: Seja a € N tal que

fK(x) = x + k, para todo k € [0..a].



Exercicio 91(a) Prove que f"(x) = x + n, para todo n € N,

Passo da Inducdo: Vamos provar que
fatl(x) = x+ (a+1).
Pela definicdo de f", temos que
fatl(x) = f2o f(x) = f(f3(x)).
Como a € [0..a], da hipdtese indutiva, vem que
fi(x) =x+ a,
e portanto

F(x) = F(F(x)) = F(x +a) = (x + ) + 1= x + (a+ 1).



Exercicio 91(a) Prove que f"(x) = x + n, para todo n € N,

Base: Seja b =0, vamos provar que
fo(x) =x+ b.

Por um lado (pela definigdo de f"x),

Por outro lado,



Exercicio 91(b) Seja f(x) = x + 2, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x):fof(x):f(f(X)):f(XJrz)
=(x+2)+2=x+4=x+2x2.



Exercicio 91(b) Seja f(x) = x + 2, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x):fof(x):f(f(X)):f(XJrz)
=(x+2)+2=x+4=x+2x2.

Ent3o,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(x + 4)
=(x+4)+2=x+6=x+3x2.



Exercicio 91(b) Seja f(x) = x + 2, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de 1 = f0o f(x) = f(f(x)) = f(x), dai, vem que 2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x +2)
=(x+2)+2=x+4=x+2x2.
Entao,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(x + 4)
=(x+4)+2=x+6=x+3x2.

fA(x) = 3o f(x) = f(F3(x)) = f(x + 6)
=(x+6)+2=x+8=x+4x2.



Exercicio 91(b) Seja f(x) = x + 2, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x +2(n—1))
=(x+2(n—1))+2=x+2n,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(b) Seja f(x) = x + 2, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x +2(n—1))
=(x+2(n—1))+2=x+2n,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = x + 2,
f"(x) = x + 2n, para todo n € N,

o que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(c) Seja f(x) = x + 3, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x +3)
=(x+3)+3=x+6=x+2x3.



Exercicio 91(c) Seja f(x) = x + 3, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x +3)
=(x+3)+3=x+6=x+2x3.

Ent3o,

F3(x) = f2 o f(x) = f(F*(x)) = f(x + 6)
=(x+6)+3=x+9=x+3x3.



Exercicio 91(c) Seja f(x) = x + 3, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x +3)
=(x+3)+3=x+6=x+2x3.

Ent3o,

F3(x) = f2 o f(x) = f(F*(x)) = f(x + 6)
=(x+6)+3=x+9=x+3x3.

fA(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = f(x +9)
=(x+9)+3=x+12=x+4x3.



Exercicio 91(c) Seja f(x) = x + 3, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x +3(n—1))
=(x+3(n—1))+3=x+3n,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(c) Seja f(x) = x + 3, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x +3(n—1))
=(x+3(n—1))+3=x+3n,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = x + 3,
f"(x) = x + 3n, para todo n € N,

o que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(d) Seja f(x) = x+ s, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x + 5)
=(x+s)+s=x+2s=x+2xs.



Exercicio 91(d) Seja f(x) = x+ s, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x + 5)
=(x+s)+s=x+2s=x+2xs.

Ent3o,

3(x) = f2 o f(x) = f(F?(x)) = f(x + 25)
=(x+2s)+s=x+3s=x+3xs.



Exercicio 91(d) Seja f(x) = x+ s, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(x + 5)
=(x+s)+s=x+2s=x+2xs.

Ent3o,

3(x) = f2 o f(x) = f(F?(x)) = f(x + 25)
=(x+2s)+s=x+3s=x+3xs.

FA(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = f(x + 3s)
=(x+3s)+s=x+4s=x+4Xs.



Exercicio 91(d) Seja f(x) = x+ s, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x + s(n— 1))
=(x+s(n—1))+s=x+sn,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(d) Seja f(x) = x+ s, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f1(x) = f"Lof(x)=f(F"1(x)) = f(x + s(n— 1))
=(x+s(n—1))+s=x+sn,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = x + s,
f"(x) = x + sn, para todo n € N,

o que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(e) Seja f(x) = 2x, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de f1 = 0 o f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(2x)
= 2(2x) = 4x = 2°x.



Exercicio 91(e) Seja f(x) = 2x, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de f1 = f% o f(x) = f(f%(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(2x)
= 2(2x) = 4x = 2°x.
Entao,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(2°x)
= 2(2°x) = 8x = 2°x.



Exercicio 91(e) Seja f(x) = 2x, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de f1 = f% o f(x) = f(f%(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(2x)
= 2(2x) = 4x = 2°x.
Entao,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(2°x)
= 2(2°x) = 8x = 2°x.

fA(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = F(2°x)
=2(2°x) = 16x = 2*x.



Exercicio 91(e) Seja f(x) = 2x, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

F(x) = "1 o f(x) = F(FH(x)) = F(2"'x)
= 20" 1 = 2"x,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(e) Seja f(x) = 2x, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

F(x) = "1 o f(x) = F(FH(x)) = F(2"'x)
= 20" 1 = 2"x,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = 2x,
f"(x) = 2"x, para todo n € N,

o que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(f) Seja f(x) = 3x, dé a expressdo para "(x)
Partindo de f1 = 0 o f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(3x)
= 3(3x) = 9x = 3°x.



Exercicio 91(f) Seja f(x) = 3x, dé a expressdo para "(x)
Partindo de f1 = f% o f(x) = f(f%(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(3x)
= 3(3x) = 9x = 3°x.
Entao,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(3°x)
= 3(3%x) = 27x = 3°x.



Exercicio 91(f) Seja f(x) = 3x, dé a expressdo para "(x)
Partindo de f1 = f% o f(x) = f(f%(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(3x)
= 3(3x) = 9x = 3°x.
Entao,

3(x) = 2o f(x) = f(F?(x)) = f(3°x)
= 3(3%x) = 27x = 3°x.

fA(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = F(3%x)
=3(3%°x) = 81x = 3"x.



Exercicio 91(f) Seja f(x) = 3x, dé a expressdo para "(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f(x) = "L o f(x) = F(F" 1 (x)) = F(3" 'x)
=33""1x =3"x,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(f) Seja f(x) = 3x, dé a expressdo para "(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f(x) = "L o f(x) = F(F" 1 (x)) = F(3" 'x)
=33""1x =3"x,

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = 3x,
f"(x) = 3"x, para todo n € N,

o que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(g) Seja f(x) = mx, dé a expressao para f"(x)
Partindo de f1 = 0 o f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(mx)

= m(mx) = m°x.



Exercicio 91(g) Seja f(x) = mx, dé a expressao para f"(x)
Partindo de f1 = 0 o f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(mx)
= m(mx) = m°x.

Ent3o,

3(x) = f2 o f(x) = f(f?(x)) = f(m*x)

= m(m°x) = m>x.



Exercicio 91(g) Seja f(x) = mx, dé a expressao para f"(x)
Partindo de f1 = 0 o f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como

f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(mx)
= m(mx) = m°x.

Ent3o,

3(x) = f2 o f(x) = f(f?(x)) = f(m*x)

= m(m°x) = m>x.

fA(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = f(m*)

= m(m>x) = m*x.



Exercicio 91(g) Seja f(x) = mx, dé a expressao para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f(x) = 1o f(x) = f(f”_l(x)) = f(m”flx)

1

=mm" "x = m"x,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(g) Seja f(x) = mx, dé a expressao para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de "(x) é

f(x) = 1o f(x) = f(f”_l(x)) = (m”flx)

mas este resultado n3o esta provado.

Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = mx,
f"(x) = m"x, para todo n € N,

0 que é deixado como exercicio.



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(s + mx)

=5+ m(s+ mx) =s+ ms+ m’x = m’s + m's + m°x.



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = F(f(x)) = f(s + mx)
=5+ m(s+ mx) =s+ ms+ m’x = m’s + m's + m°x.
Entao,
F3(x) = 2o f(x) = F(F3(x)) = f(s + ms + m°x)
= s+ m(s + ms+ m’x) = s+ ms + m?s + m°x

= mos + mls + m2s + m3x.



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)
Partindo de ! = 00 f(x) = f(f°(x)) = f(x), dai, vem que f2 é definido como
f2(x) = f o f(x) = f(f(x)) = f(s + mx)

=5+ m(s+ mx) =s+ ms+ m’x = m’s + m's + m°x.

Entao,
F3(x) = 2 o f(x) = F(F3(x)) = f(s + ms + m*x)
= s+ m(s+ ms+ m’x) = s+ ms 4+ m*s + m°x
= m°s + m's + m?s + m°x.
E,

fH(x) = 3o f(x) = F(F3(x)) = f(s + ms + m*s + m’x)
=s+m(s+ ms+m’s+ m°x) =s+ ms+ m?s + m>s + m*x

= mos + mls + m2s + m3s + m*x.



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de f"(x) tem dois componentes, um exponencial e um
somatdrio, onde s e m sao constantes, isto €,

n—1 n—1
(x) =m"x + E sm'=m"x+s E m',
i=0 i=0



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de f"(x) tem dois componentes, um exponencial e um
somatdrio, onde s e m sao constantes, isto €,

n—1 n—1
(x) =m"x + E sm'=m"x+s E m',
i=0 i=0

e o somatdrio é uma progressao geométrica de razdo m com n termos, e portanto

fn(x):{x+sn, sem=1,

n__
m"x + smm_ll, sem#1,

mas este resultado n3o esta provado.



Exercicio 91(h) Seja f(x) = s + mx, dé a expressdo para f"(x)

Isto nos leva a crer que a forma de f"(x) tem dois componentes, um exponencial e um
somatdrio, onde s e m sao constantes, isto €,

n—1 n—1
f(x) = m"x + E sm'=m"x+s E m',
i=0 i=0
e o somatdrio é uma progressao geométrica de razdo m com n termos, e portanto

f(x) =

n__
m"x + smm_ll, sem#1,

{x+sn, sem=1,

mas este resultado n3o esta provado.
Resta provar, por indugdo em n, que, se f(x) = s + mx,

fn(X):{x+sn, sem=1,

n__
m”x+5",;711, sem#1,

e estd proposto como Exercicio 68.



Teorema 22

Teorema 22: Sejam f: R — R e s, m € R tais que
f(x) = s + mx, para todo x € R,

entdo, para todo x € R e todo n € N,

fn(X)_{x+sn, sem=1,

n m"—1
mx + s =, sem# 1.

Prova: Exercicio 68



