Matematica Discreta

Segunda Prova

19 de novembro de 2021

Instrucoes

As respostas devem ser enviadas como um arquivo pdf anexo a uma mensagem de
e-mail.

1. A mensagem deve ser enviada até as 19h15 para renato.carmo.rc@gmail.com
(turma A) ou menottid@gmail.com (turma B).

2. O Subject: da mensagem deve ser “CI1237: Prova 2”;
3. Quanto ao arquivo pdf anexo a mensagem,
(a) o nome do arquivo deve ser seu “login” na rede do Departamento de Informética

(por exemplo, jbas18.pdf);

(b) O arquivo pode ser produzido digitalmente com KTEX ou qualquer outro soft-
ware, ou pode ser uma série de fotos de folhas manuscritas;

(d

(c) as respostas devem estar na mesma ordem das questoes;
)
(e) a resposta de cada questdo pode ocupar varias paginas;
(f)
)

a resposta de cada questao deve iniciar uma pagina nova;

f
(g

em cada questao, apresente o raciocinio que conduz a soluc¢ao;
caso o arquivo seja produzido a partir de fotos de folhas manuscritas,

i. escreva com clareza, bom contraste e boa letra;

ii. cuide para que a fotografia/”scan” seja feita paralela a superficie do papel.

Durante o periodo de prova o Professor Renato estard em https://bbb.c3sl.ufpr.
br/b/ren-ghs-xmc-0z9 para esclarecer eventuais duvidas.

Vocé pode usar todos os resultados ja vistos na disciplina como lemas, teoremas
e corolarios (inclusive aqueles cujas demonstragoes sdo deixadas como exercicios) sem
necessidade de prova-los: basta enuncia-los.

Vocé pode consultar o material online da disciplina (notas de aula, slides etc) mas nao
pode comunicar-se com os colegas até as 19h15.

Boa prova.
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Em cada questao, apresente o raciocinio que conduz a resposta final.

1. (25 pontos) Resolva a seguinte recorréncia.

0, sen =0,
f(n) =<1, sel<n<3,
4f(L%J)+n—3, para todo n > 4.

2. (25 pontos) Resolva a seguinte recorréncia.

Fn) = n, sen < 2,
N5 —1) — TLf(n —2) + 105f(n—3), sen>S3.

3. (25 pontos) Resolva a seguinte recorréncia.

f(n) = n3, sen < 2,
TN 0f(n—1) = 25f(n—2)+ T, sen>2.

4. (25 pontos) Dé uma expressao livre de somatoérios para

zn: 3i27¢.
=0



Oa sen =20.
f(n) =41, se 0 < n < 4.
Af (|2]) +n—3, paratodon > 4.

Temos
f(n) =m(n)f(h(n)) 4+ s(n), para todo n > ny,
onde
n
!
o = |5
m(n) = 4,
s(n) = n—3,
ng = 1’
e, portanto,
k) = |
m = |3 ],
e
hk(n) < Ny,
se e somente se
n
7] <4
ou seja,
n
E < 4,
isto é,
4k’+1 >n
ou seja
k >log,n—1
e

u=min{k € N|h¥(n) <ng} = [logyn—1]+1=|logsn| —1+1= |log,n]
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2. f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é

X3 —15X? 4+ 71X — 105 = (X —3)(X = 5)(X —7)

f(n) =a3™ +b5" 4 1"
Os coeficientes a, b e ¢ sao dados por

f(0) = a3+ b5" + c7°,
f(1) = a3' +b5" + 7,
f(2) = a3®+b5%+ 7%

ou seja

(1)0 = a+b+ec,
(2)1 = 3a+5b+Tc,
(3)2 = 9a+ 25b+ 49,

fazendo (2)-3x(1) e (3)-9x (1), vem que,

= 2b+ 4c,
2 = 16b+ 40c,

ou seja

(4) 10 = 20+ 40c,
(5)2 = 16b+ 40c,

fazendo (4)-(5), vem que,
b=2,

e substituindo b = 2 em (1) e (2), vem que

<6> -2 = a+c,
(7) =9 = 3a+7c

fazendo (7)-3x(6), vem que

3
c=—-,
4
e entao
5)
a=—-—.
4
Portanto

5 3 8.5" — 5.3" — 3.7"
f(n) = a3"+b5"+cT" = —2.3"+2.5" = 2.7" = 1

, para todon € N.



3. Usando a notacao do Teorema ?7 temos

a, = 10,
as = —25,
g(n) = 7", paratodon € N.

Como
g(n) =Tg(n —1), para todo n > 0,

entao ¢ satisfaz uma RLH cujo polinomio caracteristico é

G=(X-7)

Pelo Teorema 7?7 temos que f pertence ao espaco vetorial cujo polindomio carac-
teristico é

G(X? - 10X +25) = (X = 7)(X = 5)(X —5) = (X —=5)*(X = 7),
e, portanto, pelo Corolario 77, temos
f(n) =ab™ + bnb5" 4+ 7", para todo n € N,
onde {a, b, c} é a solugao do sistema

f(t) = a5" +bts" +c7",0 <t < 3,

isto é,
f(0) = a5 +b(0)5° + ¢7°,
f(1) = ab" +b(1)5" + 7',
f(2) = a5+ b(2)5% + T
Ou seja,
0 =a+c,
1 =ba+5b+ Tc,
8 =25a+ 50b+ 49c,
e portanto
1
a = =
27
2
b = -,
5
1
c = —=
27
temos
1 2 1
n)=—- -nd" — =7", para todo n .
f(n) 25”+55” 27” tod eN
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Usando a notacao do Coroléario 7?7 temos

1=0
com
g(n) = 3n?7".
Como
g(n) = 3n*7"

podemos concluir que a fungao s satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo
polinémio caracterfstico ¢ (X — 1)(X — 7)™ = (X — 1)(X — 7)3.

Pelo Teorema 77, temos
s(n) = al™ 4+ bn’7" + en' 7" + dn’7" = a + b7" + enT" + dn?T",
onde (a, b, c,d) é dado pela solugao do sistema

= a+ b7 +¢0.7°+d.0%7,
a+b7t +c 1.7+ d 127,
= a+ b +c27*+d2% 7,
= a+ b7 +¢3.734+d3%7,

V)
A~ /N A/~ o/
—_
~— — ~— ~—
I

0 = a+b+0c+0d,
21 = a+Tb+Tc+ 7d,
609 = a+ 490+ 98¢ + 196d,
9870 = a+ 343b+ 1029c¢ + 3087d,

Portanto

s(n) = a+ b7" + en7" + dn*7"

7T 7 7 7
- _ _.771_ - 7n o 2771,
g Tgl —g" tan
™ 0Tt n2rm 1 7
=7 ——-— - = = —(2x 7" =3n7" + 937" —2
(9 6 2 9)’ (2 meen )

rc: a resposta nao devia ser miltiplo de 37

dm: faz sentido a resposta ser miltiplo de 3, mas parece que a resposta é coerente.
conferi que a resposta satisfaz os valores para n € {0,1,2,3}. veja abaixo
como obtive os coeficiente (python3). conferi também os valores iniciai dos
somatorios, o que eu fiz de errado?



rc:

>>> import numpy as np

>>> a = np.array([[1,1,0,0],[1,7,7,7],[1,49,98,196],[1,343,1029,3087]1)
>>> b = np.array([0,21,609,9870])

>>> x = np.linalg.solve(a,b)

>>> x

array([-0.77777778, O0.77777778, -1.16666667, 3.5 D

>>> print(-7/9, +7/9, -7/6, +7/2)

=0.7777777777777778 O.7777777777777778 -1.1666666666666667 3.5

depois conferi para n = 10 (e também para n = 100), mas n3o provei! :-D
>>> sum( [3*i**2*%7**i for i in range(0,10+1)])

95790495549

>>> n=10;7*(7**n/9 - n*7**n/6+n**2*x7**n/2 -1/9)
95790495549.0

entdo, apesar de n3o ser evidente, deve ser verdade que

™ o w21 (2-3n+ 97 -2

9 6+2 9 18

¢ miultiplo de 3 para todo n. Da um exercicio interessante de indugdo ...




