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Definições

a1, . . . , ak ∈ C

R(a1, . . . , ak): conjunto das funções que satisfazem
f (n) = a1f (n − 1) + a2f (n − 2) + . . . + ak f (n − k), para todo n ≥ k

R(a1, . . . , ak) := {f : N→ C |
f (n) = a1f (n − 1) + a2f (n − 2) + . . . + ak f (n − k),

para todo n ≥ k}

X k − a1X
k−1 − . . .− ak−1X

1 − ak : polinômio caracteŕıstico (PC) de R(a1, . . . , ak)
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Corolário 31

R(a1, . . . , ak) é um subespaço vetorial de (CN,+)

Demonstração.

Exerćıcio 119
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Teorema 32

r é raiz de multiplicidade m do PC de R(a1, . . . , ak)

m

m é o maior inteiro tal que nm−1rn ∈ R(a1, . . . , ak)

Convenção: m = 1: n0rn := rn
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Corolário 33

nm−1rn ∈ R(a1, . . . , ak)

m

(X − r)m divide o PC de R(a1, . . . , ak)

Lembrete: (X − r)m divide P ⇔ (X − r)j divide P, para todo j ≤ m
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Corolário 34

r é raiz de multiplicidade m do PC de R(a1, . . . , ak)

⇓

B(r) =
{
nj rn | 0 ≤ j < m

}
é linearmente independente em R(a1, . . . , ak)
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r é raiz de multiplicidade m do PC de R(a1, . . . , ak)

⇓

B(r) =
{
nj rn | 0 ≤ j < m

}
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Corolário 35

r1, . . . , rl : ráızes distintas do PC de R(a1, . . . , ak)

B(r1) ∪ B(r2) ∪ . . . ∪ B(rl) é base de R(a1, . . . , ak)
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Corolário 36

se f (n) = a1f (n − 1) + . . . + ak f (n − k), para todo n ≥ k

então f (n) =
∑l

i=1

(∑mi−1
j=0 ci ,jn

j rni

)
, para todo n ∈ N

onde
r1, . . . , rl : distintas ráızes de X k − a1X

k−1 − . . .− ak−1X
1 − ak

mi : multiplicidade de ri ; ci ,j : solução do sistema

f (0) =
l∑

i=1

mi−1∑
j=0

ci ,j0
j r0
i


... =

...

f (k − 1) =
l∑

i=1

mi−1∑
j=0

ci ,j(k − 1)j rk−1
i
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k−1 − . . .− ak−1X
1 − ak

mi : multiplicidade de ri

; ci ,j : solução do sistema

f (0) =
l∑

i=1

mi−1∑
j=0

ci ,j0
j r0
i


... =

...

f (k − 1) =
l∑

i=1

mi−1∑
j=0

ci ,j(k − 1)j rk−1
i





Corolário 36

se f (n) = a1f (n − 1) + . . . + ak f (n − k), para todo n ≥ k

então f (n) =
∑l

i=1

(∑mi−1
j=0 ci ,jn

j rni

)
, para todo n ∈ N

onde
r1, . . . , rl : distintas ráızes de X k − a1X
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