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Apresentacao

Estas notas de aula foram preparadas especialmente para a oferta da dis-
ciplina Matematica Discreta (Cl-1237) durante o Segundo Periodo Especial de
Ensino Emergencial Remoto da Universidade Federal do Parand, na contingéncia
da pandemia de CoViD-19.

A modalidade remota da disciplina esta organizada em torno deste texto.
O texto, por sua vez, estda dividido em Unidades. Cada unidade do texto
¢ complementada por uma exposicao em video e por uma sessao de video-
conferéncia semanal. Ao inicio de cada unidade estao indicados exercicios
recomendados. A Lista de Exercicios é o Apéndice A destas Notas de Aula.

Na pagina da disciplina vocé encontra o cronograma que estabelece a
distribuicao das unidades ao longo do periodo letivo.

Na pagina vocé também encontra “links” para todo o material de apoio
(videos expositivos, “slides”, sala de video-conferéncia etc). Para facilitar
sua localizagao, os nomes dos arquivos dos videos e dos “slides” sdo iguais (a
menos da extensao) e iniciam pelo nimero da unidade que complementam.

Este arquivo pdf é um hipertexto. Seus “links” sao ativos permitindo
navegacao com um leitor apropriado.

Apesar do esforco para revisar o texto a fim de prepara-lo para uso dos
alunos neste periodo, é praticamente inevitavel que erros e imprecisoes ainda
restem. Caso detecte algum, por favor, comunique enviando mensagem a
renato.carmo.rc@gmail . com para que possamos corrigir.

Os exercicios estao classificados de acordo com a seguinte legenda.

-: exercicios de interesse marginal: complementam o assunto de alguma
forma mas podem ser ignorados sem comprometer o entendimento.

@: exercicios programados para discussao em aula: procure faze-los antes de
serem discutidos em aula.

*: exercicios prioritdarios: na impossibilidade de fazer todos, dé prioridade a
estes.

Vil


http://www.soc.ufpr.br/portal/wp-content/uploads/2020/10/RESOLU%C3%87%C3%83O-N%C2%BA-65-2020-CEPE.pdf
http://www.soc.ufpr.br/portal/wp-content/uploads/2020/10/RESOLU%C3%87%C3%83O-N%C2%BA-65-2020-CEPE.pdf
http://www.inf.ufpr.br/renato/ci1237
http://www.inf.ufpr.br/renato/ci1237
renato.carmo.rc@gmail.com

#: exercicios mais dificeis e/ou trabalhosos: nao comece por estes.

Bom estudo!



Parte 1

Inducao



Unidade 1

Proposicoes e Conectivos

Exercicios 1 a 5

Uma proposicao é uma afirmacao. Toda proposicao é verdadeira ou é
falsa.

O fato de que duas proposicoes A e B tem o mesmo valor sera denotado
por A= B.

Denotamos por V e F, respectivamente, os valores de verdadeiro e falso.

1.1 Conectivos

1.1.1 Negacgao, Conjuncao e Disjuncao
Definigao. Se A e B sdo proposicoes entao

nao A € uma proposicao, chamada a negacao de A.

A proposicao ndo A € verdadeira quando a proposicao A € falsa.

A e B ¢ uma proposicao, chamada a conjuncao de A e B,
A proposicao A e B ¢ verdadeira quando A e B sao ambas proposicoes
verdadeiras.

A ou B € uma proposicao, chamada a disjuncao de A e B.

A proposicao A ou B € verdadeira quando ao menos uma dentre as
proposicoes A e B € verdadeira.



1.1.2 Implicacao

Definicao. Se A e B sao proposicoes entio A = B € uma proposicao
chamada implicacao de A para B.

Lé-se “se A entdo B” ou “A implica B".

A proposicao A € chamada de antecedente da implicacao e a proposicao
B ¢ chamada de consequente da implicacado.

A proposicio A = B € verdadeira quando A e B sao ambas proposicoes
verdadeiras ou quando A for uma proposicao falsa, isto €,

A = B=(AeB)ou(nioA).

Teorema 1. A proposicao F = A ¢é verdadeira qualquer que seja a pro-
posicao A.

Demonstracao. Exercicio 5. O

1.1.3 Dupla Implicacao

Definigao. Se A e B sdo proposicoes entio A <= B é uma proposi¢ao
chamada dupla implicacao entre A e B.

Lé-se “A se e somente se B”.

A proposicao A <= B € verdadeira se as implicagoes (A = B) e
(B = A) forem ambas verdadeiras, ou seja,

A<+ B=(A = B)e(B = A).



Unidade 2

Predicados e Quantificadores

Exercicios 6 a 10

Um predicado é uma “proposicao parametrizada”. Por exemplo,
P(x): v < 2%

O simbolo = recebe o nome de varidvel livre do predicado.

Predicados podem ter varias variaveis livres.

Qz,y): = <y

Predicados nao sao verdadeiros nem falsos.

Quando as variaveis livres de um predicado sao “especificadas” ou “ins-
tanciadas”, o resultado é uma proposicao que, como tal, é verdadeira ou
falsa.



2.1 Quantificadores

Definigao. Se P(x) é um predicado e X é um conjunto, entdo
e P(x), paratodox € X, e
e P(x), para algumz € X,

S0 PTroposigoes.

“P(x), para todo = € X” ¢ uma proposi¢do verdadeira se a proposi¢io P(x)
for verdadeira para todo elemento x € X.

“P(z), para algum z € X” ¢ uma proposi¢io verdadeira se a proposi¢ao
P(z) for verdadeira para algum elemento v € X.

Teorema 2. Se P(z) é um predicado, entao

ndo (P(z), para todo x € X) = ( ndo P(x)), para algum z € X,

ndo (P(z), para algum x € X) = ( ndo P(x)), para todo z € X.

Seja P(z) um predicado qualquer e seja X = ().

Observe que
P(z), para algum x € X

¢ uma proposicao falsa, pois nao existe z € X tal que a proposi¢ao P(z) seja
verdadeira.

Do mesmo modo,
( ndo P(z)), para algum z € X,

também é uma proposicao falsa.

Consequentemente
ndo (( ndo P(x)), para algum z € X),
é uma proposicao verdadeira.

Como (Teorema 2)

= ( ndo ( ndo P(x)), paratodo z € X)

P(z), para todo x € X,

ndo (( ndo P(x)), para algum z € X)



entao
P(z), para todo z € X,

¢ uma proposicao verdadeira.
Corolario 3. Se X = (), entao, para qualquer predicado P(z) temos

P(z), para todo x € X é uma proposi¢cao verdadeira,

P(x), para algum x € X é uma proposi¢ao falsa.



Unidade 3

Conjuntos, Inteiros, Somatorios
e Produtoérios

Exercicios 11 a 14

3.1 Conjuntos

A, B: conjuntos

Notacgao. () denota o conjunto vazio.

a€ A = a € elemento do conjunto A,
a¢ A = ndo(ac€A),
ACB = a€ B, paratodoa € A,
AZ B = ndo(ACB),
A=B = (ACB)e(BCA),
AUB = {z|x€ Aouxe B},
ANB = {z|x€Aexc B},
A—B = {a|la€Aea¢ B},
|A| = ndmero de elementos do conjunto A.

Exercicio 11 Seja A um conjunto finito e seja B C A. Prove que

A=(A-B)UB,

8



Resposta:

Podemos reescrever A = (A — B) U B como

AC(A-B)UB

(A—-B)UBC A.
Portanto, podemos dividir a prova de A = (A — B) U B em duas partes:
1. Como A C (A — B) U B, tem-se que:
reA = ze€((A-B)UB)
Seja z € A, temos 2 casos:
(a) xreB = z€(A-B)UB
(b)r¢ B = 2z€(A-B) = z€(A-B)UB
2. Como (A — B)U B C A, tem-se que:
r€(A-B)UB = z€ A
Seja x € (A — B) U B, temos 2 casos:

(a) (A-B) = z€ANx¢B = z€ A

T €
b)) z¢(A-B) = —(x€(A—-B)) = r¢ AUxeB — z¢€
B —= €A

3.2 Inteiros

Definicao. Dados z1, 29 € Z, o intervalo inteiro de z; a 25 € o conjunto dos
nteiros entre zy € 2y, 0U S€ja

[21..20) ={2€Z |z <2z < 2}
Definicao. Dado A C R,
e 0 minimo de A € um elemento m de A satisfazendo

m < a, para todo a € A.



e 0 maximo de A € um elemento m de A satisfazendo

m > a, para todo a € A.

O minimo e o mdrimo de A sio denotados min A e max A, respectiva-
mente.

Conjuntos podem nao ter minimo ou maximo. Por exemplo,

A={reQ|0<z <1}

Notacgao. lgx denota log, x.

3.3 Somatorios e Produtorios

Sejam f: A — C e um conjunto finito X C A

> f)

zeX

A expressao

denota a soma dos valores de f(x) para cada = € X.

Se X = (), convencionamos

> flx)=o0.

zeX
Se a,b € A C7Z, também convencionamos
b
Y ) =) fla).
i=a z€a..b]

Teorema 4. Dados um conjunto finito X e c € C,

Zc:c|X|.

zeX

Demonstracao. Exercicio 60 O

Teorema 5. Dados f,g: A — C e X C A finito,

Y (f@) +g(x) =) fla)+ ) g(a).

zeX zeX rzeX

10



Demonstracao. Exercicio 61

Teorema 6. Dada f: A— C, X C A finito e c € C,

S cf(e) =Y fla).

zeX reX

Demonstracao. Exercicio 62

Dados f: A — C e um conjunto finito X C A, a expressao

I] f@)

zeX

denota o produto dos valores de f(z) para cada z € X.

Se X = (), convencionamos

I[ @) =1

zeX

Se a,b € A C Z, também convencionamos

[Lra)= ] s

z€la..b]

11



Unidade 4
Aproximacao Assintotica

Exercicios 17 a 25

Dadas f,g: N — R dizemos que f e g sao aproximadamente iguais
(cfr. Ex. 7) se
)

mM:L

Denotamos o fato de que f e g sao aproximadamente iguais por

f(n) = g(n).

Teorema 7. As fungoes f,g: N — R sao tais que f(n) =~ g(n) se e somente
se existe £: N — R tal que

f(n) = g(n)(1+e(n)),

lime(n) = 0.

Demonstracao. Exercicio 23 O

12



Unidade 5

Piso e Teto (1)

Exercicios 26 a 40

Definicao. Dado x € R,
0 piso de x € o maior inteiro menor ou igual a x, ou Seja,
|lz] ==max{z € Z |z <x}.
o teto de x € o menor inteiro maior ou iqual a x, ou Seja,

[z] :=min{z € Z | z > x}.

Teorema 8. Para todo x € R, |z]| ¢ o unico inteiro que satisfaz
r—1<|z] <.

Demonstragao. Seja x € R. Vamos provar que |[z] é o unico inteiro que
satisfaz
r—1<|z] <.

E imediato que existe um tunico inteiro z no conjunto

{yeR|z—-1<y<uzx}

Consequentemente, todo inteiro maior que z serd também maior que x.

Noutras palavras, z é o maior inteiro menor ou igual a x e, portanto,

z=|x|. O

13



Teorema 9. Para todo x € R, [x] € o dnico inteiro que satisfaz
r<fz] <x+1
Demonstracao. Exercicio 29
Corolario 10. Para todo x € R e todo z € Z temos
lz]| +2z=|x+z].
Demonstracdo. Sejam x € R e z € Z. Vamos provar que
lz| +2z=|x+z].
Do Teorema 8 temos que
r—1<|z] <=,
e, portanto, para todo z € Z,
(x—1)+z<|z|+2<2x+2,

e, portanto,
(x+z2)—1l<|z|+z<zx+=2

Como |z + z é inteiro, temos do Teorema 8 que

lz] +2z2=|z+ 2] .

Teorema 11. Para todo x € R temos
—lz] = [-x].
Demonstracao. Seja x € R. Vamos provar que
—[z] = [—=].
Do Teorema 9 temos que
r<|z] <z+1,

e, portanto,
—r > — (l’—‘ > —(£B+ 1)7

14



ou seja,
(—z) 1< —[z] < -z,

e dai, do Teorema 8 temos que

—[2] = [~=]

Corolario 12. Para todo x € R e todo z € Z temos
z— x| =[z—x].
Demonstracao. Sejam x € R e z € Z. Vamos provar que
z— x| =[z—1x].
Temos que
z— |z =—(lz] - 2).
Pelo Teorema 10 temos que
2] — 2= [z —2]
e, portanto,

z—|x] =—|z—z],

e dai, pelo Teorema 11

—lr -z =[-(-2)]=[z—2].

Teorema 13. Para todo x € R temos
min{k €Z | k>z}=|z]+1

Demonstracao. Seja m :=min{k € Z | k > z}, para todo = € R.
Observe (Ex. 34) que m é o tnico inteiro tal que
r<m<zx+1,
isto é,
(x4+1)—1<m< (x+1),
e daf (T. 8)

m=|z+1] "=’ |z] + 1.

15



Teorema 14. Para todo x € R temos
max{k €Z | k<z}=[z—-1],

Demonstragao. A provadequemax{k € Z |k < x} =[x — 1], para todo z €
R segue um argumento andlogo em tudo a do Teorema 13 (Exercicio 35) [

16



Unidade 6

Piso e Teto (2)

Exercicios 38 a 44

f: D CR — R éintegralizada (cfr. Ex. 6) em D se
flr) € Z = x €Z, paratodo z € D.

Teorema 15. Se f: D C R — R € uma funcao integralizada, continua e
crescente, em D entao

LF(l=D)] = Lf@)], e
[f([=DT = 1f

para todo x € D.

Demonstracao. Seja f: D C R — R uma funcao integralizada, continua e
crescente em D e seja x € D. Vamos provar que

Lo Lf(l=))] = [f(x)], e que
2. [f(T=D)] = [f(z)].

1. Vamos provar que

Se x é inteiro, entao

e portanto,



Se x nao ¢ inteiro, entao

e como f é crescente, entao
f(lz]) < fla).
Além disso, nao pode haver nenhum inteiro z tal que
f(le)) < = < f(2),
pois como f é continua, teriamos z = f(a) para algum a tal que
x| <a<u,

e como f(a) é inteiro e f é integralizada, entao a seria um inteiro entre
|| e z, 0 que ndo é possivel.

Como x nao ¢ inteiro e f é integralizada, entao f(z) ndo pode ser inteiro
e entao

Lf(2)] < f(=),

Como | f(z)] é inteiro e f(|z]) ndo é necessariamente inteiro, entao

Lf(@)] < f([x]) < flx),

e portanto,

(=D))< L)) < F(le]) < f2). (6.1)

Finalmente, como | f(x)] é um inteiro entre f(|x|) e [f(|z])], temos

necessariamente
Lf(lz])] = Lf(z)].

18



2. A prova de que
[f(T2D)1 =T/ (2)],

segue um argumento em tudo andlogo (Exercicio 38).

Corolario 16. Para todo x € R e todo inteiro positivo k
EIN . ]
k Lkl
[] m
k k1’

Demonstracdao. Seja k um inteiro positivo e seja f: R — R a funcao dada
por

Basta provar (Exercicio 39) que f é uma funcao crescente e integralizada,
e daf (T. 15) temos

LF(l=D)] =
FAEDI

19
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Unidade 7

O Principio da Inducao Finita

Definigao. Se A C N satisfaz

1. 0 e A e,

2. [0.a) CA = a+1€ A, paratodoac N,

entao A = N.

Formalmente,

(0 A) e(([0..a) CA = a+ 1€ A), paratodoa € N)) = (A=N)

21



Unidade 8

Demonstragao por Indugao (1)

Teorema 17. .

1
Zz’ = @7 para todon € N,

i=1

Demonstracao. Vamos provar que

= 1
Zz’ = w, para todo n € N,
=1

ou seja,

vamos provar que
P(n), para todo n € N,

onde
n

. nn+1)
P(n) : Zz ==
i=1
Vamos, entao, provar que

P(n), para todo n € N,

provando que
A=N

onde

A={neN|P(n)}.
Vamos provar que A = N provando que

1. 0 € A;

22



2. [0..a] CA = a+1€ A, paratodoa € N.

1. Vamos provar que 0 € A,
ou seja,
vamos provar que a proposi¢ao P(0) é verdadeira,
isto é,

vamos provar que

Por um lado, temos que

Por outro lado,

e, portanto, é verdade que

isto é,
a proposigao P(0) é verdadeira,
ou seja,
0€e A

2. Vamos provar que

0..a] CA = a+1¢€ A, paratodo a € N.

Seja a € N tal que [0..a] C A.

Vamos provar que
a+1€A,

isto é,
vamos provar que

a proposi¢ao P(a + 1) é verdadeira

23



ou seja,

vamos provar que

Por um lado, temos

ii: ( y i>+(a+1).

i=1 i=1

Como [0..a] C A, entdo a € A,

ou seja,

a proposigao P(a) é verdadeira,

isto é,
ii _ala+1)
2
=1
Como
a+1 a
Y i= <Zz +(a+1)
i=1 i=1
ala+1
Cala+1)+2(a+1)
B 2
(a+2)(a+1)
B 2
C(a+1)((a+1)+1)
= 5 ,
ou seja,
“Z“Z_ (a+1)((a+1)+1)
2 9
=1
entao
a proposi¢ao P(a + 1) é verdadeira,
ou seja,
a+1¢€A,

24



isto é
[0..a] CA = a+1€ A, paratodo a € N.

Entao
A=N,
isto é,
{n € N| P(n) ¢é verdadeira} = N,
e portanto

a proposigao P(n), para todo n € N é verdadeira,
ou seja,

n

1
Zz’ = @, para todo n € N.

i=1

25



Unidade 9

Demonstragao por Indugao (2)

Exercicios 46 a 45

Esquematicamente temos um predicado P(n) e queremos uma prova da
proposicao
P(n), paratodo n € N.
Demonstracao. Vamos provar que

P(n), para todo n € N,

provando que
A =N,

onde

A= {neN| P(n) é verdadeiro}.
Vamos provar que A = N provando que,

1.0 A

2. [0.a] CA = a+1€ A, paratodoa € A.

1. Vamos provar que 0 € A.

Portanto, 0 € A.

26



2. Vamos provar que

[0..a] CA = a+1€ A, para todo a € N.

Seja a € N tal que [0..a] C A.
Vamos provar que a + 1 € A.

Como [0..a] C A, entao,

Portanto, a + 1 € A.

Portanto,
A=N.

Portanto,
P(n), paratodo n € N.

Observe que o conjunto A é desnecessario, no sentido de que é possivel
reformular o raciocinio sem defini-lo explicitamente.

Demonstracao. Vamos provar que
P(n), para todo n € N.
provando que
1. A proposi¢ao P(0) é verdadeira e,

2. A proposicao (P(k), paratodo k € [0..a] = P(a+1)), paratodo a € N
¢ verdadeira.

1. Vamos provar que a proposicao P(0) é verdadeira.

Portanto a proposicao P(0) é verdadeira.

27



2. Vamos provar que a proposicao
P(k), paratodo k € [0..a] = P(a+1), para todo a € N,

¢é verdadeira.

Seja a € N tal que
P(k), para todo k € [0..a].

Vamos provar que a proposi¢ao P(a + 1) é verdadeira.

Como a proposi¢ao P(k) é verdadeira para todo k € [0..a], entdo,

Portanto, a proposi¢ao P(a + 1) é verdadeira.

Portanto,

P(k), paratodo k € [0..a] = P(a+ 1), para todo a € N.

Portanto,
P(n), paratodo n € N.

O esquema usual é o seguinte.

Demonstracao. Vamos provar que
P(n), para todo n € N,

por inducao em n.

1. Vamos provar que P(0).

Portanto, P(0).

2. Seja a € N tal que P(k), para todo k € [0..a].
Vamos provar que P(a + 1).

Como P(k), para todo k € [0..a] entdo ...

Portanto, P(a + 1).
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Portanto,
P(n), paratodo n € N.

Nesta disciplina, o esquema para uma prova de indugao sera o seguinte,
para enfatizar o fato de que a Base da Inducao s6 pode ser determinada
depois que o Passo da Inducao for estabelecido.

Demonstracao. Vamos provar que
P(n), para todon € N,

por inducao em n.

Hipétese de Inducgao: Seja a € N tal que

P(k), para todo k € [0..a].

Passo da Indugao: Vamos provar que P(a + 1).

Da hipétese de inducao temos que . ..

Portanto P(a + 1).

Base da Indugao: Vamos provar que P(k), para todo & € N ao qual o
argumento do Passo de Inducao nao se aplica.

Portanto P(k), para todo k € N ao qual o argumento do Passo de
Inducao nao se aplica.

Portanto,
P(n), paratodo n € N.

Vamos reescrever a prova do Teorema 17 de acordo com este esquema.
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Demonstracao. Vamos provar que

n

1
Zz’ = @, para todo n € N,

i=1

por inducao em n.

Hipotese da Indugao: Seja a € N tal que
k
k(k+1
Zz’ = %, para todo k € [0..a.

Passo da Indugao: Vamos provar que

a+1

. a+1)((a+1)+1
$- ey

=1

Temos que

=1

i (£ oo

Pela Hipétese da Inducgao temos que

ii _ala+1)
— 2
=1

e dai,

i: <2+> +(a+1)
2

) (a+1)

( +1)+2(a+1)
2
(a+2)(a+1)
2
(a+1)((a+1)+1)
5 :

Portanto,

. a+1)((a+1)+1
$i-lr ey

i=1
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Base da Indugao: Vamos provar que

k
k(k+1
Zz’ = %, para todo k € {0}

=1

Por um lado, temos que

Por outro lado,

0(0+1)_Q_0
2 2
Portanto,
k
k(k
Zz: ( 2+ ), para todo k € {0}
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Unidade 10

Exemplos de Prova por
Indugao (1)

Exercicios 50 a 73

Exercicio 50 Prove por indugao em n que

2" < n!, paratodon > 4.

Resposta:

Vamos provar que
2" < n!, para todon > 4,

por inducao em n.

Hipotese de Indugao: Seja a > 4 tal que

2F < k!, para todo k € [4..a].

Passo da Indugao: Vamos provar que 2% < (a + 1)!.

Temos que
20+t = 2 % 2%,

Como a € [4..a], temos da H.I. que
2" < al,
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e portanto,
20t =2 x 2" < 2 x al.

Por outro lado,
(a+1)!'=(a+1)xal

e como a > 4 temos que
(a+1)!>(4+1)xal=5xadl,

ou seja,
20t <2 xal <5 xal < (a+ 1),
e portanto,
20t < (a+ 1)L

Base da Inducao: Vamos provar que

2t < 41,
Por um lado,

2' = 16.
e por outro lado,

4! = 24,
e portanto,

2t < 4l.
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Unidade 11

Exemplos de Prova por
Indugao (2)

Exercicio 51 A sequéncia de Fibonacci é a funcao F': N — N dada por

n, sen <1
F(n)=
Fn—1)+F(n—-2), sen>1.

1. Prove por inducao em n que

F(n)z? <<1+2\/3> — (1_2\/5> ), para todon € N

2. Conclua que

Resposta:

1. Vamos provar que

por inducao em n.
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HI: Seja a € N tal que

F(k) = g ((1 +2\/§> — (1 _2\/5> ) , para todo k € [0..q],

Passo: Vamos provar que

F(a+1):§ (<1+2\/5> B <1—2\/5> )

Pela definicao de F' temos que para todo a > 1,

Fla+1)=F(a)+ F(a—1).

Como a € [0..a], temos da HI que

=3 ((57) (7))

Como a — 1 € [0..a], temos da HI que

F<a1)\/?5(<1+2\/5> _(1—2\/5> )
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Base: Vamos provar que

F 8 :? ((1 +2\/5> - (1—2\/5>

isto é, vamos provar que




Por outro lado,

v ((w)‘) (1«5>°) BRCTA
) 2 2 )

VB [[1+45
== 5 _
VB [2v5) 5
“ 5\ 2 /)75
=1.
Portanto,
F0) — ? (<1+2\/5> (12\/3))
1) g( 1+2\/5> (12\/5))
Portanto,
F(n)= ? <<1+2\/5> — _2\/5> ), para todo n € N,
2. Como

entao

para alguma fungao e: N — R tal que lime(n) = 0.
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Entao,

Fir) = \/?5 (1 —|-2\/5> (1+¢€(n)",
ou seja F(n) (14 €(n))"
\/?g <1+2\/3>n B
Como
lime(n) =0,
entao
lim(1 + €(n)) = 1,
e dal',

e, consequentemente,
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Unidade 12

Exemplos de Prova por
Indugao (3)

Exercicio 57 Use o fato de que se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos
entre si entao

|AU B| = [A] + B,
para provar, por indugao em n que, se Aj,..., A, sao conjuntos finitos dois

a dois disjuntos entre si, entao,

n

U

=1

=4
=1

Resposta:

Vamos provar que

se A1, ..., A, sao conjuntos finitos dois a dois disjuntos entre si, entao

n

A

i=1

n

= Z |A;|, para todon € N.

i=1

HI: Seja a € N tal que,

se Ay, ..., Ay sao conjuntos finitos dois a dois disjuntos entre si,

entao
k

0

=1

k
= Z |A;|, para todo k € [0..al.

=1

Passo: Vamos provar que
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se Ay, ..., Aqy1 s@0 conjuntos finitos dois a dois disjuntos entre si,

entao
a+1 a+1
Al => 14
i=1 i=1
Sejam Aj, ..., A,11, conjuntos finitos dois a dois disjuntos entre si.

Como a + 1 > 0, entao

a+1 a
U A = (U Ai) U A1

=1 =1

Se a > 2, entao 2 € [0..a| e dai, pela HI,

= ‘ <O Ai) U A
i=1

Como a € [0..a], da HI temos também

a+1

U4
i=1

a

U

=1

+ |Aa+1| .

a

U

i=1

a

:Z|Az’|,

=1

e dai,

a+1

U
=1

a+1

1 Aail = D 1Al + [Aaal = Y AL
i=1 i=1

a

U

i=1

Base: Vamos provar que

b

U

=1

b
= Z |A;|, para todo b € [0..2].

=1

Se b =0, temos
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Se b =1, temos
b

U

=1

b
D A=A
i=1

= ’A1|’

Se b =2, temos
b

U

i=1

= |A; U Ay,

b
D A = [Ar] + A,

i=1

como dado pelo enunciado.
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Unidade 13

Descricoes Recursivas (1)

Exercicios 74 a 89

Seja I: N— {0} — N dada por
[(n) : tamanho (ntmero de digitos) na representagao binéria de n.

Queremos uma expressao para [(n).

Idéia: descrever através de uma recorréncia.

1, sen =1,
f(”>‘{fqgj)+1, en> 1.

Temos,

SO GURN NI

Sera verdade que f(n) é o nimero de digitos na representacao bindria de
n, para todo n > 0, isto é, sera que

Teorema 18.
I(n) = f(n), para todon > 0.

Demonstracao. Exercicio 74 O
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Exercicio 74 Secjam [, f: N — {0} — N dadas por

[(n) : tamanho (nimero de digitos) na representagao bindria de n,

e
1, sen =1,
n)=
fn) {ng)H, en> 1.
Prove que
[(n) = f(n), para todo n > 0.
Resposta:

Vamos provar que
[(n) = f(n), paratodon >0,
por inducao em n
H.I.: Seja a € N tal que
l(k) = f(k) para todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que
lla+1)=fla+1)

Se a + 1 > 1, da definicao de f temos que

rarn=f(|"5]) 41

a-+1
<
\; 2 J - a’
e dai, temos pela HI que

([ = (55)

e que

Seja entao

e seja
dody ... dp_1,
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a representacio bindria de | % |, isto ¢,
1
V; J = dy 12"+ 2+ dp2m Z d2m=D=1,

Se a + 1 é par, entao

e, portanto,

m—1
a+1
_ di2(m71)71
2 / ’
=0
ou seja,
m—1
at+l=>) d2m" Zde 14020 = Zdzm i
1=0 =0
para d,, = 0.

Noutras palavras,
dody .. .d,,

a representacao bindaria de a + 1, isto é,

a+1

Z(a+1):m+1:fq D+1:f(a+1).

Por argumento analogo concluimos que, também quando a+1 é impar,
lla+1)= fla+1).

Base: Vamos provar que

Por um lado, I(1) = 1 pois a representacao bindria de 1 tem 1 digito.
Por outro lado, f(1) =
Logo, é verdade [(1) = f(1).
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Unidade 14

Descricoes Recursivas (2)

Exercicios 75 a 89

Teorema 19. Se [: N — {0} — N ¢ a func¢do dada por

=1
l(n):{l’ sen ,

L([2])+1, sen>1,

entao
l(n) = |lgn| + 1, para todon > 0.

Demonstracao. Fxercicio 75

Exercicio 75 Seja l: N — N dada por

1, sen =1,

[(n) =
(n) {l([gj)—l—l, sen > 1.
Prove por inducao em n que

l(n) = |lgn]| + 1, para todo n > 0.

Resposta:

Vamos provar que
l(n) = |lgn| + 1, paratodon >0,

por inducao em n.
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HI: Seja a € N tal que

I(k) = |lgk| + 1, para todo k € [1..al.

Passo: Vamos provar que

lla+1)=|lgla+1)] +1.

uw+n=z(V;4J>+L

| €10..a], entdo pela H.I. temos

Sea+1>1, entao

a+1
2

(5D -+
i Pga—;lJ +1=[lgla+1)—1] +1

T 10
= |

€ como L

lgla+1)] —1+1
= [lgla+1)].

Base: Vamos provar que
Basta verificar que

e que,
lg(1)] +1=0+1=1.

Corolario 20. Para todon > 0, a representagao bindria den tem |lgn|+1
digitos.
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Unidade 15

Descrigoes Recursivas (3)

Exercicios 76 a 89

Seja b: N — N dada por
b(n) : nimero de digitos 1 na representacdo binaria de n.

Seja
0, sen =20,
fn) =< f(%) se n é par,
f (”T_l) +1 sen éimpar.

0, sen =0,
f(n) = {f(tgj)"'"(andQ)’ sen > 0.

Teorema 21.
b(n) = f(n), para todon € N.

Demonstracao. Exercicio 76

Exercicio 76 Sejam
b(n) : o nimero de digitos 1 na representacao binaria de n.

e f: N— N a funcao dada por

0, sen =0,
f(n) = {f(LgJ)jL(nmon), sen > 0.
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1. Prove que o nimero de digitos 1 na representagao binaria de n é f(n),
para todo n > 0.

2. Prove que
f(n) < |lgn] + 1, para todon > 0.

Resposta:
1. Vamos provar que
b(n) = f(n), para todon € N,
por inducao em n.
HI: Seja a € N tal que
b(k) = f(k), para todo k € [0..a].
Passo: Vamos provar que
bla+1)=fla+1)
Para a + 1 > 0, temos da definicao de f que
a+1

f(a+1)_fq J>+((a+1)mod2),

e como |“H | € [0..a], pela H.I. temos
(=)= 1))

a+1

ou seja,

f(a+1>:bq D+((a+1)modz).

Se a + 1 é par, sabemos que

b(a+1):bqa;1D,

bla+1) = Q‘L‘QHJ) +((a+1) mod 2)

ou seja
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e, portanto,
fla+1)=bla+1).

Se a + 1 é impar, sabemos que

b(a+1):bqang +1,

b(a+1):bq“g1J> +((a+1) mod 2)

ou seja

e, portanto,
fla+1)=bla+1).

Base: Vamos provar que

b(0) = f(0).

Basta verificar que, pela defini¢ao de b,

e que, pela definicao de f,
f(0)=0

2. Dos Exercicios 74 e 75 concluimos que o comprimento da representagao
bindria de n é |lgn] + 1, para todo n > 0.

Do item anterior concluimos que f(n) é o nimero de 1s na representagao
binaria de n, para todo n > 0.

Segue imediatamente que

f(n) < |lgn] + 1, para todon > 0.
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Unidade 16

Funcgoes Iteradas (1)

Exercicios 91 a 98

Definigao. Sejam A, B,C conjuntos e sejam f: A - Beg: B — C. A
composicao de f com g € a funcao fog: A — C dada por

fog(x) = g(f(x)).

Definigao. Seja A um conjunto e f: A — A uma funcdo. Para todo n € N
definimos f": A — A como

f"a) = (fofo...0of)a)=f{f(.. fla))).

nvezes nvezes
Mais precisamente,

sen =0,

=4
Tl ftof, sen >0,
onde I: A — A denota a funcao identidade, dada por

I(a) = a para todo a € A.

Exercicio 90 Para cada uma das fungoes f(x) abaixo, dé uma expressao
para f"(z). Em cada caso, prove por indugdo em n que sua resposta esta
correta.

L. f(z) =241
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(z)
fl@)=x+3

() =z +s
fla) =2z

(x) = 3.

(x) = ma.

(z) = s+ ma

n—1
f(x) =m"z + sZmi.
=0

Sem =1,
n—1
f(z) = 1"x+521i =z + sn.
i=0
e, se m # 1 (Ex. 45),
n—1 . m"— 1
m =
m—1"
=0
e, portanto,
mt—1




Teorema 22. Sejam f: R — R e s,m € R tais que
f(z) = s+ ma, para todo x € R,

entao, para todo x € R e todon € N,

n T + sn, sem =1,
o

m'z 4+ sm=L sem # 1.

Demonstracao. Exercicio 67
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Unidade 17

Funcoes Iteradas (2)

Exercicios 91 a 98

Teorema 23. Se f: A — B e g: B — C sdo fungoes continuas, entdio
fog: A— C € uma funcao continua.

Demonstragao. Exercicio 41 (Célculo I). [

Teorema 24. Sejam A,B,C CRe f: A— B eg: B— C funcioes cres-
centes. Entdo fog: A— C € crescente.

Demonstracao. Exercicio 42 O

Teorema 25. Sejam A,B,C CR e f: A— B eg: B— C fungoes integra-
lizadas, isto €, satisfazendo

flx) € Z = x €7, para todo x € A,
g(x) € Z = x € Z, para todo x € B.

Entao fog: A— C é uma fungdo integralizada.

Demonstracao. Exercicio 44 O

Corolario 26. Sejam A, B,C CR e sejam f: A— B eg: B— C fungoes
continuas, crescentes e integralizadas. Entao, para todo x € A,

[fog(lz])] = [fog(x)], e
[fog([z])] = [fog(x)],

93



Demonstracao. Exercicio 43. O

Corolario 27. Seja A C R e seja f: A — A uma fungao continua, crescente
e integralizada. FEntao, para todo x € A, e todo n € N,

L)) = (@),
[ (TNl = [f*()]-

Demonstracao. Seja A C R eseja f: A — A uma fungao continua, crescente
e integralizada.

Seja x € A. Vamos provar por indugao em n que

L)) = (@),
[ (a1 = 1101,

para todo n € N.

HI: Seja a € N tal que

para todo k € [0..al.

Passo: Vamos provar que

Lol (e )] = L ()], e
2. [fH([aD] =[S (@)1,

1. Vamos provar que
L (e ))] = [ (@)
Se a+ 1> 0, entao

L (L)) ] = Lo f(l=))] = LFU (=),

e como 1 € [0..a] pela HI temos que

L (=))] = ' (=@)]

isto é



entao

Como a € [0..a], pela HI também temos que

(L)) = ()]

e portanto,

Finalmente, do Corolario 26 temos que
AL @)))] = LA @) = L ()] -
2. A prova de que

[f ()] = [f @],

segue um argumento em tudo analogo ao acima.

Base: Vamos provar que f* satisfaz
LA (=) = [ )],
(D] = [fH@)],

para todo k < 1.

Para k£ = 0 temos
L)) = L)) = =],
Lfo(x)] = [z],
e portanto,

L= =[]

Pelo mesmo argumento concluimos que

[ (=D)] = [£(2)]
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Para k£ = 1 temos
L/ (L)) = LAz D],

e como a funcao f é continua, crescente e integralizada, temos do Teo-

rema 15 que
Lf(z))] = Lf(=)].

Como

concluimos que

Pelo mesmo argumento concluimos que

[ (=zD)] = [f(@)]

O
Corolario 28. Sejam k # 0 e f: R — R tais que
x
f@ =[5
Entao
f(z) = Lk_J , para todon € N
Demonstracao. Exercicios 92 O
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Parte 11

Recorréncias

57



Unidade 18

Recorréncias (1)

Uma relagao de recorréncia é uma descricao recursiva de uma fungao
N — C como, por exemplo,

f(n)=f(n—1)+1, paratodon > 1.

Observe que uma relagao de recorréncia para uma fungao f nao determina
necessariamente a funcao. Por exemplo, existem varias fungoes N — C que
satisfazem a relacao de recorréncia acima.

Por outro lado, neste mesmo exemplo, basta escolher o valor de f(k) para
algum k € N para determinar a funcao.

Resolver uma recorréncia é obter uma expressao nao recursiva para uma
funcao a partir de uma relagao de recorréncia dada.

No exemplo acima, se n > 1, entdo
fn)=fn—-1)+1.
Se f(n—1) > 1, entdo
fn)=fn—-1)+1=(f(n—-1)—-1)+1)+1=f(n—2)+2.
Se f(n —2) > 1, entdo
fn)=fn—=2)+2=(f(n—-2)—1)+1)+2=f(n—3)+3.

Considere a ultima vez que podemos aplicar a relagao de recorréncia e
chamemos esta de a u-ésima aplicacao. Neste caso teremos
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e, além disso, u serd o menor inteiro tal que

n—u<l,

isto é,
uv=min{k e N|n—Fk <1}
Como

n—k<l1
se e somente se

n—k<0
se e somente se

k> n,

entao

u=min{k € N|n—k <0} =min{k e N|k>n}=[n] =n,

) f(n)=f(n—u)+u= f(n—n)+n=f(0)+n.
Em resumo, temos que se
f(n) = f(n—1)+1, paratodon > 1,
entao

f(n) = f(0) +n, paratodon >1,
que € a solucao da recorréncia do exemplo inicial.

Observando que

podemos escrever

f(n) = f(0) + n, para todo n € N.
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Unidade 19

Recorréncias (2)

Vamos aplicar a mesma ideia para resolver o Exercicio 99.

f(n) = f(n—2)+1, para todo n > 2.
Para todo n > 2,
fn) = fln—2)+

(n
:(f((n—2)—2)+1)+1 f(n—4)+2
(f((n—4)—2)+1)+2=f(n—6)+3

onde
u=min{k € N|n—2k < 2}.
Como

n—2k <2,
se e somente se

2k >n — 2,
ou seja,

n— 2
k >
2 )

entao

_2 p
u-min{kEN|n—2k<2}—min{k€N|k;>nT}T_l‘j
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Entao

)= =20 +u=1 (n-2(|3])) + ([3))

Para n par, temos

e dai

-2 3]) = (-2 - 0+

2
Para n impar, temos
15
2 2
e dai
H2 )+ ) =r (2 (57)) i e

Entao, para todo n > 2,

) f0) + 3, se n é par,
o {103

5=, sen ¢ impar,

ou, equivalentemente,

f(n) = f(n mod 2) + {gJ , para todo n € N.
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Unidade 20

Recorréncias (3)

Exercicios 102 a 107

Vamos generalizar a ideia vista nas unidades anteriores para recorréncias
do tipo
f(n) = f(h(n)) + s(n), para todo n > ny.

onde f,s: N— C, h: N— NengeN.

Entao,
f(n) = f(h(n)) + s(n)
= f(h(h(n)) + s(h(n)) + s(n)
= f(h*(n)) + s(h(n)) + s(n)
= f(h(h*(n))) 4+ s(h*(n)) + s(h(n)) + s(n)
= f(h*(n)) + s(h*(n)) + s(h(n)) + s(n)
= f(h"(n)) + ("' (n)) + ... + s(h(n)) + s(n)
= f(h*(n)) + s(h* ' (n)) + ... + s(h'(n)) + s(h°(n))
= f(h"(n)) + > s(h'(n)),
onde

u=min{k € N|h*(n) < no}.
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Unidade 21

Recorréncias (4)

Exercicio 100 Resolva a seguinte recorréncia.

1, sen=1,

f(”):{fqgj)ﬁ, en>2

Resposta:
Fazendo
f(n) = f(h(n)) + 1, para todo n > ny
temos
hn) = |3].
wor - |3
s(n) = 1,
ng = 2
Entao
fm) = ) +u=f (| 5]) +u
onde n
u:min{k€N| L?J <2}
Como n
3] <2
se e somente se n
) <1



se e somente se

n
2_k < 27
ou seja,
2/€+1 >n
e portanto,
E+1>lgn,
isto é
k>lgn—1,
entao
u:min{kEN] LQ—TH <2}
=min{k e N|k>Ign—1}
e llgn—1]+1
=|lgn].
Entao,

n

sy =1 ([5:]) =1 ([ ]) + em)
Como (Ex. 37)

n
{QUTTLJJ =1, para todo n > 0,

)= £ (|5me7) ) + len) = £() + llgn] = 1+ lign] = [lgn] +1,

ou seja,
f(n) =|lgn] + 1, para todo n > 2.
Como
Ugl] +1=0+1=1= f(1),
entao,

f(n) =|lgn] + 1, para todo n > 1.
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Unidade 22

Recorréncias (5)

Exercicio 101 Resolva a seguinte recorréncia.

sen =0,

0,
A5 sy szt

Resposta:

A solugao é

onde
n
) = 3]
) = |5)
s(n) = nmod 2,
ng = 1,
u = min{k € N|r"(n) <ng}.
Entao
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Como

h*(n) < ne,
se e somente se
<1
) <
ou seja,
n
) <o
ou seja,
n
o" <1,
ou seja,
2k > n,
e portanto,
k> lgn,
entao
u=min{k € N|h¥(n) <ne}
=min{k e N |k >lIgn}
T.13 lgn +1]
= ign] +1,
e
n u—1
s =1 ([g]) + X (5] mea2)
n llgn|+1-1 n
)+ S (] )
lgn] n
_ 2| mod 2)
f(0) + 12—; (le mo
llgn] n
-3 ([ mots).
=0
Entao
llgn] n
- = | mod 2) todo 1 > 1.
f(n) ; QQZJ mo , para todo n >
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Unidade 23

Recorréncias (6)

Exercicios 110 a 112

Vamos generalizar a ideia vista nas unidades anteriores para recorréncias
do tipo
f(n) =m(n)f(h(n)), para todo n > ny.

onde f,m: N—C, h: N— NengeN.

Entao,

f(n) =m

onde
u=min{k € N|h¥(n) <no}.
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Unidade 24

Recorréncias (7)

Exercicios 110 a 110

Exercicio 110 Dado ¢ € C, uma progressio geométrica de razao q ¢ uma
funcao f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

1. Expresse a fungao f acima por meio de uma recorréncia.

= ¢, para todo n € N.

2. Resolva esta recorréncia.

Resposta:
1.
f(n) =qf(n—1), para todo n > 1.
2 u—1
Fln) = £ () [T m(w ().
i=0
onde
h(n) = n-—1,
m(n) = gq,
u = min{k € N|h*(n) <no},
nNg = 1.
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Entao

h*(n) =n —k,
e
h*(n) < ng
se e somente se
n—k<l1,
ou seja,
k>n—1
e
u=min{k € N|n—k <ng}
=min{k e N|k>n—1}
= n,
e
h*(n) = h"(n) =n—n =0,
e
u—1 n—1
f(n) = f(h(n)) [ [ m(ri(n)) = f(0) [ a
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Unidade 25

Recorréncias (8)

Exercicios 113 a 115

Vamos generalizar a ideia vista nas unidades anteriores para recorréncias
do tipo
f(n)=m(n)f(h(n)) + s(n), para todo n > ny.

onde f,s, m: N—C, h: N—- NengeN.

Entao,
f(n) =m(n)f(h(n)) + s(n)
= m(n)(m(h(n) f(h*(n) + s(h(n))))) + s(n)
= m(n)m(h(n)) f(h*(n) + m(n)s(h(n)) + s(n)
= m(n)m(h(n))(m(h*(n)) f(h*(n)) + s(h*(n))) +m(n)s(h(n)) + s(n
m(n)m(h(n))m(h*(n)) f(h*(n)) + m(n)m(h(n))s(h*(n)) + m(n)s(h(n)) + s(n)

= £ ) [T (b)) + 3 o) [T ),

u=min{k € N|h*(n) < no}.
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Teorema 29. Sejamng € N, h: N—= N e f,m,s: N— C tais que

fn) =m(n)f(h(n)) + s(n), para todon > ny.

u—1 u—1 i—1

fn) = f(h*(n)) [ [ m(r'(n)) + D s(h'(n)) [ [ m(h (n)), para todo n > ny,

1=0 1=0 7=0

onde

u=min{k € N|h¥(n) <no}.

Demonstracao. Exercicio 98. O
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Unidade 26

Recorréncias (9)

Exercicio 114 O ntumero de comparagoes no pior caso de uma execucao do
algoritmo MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela recorréncia

0 sen < 2
T(n) = 7 ’
" {T(L%JHTU%DM—L en22

Do Exercicio 55 temos que T~ (n) < T(n) < T*(n), onde

0 sen < 2
T— — Y Y
) {Mﬂ(gp+n_1,senzz

0 sen < 2
T+ _ ) )
) {qu5)+n—L sen>2

1. Resolva as recorréncias de T~ (n) e T*(n).

2. Use as solugoes obtidas e o Exercicio 40 para concluir que 7'(n) ~ nlgn.
Resposta:

1. Do Teorema 29, temos

T (n) =T"(h*(n)) Hm(h’(n))+z s(h'(n)) Hm(hj(n)), para todo n > ny,

onde
u=min{k € N|h*(n) <no},
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o = (3]
m(n) = 2,
s(n) = n—1,
ng = 2.
Entao, dado i € N,
o= 3
) m(h'(n)) = 2
ﬁm(hj(n)) = ﬁQ =2
) s(Ri(n)) = hi(n) — 1 = bﬁJ 1
ﬁm(h](n)) = ﬁQ =2
Entao
ro-r (125 (2]
=27 (| 2 )+22” = —2_;2
:2“T( 23 )+§2@' Uy
onde n
u:min{keN] L?J <2}.
Como

n
@J <2



se e somente se

n
? < 2,
ou seja,
n< 2k+1
ou seja,
k+1>lgn,
isto é,
k>lgn—1
Entao,

u=min{keN| || <2}

—m1n{k:€N|k>lgn—1}TBL n—1+1]|
= |lgn]
Entao
u—1
T( )—QUTQ J) + 32 {”J _9uy
2u — 21
lgn|—1 n
— ollgn] i 9ollgn]
ot (]« S ] o
, ngnJ 1
B 5T ollsnl (1) 4 L” _ollgn) | 4
llgn]—1
o L J ollen 4
1=0

Por desenvolvimento analogo chegamos a

llgn]

~ Y 2 {Zﬁ] _glisnltl 4
=0

. Do Exercicio 55 temos

T~ (n) <T(n) <T7"(n), para todo n € N.
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Do Exercicio 40 temo que

Q

T (n)
T*(n)

nlgn,

Q

nlgn.

Consequentemente (Ex. 22)

T(n) ~nlgn.

5



Unidade 27

Recorréncias Lineares
Homogéneas (1)

Exercicios 116 a 118

Definigao. Uma recorréncia linear homogénea (RLH) é uma recorréncia da
forma

f(n)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...+arf(n—k), para todon > k
onde ay,as, ..., a; € C.
Por exemplo,

f(n)=f(n—1)+ f(n—2), para todo n > 2.

No restante desta unidade, vamos resolver usar a recorréncia acima como
exemplo de como resolver RLHs.

Na unidade seguinte vamos generalizar as ideias apresentadas aqui.
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Se A e B sdo conjuntos, B4 denota o conjunto das funcdes A — B.
Dados z € C e f,g € CN definimos as funcdes f +g € CN e zf € CN por

(f+9)n) = [f(n)+g(n), e
(zf)(n) = zf(n).

Por exemplo, sejam

fo) = (“f) ,
o) = (”f) ,
Y

2=

Neste caso,

Teorema 30. (CN, +) € um espago vetorial sobre C.
Demonstracao. Exercicio 117. O

Seja agora F C CN o conjunto das funcoes que satisfazem a recorréncia
de Fibonacci, isto é,

F={feC"|f(n)=f(n—1)+ f(n—2), para todo n > 2}.
Se f,g € F entao, para todo n > 2,

(f +9)(n) = f(n)+g(n)
=(fln=1+f(n—=2))+ (9(n—1) +g(n —2))
=(fln=1)+g(n—1))+(f(n—2)+g(n—2))
=(f+g)n—-1)+(f+g)(n—2),

7



ou seja, dados f,g € F, temos f+g¢g € F.

Do mesmo modo, se z € C entao, para todo n > 2,

(2f)(n) = 2(f(n)) = 2(f(n = 1) + f(n = 2)) = (zf)(n = 1) + (zf)(n = 2),

ou seja, dado z € Ce f € F, temos zf € F.

Nao ¢ dificil concluir (Exercicio 119) que o conjunto F das fungdes que
satisfazem a recorréncia de Fibonacci é um subespago vetorial de (CN, +).

Veremos mais adiante que trata-se de um subespaco de dimensao 2 e as-
sim, se { f1, fo} é uma base de F, entao toda funcao que satisfaz a recorréncia
de Fibonacci pode ser escrita como combinacao linear de f; e f,, isto é, para
todo f € F existem ci, ¢y € C tais que

f(n) =cifi(n) + cafa(n), paratodon € N.
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Vamos agora determinar uma base de F.

Observe inicialmente que se f~, f*: N — C sao tais que

f~(n) = f~(n=2)+f (n-2),
frin) = ffln=1)+f"(n-1),

para todo n > 4 e, além disso,

entao é simples provar por indu¢ao em n que (Exercicio 89)

f~(n) < f(n) < fT(n), para todo n > 2.

Como (Exercicio 111),

f(n) = (V2)trmed2) paratodon > 4, e

ft(n) = 2"2 paratodon > 2,
entao
(V2)rtnmed2) < £(n) < 92"=2 para todo n > 4,
e, portanto,
(V2)" < (V2)rtnmed?) < f(n) < 2772 < 2", para todo n > 4,
ou seja,

(V2)" < f(n) < 2", para todo n > 4,

Com isso concluimos que f(n) tem seu crescimento limitado, tanto inferior
como superiormente, por fungoes exponenciais.

Vamos entao procurar uma base de F composta por funcoes exponenciais

Seja r € C— {0} e seja f: N — C dada por
f(n) =r".
Para ter f € F ¢ necessario que
f(n)=f(n—1)+ f(n—2), para todo n > 2,

ou seja
" ="' 4 9"2 para todo n > 2,
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e portanto,

rt— ™l — "2 =0, para todo n > 2,

e portanto,
r"2(r* —r —1) = 0, para todo n > 2,

e como 7 # 0, entao
r?—r—1=0,

{ 1-+5 1+\/5}
reqnr = ,To = .

2 2

ou seja,

Entao as tnicas fungoes nao nulas do tipo

fm) =1

que satisfazem a recorréncia de Fibonacci sao

A = r?z(l‘f) ,

faln) = rsz(”f) .

Como f; e f sao linearmente independentes em (CN, +) (Exercicio 118)
e F é um subespaco vetorial de dimensdo 2 de (CN,+), conclufmos que o
conjunto { f1, fo} forma uma base de F.

Consequentemente, toda fungao em F pode ser escrita como combinacao
linear das funcoes f; e fs.

Em particular a sequéncia de Fibonacci, que é a funcao F': N — C dada

por
Fln) = n, sen <1,
Fin—2)+F(n—-1), sen>1,

pode ser escrita como
F=cifi+cfs,

e, portanto,
F(n) =c1fi(n) + cafa(n), para todon € N,

é a solucao da recorréncia de Fibonacci.
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Para determinar os valores de ¢; e ¢y, usamos

FO) = 0, e
FQ1) = 1,
ou seja
F(0) = c1fi(0) + cafa(0), e
F(l) = le1(1> -+ CQfQ(l),
isto é,
F0) = o) +cory, e
F(1) = ey +cory.
e portanto,
0 = ¢+ Ca,
1 = cir1 + CoT'g,
e, portanto,
1 = —Cg,
e
1= —cory + cory = CQ<T2 - Tl)a
e, portanto,
1 1 1 V5
Co — = = — = —
2 9o —T1 H—Z\/g — 1_2\/5 \/5 5

e, consequentemente,

Portanto, para todo n € N,

F(n) = c1fi(n) + cafa(n)
vV Vb,

= ——7 + —7y

) )

S

:?(7”3—7”?)
VE((1+v5\  [1-v5)\
5 2 B 2
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Unidade 28

Recorréncias Lineares
Homogéneas (2)

Exercicios 104 a 123

Nesta unidade generalizamos as ideias vistas na Unidade anterior.

Definigao. Dados ay,...,a; € C, denotamos por R(ai,...,ax) o conjunto
das funcgoes f: N — C que satisfazem a recorréncia

f(n)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...+arf(n—k), para todon > k,
i1sto €,
R(ay,...,a) ={f: N> C|
fn)=af(n=1)+ayf(n—2)+ ...+ apf(n— k),
para todo n > k}.

Teorema 31. Dados ay,...,a; € C, o conjunto R(ay,...,a;) € um su-
bespaco vetorial de (CN, +).

Demonstracao. Exercicio 119 ]
Definigao. O polindémio caracteristico do espago vetorial R(ay,...,ax) € o
polinémio

X X — g X — ay.

No que segue fazemos referéncia a funcoes do tipo n — n/r”, onde j € N
e r € C. Nestes casos, adotamos a convencao de que f(n) = r" quando
j =0, isto é', n = nor" =n s rm.

Esta convengao contorna a indefini¢ao de f(0) quando f(n) = n%r™.
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A relagao entre o espago vetorial R(ay,...,a;) e seu polindomio carac-
teristico é dada pelo Teorema 32.

Teorema 32. O numero r € C € raiz de multiplicidade m do polinomio
caracteristico de R(aq, ..., ax) se e somente se m € o maior inteiro tal que a
funcao n™ ™ pertence ao espaco vetorial R(ay,. .., ay).

Corolario 33. Dado r # 0, a fungdo n™ 1r™ pertence ao espaco vetorial
R(ay,...,a;) se e somente se (X —r)™ divide seu polinémio caracteristico.

Teorema 34. Ser € C € uma raiz de multiplicidade m do polinomio carac-
teristico de R(aq, ..., ax), entdo o conjunto

B(r)={n’r" |0 < j <m}

¢ linearmente independente em R(aq, ..., a).

Corolario 35. Sejamry, ..., r; as distintas raizes do polinomio caracteristico
de R(ay,...,ax) com multiplicidades my, ..., my, respectivamente. Entdo o
conjunto

5= )50 = [0 < m)

1=1 i=1

¢ uma base de R(aq, ..., ax).

Corolario 36. Se f: N — C satisfaz

f(n)=aif(n—1)+asf(n—2)+...+arf(n — k), para todon > k,

entao
l m;—1
f(n) = Z (Z ci,jnjr?> . para todon € N,
i=1 \ j=0
ondery,...,r sao as distintas raizes do polinomio caracteristico de R(ay, . . ., ax)
com multiplicidades mq, . .., my, respectivamente, e {c;; | 1 <i<le0<j<m}

€ a solucao do sistema
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Unidade 29

Recorréncias Lineares
Homogéneas (3)

Exercicio 120a

F(n) = n, sen <2
s —1) —Tf(n—2) +3f(n—3), sen>3.

Resposta:

fn) = n, sen <2
T 5f i —1) = Tf(n—2) +3f(n—3), sen>3.

f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é
X?—5X* — 17X +3,
cujas raizes sao 1 e 3, com multiplicidades 2 e 1, respectivamente.
Uma base para R(5,—7,3) é
{nol”, n'1", 3”}
e temos
f(n) = Cl,onoln + 01,17”&11” =+ 02,0n03n = c10 + c1,1n + c03",
onde ¢y, €11 € c2 Sao a solugao de

f(0) = co+can+ 02,0307
f(l) = 0y + C1,1M + 027031,
f(2) = cao+cain+ 02,032,
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isto é

0 = cip+cin+ ey,

C1,0 + C11n + 302’0,

2 = cp+tcn+9cp,
e portanto,
co = 0,
cp = 1
c0 = 0,
ou seja,

f(n)=cio+cian+c203" =0+ 1n+03" =n.
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Unidade 30

Recorréncias Lineares
Homogéneas (4)

Exercicios 120b a 120b

Exercicio 120b

1, sen=20
f(n) =<9, sen=1loun=2

9f(n—1)—=27f(n—2)+27f(n—3), sen > 3.

Resposta:
1, sen=20

f(n) =149, sen=1oun=2
9f(n—1)—=27f(n—2)+27f(n—3), sen > 3.

f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é
X3 —9X? 427X — 27,

cuja raiz ¢ 3, com multiplicidade 3.
Uma base para R(9, —27,27) é

{nOB”, n'3m, n23"}
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e temos
f(n) == 01707103” + 01,1n13” + 01,2n23” == 0170311 + cl,lnS” + 62,0n23”,
onde ¢, €11 € €12 sao a solugao de

f(0> = 61,030 + 0171030 + 01’202307
f(1) = 103"+ 113" + 12173,
f(2) = 01,032 + C1,1232 + 61,22232,

isto é
6170 + 00171 + 001,2,
9 = 30170 + 301’1 + 361’27
9 = e+ 18c11 + e,
e portanto,
co = 1,
c1 = 4
Co0 = —2,
ou seja,

f(n) = 103" +c11n3" +c0n?*3" = 3" +4n3" —2n?3", para todo n € N.
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Unidade 31

Recorréncias Lineares
Homogéneas (5)

Exercicios 120c¢ a 120c

Exercicio 120c

n7
f(n) =43,
7f(n—1)—16f(n —2) + 12f(n — 3),
f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é
X3 —7X%2+16X — 12,

cujas raizes sao 2 e 3, com multiplicidades 2 e 1.

Uma base para R(7,—16,12) é

{nOQ”, nt2m, nOS”}
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e temos
f(n) = 01’0n02n + 01717112” + 02707103” == 01,02n + 01,1n2" + 0270?)”7
onde ¢, €11 € C2 sao a solugao de

f(O) = 01’020 —+ 0171020 -+ 01,2307
f) = 01,021 +c1 12" + 01,231>
f(2) = 617022 + 0171222 + 6172327

isto é
0 = leip+0ci + Leg,
20170 —+ 201,1 -+ 3C2’07
3 = 40170 + 80171 + 90270,
e portanto,
Cio = 1,
i1 = 1,
02,0 = _17
ou seja,

f(n) =c102" + c11n2" 4 ¢903" = 2" + n2" — 3", para todo n € N.
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Unidade 32

Recorrencias Lineares nao
Homogéneas (1)

Exercicios 124 a 127

Definigao. Uma Recorréncia Linear nao Homogénea (RLnH) é uma re-
corréncia da forma

fn)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...+arf(n—k)+ g(n), para todon >k
onde ay,...,a, € Ceg: N— C.

Teorema 37. Sejam f,g: N — C tais que
f(n)=a1f(n—1)+axf(n—2)+... +apf(n—k)+ g(n), para todon >k,

Se g satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio caracteristico
¢ G, entao f satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio ca-
racteristico é

GXF —a XF — L — a0 X? — ap 1 X — ay).
Corolario 38. Dados k€ N ec,r € C, a funcao
g(n) = enFrm,

satisfaz uma RLH cujo polinomio caracteristico é

(X — )it
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Demonstracao. Imediato a partir do T. 32. O

Corolario 39. Se f,g: N — C satisfazem recorréncias lineares homogéneas
cujos polinomios caracteristicos sao, respectivamente, F' e G, entdo f + g
satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio caracteristico é

FG.

Demonstracdo. Sejam f,g: N — C satisfazendo recorréncias lineares ho-
mogéneas cujos polindmios caracteristicos sao, respectivamente, F' e G, de
maneira que

f(n)=aif(n—1)+...+apf(n—k), para todon > k.
Entao, para todo n > k,
(f+9)n)=fn)+g(n) =af(n—1)+... +af(n—Fk)+g(n),
e, portanto (T. 37), (f + g)(n) satisfaz uma RLnH cujo PC ¢é

GXF—a X*' — . —a) =GF = FG.
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Unidade 33

Recorréencias Lineares nao
Homogéneas (2)

Exercicio 124b
0, sen =0,
f(n) =
2f(n—1)+1, sen>0.

Resposta:
f(n) satisfaz uma RLnH cujo PC é

(X -2)G,
onde G é o PC de uma RLH satisfeita por

g(n) =1.
Como g satisfaz a recorréncia

g(n) =g(n—1),
entao g satisfaz uma RLH cujo PC é
G=(X-1),

e dai, f satisfaz uma RLH cujo PC é

(X -1)(X -2
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e entao
f(n) = c1ol™ 4 202" = c10 + 202"

onde c¢qg, € cgo sao dados por

f(0) = c10 + ¢202°,
f) = e+ e2'

ou seja,
0 = cio+ e,
2f(0)+1 = ¢+ 2co0,
ou seja,
Cljp = —Cy,
1 = —C + 2020 = Cy,
e portanto,
co = —1,
e portanto,

f(n) =cio+ 2" =-1+1x2"=2" -1,

para todo n > 0.

Como ainda
2 =1=0= ()

entao
f(n) =2"—1, para todon € N.
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Unidade 34

Recorréencias Lineares nao
Homogéneas (3)

Exercicio 124c
0, sen =0,
f(n) =
fln—=1)+n, sen>0

Resposta:
f(n) satisfaz uma RLnH cujo PC é

onde G é o PC de uma RLH satisfeita por
g(n) =n.

Como
n = 1n'1",

entao ¢ satisfaz uma RLH cujo PC é
G=(X-1)2
e f satisfaz uma RLH cujo PC ¢

(X =D - 1)" = (X = 1)%,

1 2 2
f(n) =ciol™ + ciin 1" 4 ¢1on°1" = ¢10 + c11n + c1an”,
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onde cjq, ¢11 € ¢ sao dados por

f0) = cio+ 0+ 120,

f(1> = cpot+enl+ 01212,
f(2) = coo+en2+ c122%,
ou seja,
0 = co,
f(O) +1 = Cio + c11 + C12,
f(l) +2 = Cio + 2C11 —+ 4C12,
ou seja,
0 = €10,
= ¢+ G,
3 = 2611 + 46127
e portanto,
C12 = 1 - C11,
e
2011 + 4:(]. — Cll) — 37
ou seja
—2c11 = —1,
e portanto,
11 = 5
e o
C12 C11 5 5
e portanto,
1 1 1
f(n) =cio+cun+cpn® =0+ -n+-n? = M)
2 2 2
para todo n > 0.
Como ainda 00+1)
+
— = 0= f(0),
entao 1
f(n) = @, para todo n € N.
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Unidade 35

Recorréencias Lineares nao
Homogéneas (4)

Exercicio 124k

fn) = n, sen < 2,
TV =04 f(n—2)+1, sen>2.

Resposta:

Usando a notacao do Teorema 37 temos

ay = 1,
a9 = ]_,
g(n) = 1, paratodon € N.
Como
g(n) = 1n°1",

entao ¢ satisfaz uma RLH cujo polinomio caracteristico é

G:(X—1)0+1:X_1

Pelo Teorema 37 temos que f pertence ao espaco vetorial cujo polindmio
caracteristico é

GIX2—X —1)=(X —1)(X2— X 1),
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e cujas raizes sao

(&} = 1,
1—+5
ro = 3
2
1+5
rs = .

Pelo Corolario 36, temos

f(n) = cior] + coory + c3075

1-v5\ 1+V5
:Cl,oln-l-CQ,o( \/—> +63,0< V5

1—v5\)
—C1,0+02,0< 5 >+03,0< 5

onde {c1,0, 20,30} € a solucao do sistema

1-+5

0

f(0) = c10+ a0 5 + ¢30 5
1
1—v5 1+5
f(1) = c10+ 20 + 30
2 2
2
1—+5 1+5
f(2) = cio+cap + ¢30
2 2
ou seja
0 = cio+cop+c3p,

H
+
S

1-+5 1++5
1 = 01,0+62,0< >+C3,0< 9 )7

2

FO)+ 1) +1 = cl,o+cz,o(1_2ﬁ> +<
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isto é,

0 = c10+c20+Cap,

1—+/5 1++v5
1 = Cl,o—i‘CQ’o( \/_>+C3,0< \/_>7

2
— VB 2 L VE 2
- +
2 = C1,o+02,0< 5 ) +C3,0< ) )

cuja solucao é

cl,O = _17
5—3v5

c = —

2,0 10 )
54 3v5

c = —

3,0 10 3

e portanto,
5-3vV5 (1-v5\ 5435 [1+v5)
f(n) = + —1.
10 2 10 2
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Unidade 36

Recorréencias Lineares nao
Homogéneas (5)

Exercicio 124d

n, sen <1,
f(n) = {Qf(n—l)—i-n, sen > 1.

Resposta:

Usando a notagao do Teorema 37 temos

ay = 2,
g(n) = n, paratodon € N.
Como
g(n) = 1n'1",

temos diretamente do Corolario 38 que g satisfaz uma RLH cujo PC é
G=(X-D""=(X-1)3

e dai, pelo Teorema 37 temos que f pertence ao espaco vetorial cujo
polinomio caracteristico é

GX -2)=(X-1)*X -2),

e dai, pelo Corolario 36, temos

f(n) =ci1ol™ + c11nl"™ 4 ¢202", para todo n € N,
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ou seja,
f(n)=cio+ c1,1n + c202", para todo n € N,

onde {c10,¢1,1, 20} € a solucdo do sistema
0
f(0) = c10+0c11 + 2027,

f) cro+ lepg + 202",
f(2) = c10+2c1+ C2,0227

isto é,

f(0) = c10+ 20,
2f(0)+1 = c10+c11+ 2cap,
2f(1) +2 = cio+2c11 +4ep,

ou seja,

0 = cio+cop,
1 = ¢t + 20,
4 = ci10+2c11 + 4eap,

cuja solucao é

co = —2,
Ciqa = -1,
0270 = 2,

e portanto,

f(n) =ciotciintcy 2" =22"—n—-2,= 2"+l _pn—2, para todo n € N.
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Unidade 37

Somatoérios (1)

Exercicios 130 a 134

Corolario 40. Se f: N — C satisfaz uma recorréncia linear cujo polinomaio
caracteristico € F', entao a funcio s: N — C dada por

s(n) = f(i)
i=0
satisfaz uma RLH cugjo polindmio caracteristico é (X — 1)F.

Demonstracao. Seja f: N — C tal que f satisfaz uma recorréncia linear cujo
polinomio caracteristico é F' e seja s: N — C dada por

st) =3 1)

A funcao s satisfaz a recorréncia

s(n) = s(n = 1) + f(n),

e dai (T. 37) s satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio
caracteristico é (X — 1)F. O
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Unidade 38

Somatoérios (2)

Exercicio 130 D¢ uma expressao livre de somatdrios para » . .

Resposta:
Como . .
s(n)=) i=) gli),
1=0 =0
onde
g(n) =n,
e
g(n) = 1n*1",

temos do Corolario 38 que a funcao ¢ satisfaz uma RLH cujo PC é
G= (X = 1) = (X —1)2,
e dai, pelo Corolério 40 temos que a funcao s satisfaz uma RLH cujo PC é
(X-1)G=(X-1)(X-1)>*=(X-1)>
Pelo Corolario 36, temos
s(n) = c1ol" + 01,17”&11” + Cl,2n21n =cC0tcan+ 01,2712,
onde (c¢1,0,¢1,1,¢12) € a solugao do sistema

s(0) = c10+ 110" + 1207
s(1) = cio+ il +e10l?
s(2) = cio+ 12"+ 22%
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isto é,

0 = 1,0,
= (10 + C1,1 + C1,2,
3 = C1,0 —+ 26171 + 40172’

e portanto,
1 = 0171 + 0172,
3 = 201’1 + 40172,
isto é,
co = 0,
1
11 = 5,
1
a2 = 5
e portanto,
1 n(n+1
s(n) =cro+ecian+eian® =cio+ 5" + 5712 _ %
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Unidade 39

Somatoérios (3)

Exercicio 128 Dado ¢ € C — {0}, uma progressio geométrica' de razao q
é uma funcao f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao geométrica é dada
por

= ¢, para todon € N.

1. Expresse a funcao f acima por meio de uma recorréncia linear ho-
mogenea.

2. Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o termo
geral da progressao geométrica.

3. Dé uma expressao livre de somatérios para s(n).

Resposta:

1. f(n)=gqf(n—1), paratodon > 1.
2. Usando a notagao do C. 36 temos que f(n) satisfaz uma RLH cujo PC
é X — q e dali,
f(n) - Cl,an7

Lefr. Exercicio 110
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onde ¢; o ¢ dado por
isto é

e, portanto,

. Como .
sn) = 3 100

e f(n) satisfaz uma RLH cujo PC é (X —¢), entao (C. 40), a funcao s(n)
satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinomio caracteristico

é (X —1)(X —q). edai (C. 36),
s(n) = c101" 4+ c20¢" = c10 + 209",
onde ¢, c2 sao dados por

0
s(0) = c10+ 209 = 10+ C2p0,

s5(1) = co+ 02,0611 = C10 + €204,

ou seja,
0=c10+ 2,
e portanto,
Co0 = —C1,0,
e
J(0) = c10 + 209 = c1,0 — 1,04,
e portanto,
cro = f(0)/(1—q),
e
c20=—c10=—f(0)/(1—¢q)

e

s(n) = c10+ 209"

_ SO ), f(O)
T 1—g 1—qq 1—gq
¢"—1

= 10t =

(1—-4q")
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Unidade 40

Somatoérios (4)

Exercicio 129 Uma funcdo f: N — C é uma progressio aritmética’ se
existe r € C tal que

f(i+1)— f(i) = r para todo n € N.

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao aritmética é dada
por

1. Expresse a funcao f acima por meio de uma recorréncia linear nao
homogeénea.

2. Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o termo
geral da progressao aritmética.

3. Dé uma expressao livre de somatérios para s(n).
Resposta:

1. f(n)= f(n—1)+r, paratodon > 1.

2. Usando a notacao do Teorema 37 temos

CL1:].,

g(n) = r, paratodon € N.

Lefr. Exercicio 105
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Como
g(n) = rn’1",

temos diretamente do Corolario 38 que g satisfaz uma RLH cujo PC é

e dai, pelo Teorema 37 temos que f pertence ao espaco vetorial cujo
polindémio caracteristico é

G(X —1)=(X-1)%
e dai, pelo Corolario 36, temos
f(n) = 01,07101” + cl,lnlln, para todo n € N,

ou seja,
f(n) = ci1p+ ci11n, para todo n € N,

onde {c10,c11} ¢ a solugdo do sistema

f(0) = c1,0 + 0cy 1,
f1) = c10+1leg,

isto ¢,

f(O) = (1,0,

fO)+7r = cipo+en,
ou seja,
cin=f(0) +7r—cro=f0)+7—f(0)=r,
e portanto,
f(n) =cio+cian = f(0)+rn, para todon € N.
. Como
n—1
s(n) =) _[f(i)

=0
e f(n) satisfaz uma RLnH cujo PC é (X —1)?, entao (C. 40), a fungao

s(n) satisfaz uma recorréncia linear homogénea cujo polinémio carac-
teristico é

.

(X -1)(X -1 =(X—-1)>
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e daf (C. 36),
1 2 2
s(n) = Clgln +ciin 1" + c1on 1" = Cip + C11n + c1on s
onde ciq, ¢11 € ¢ sao dados por

s(0) = cio+ c110 + c120%,
8(1) = 010+C111+01212,
s(2) = cio+cn2+ c1p2?

ou seja,
0 = 1o,

e

f(0) = cu+ep,

fO)+ f(O)+7r = 211 + 4cro,
ou seja,
C1,2 = f(O) —C11
e
2f<0> +r= 201,1 + 4(f(0) — C1,1) = —201’1 + 4f(0),
ou seja,
i1 = (2f(0) —r)/2
e
crz2 = f(0) —ci1= f(0) = (2f(0) = 7)/2=1r/2
e
s(n) = cip 4 cun + cin® = 0 + w + # = f(0)n + —r(n22— n)
— o+ "1,

Portanto,

n(n —1)

5 r, para todo n > 0.
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Unidade 41

Somatodrios (5)

O Exercicio 28 sugere usar o fato de que
2t =(n-1)2"" 42,
5=0

para provar que

n

> lgi] =n|lgn) — (2! — [lgn] —2).

=1

Exercicio 131 Dé uma expressao’ livre de somatdrios para y ;. i2".

Resposta:
Fazendo .
s(n) = g(i),
i=0
onde
g(n) =n2",
temos
g(n) = 1n'2",

e dai, do Corolario 38 temos que a funcao g satisfaz uma RLH cujo PC é
G= (X -2 = (X -2,
e dai, pelo Corolario 40 temos que a funcao s satisfaz uma RLH cujo PC é

(X —1)G = (X - 1)(X —2)°

Lefr. Exercicio 46
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Pelo Corolario 36, temos
8(71) = cl,onoln -+ 02,0n02” -+ 02,1n12” =C1,0 —+ C2’02n —+ Cg,an”
onde (c1,0, C20,¢2.1) ¢ a solugao do sistema

s(0) = cro+ 202° +2,02°
CI,O + 627021 + 6271121,
s(2) = cio+ 202 + 21222

VAl
—~
—_
~—
I

isto é,
0 = cio+ez0(l) +c21(0)1,
0 + 121 = 0y + 02’0(2) + 0271(1)2,
0+ 121 + 222 = C10 -+ C2,0(4) + 02712(4),
ou seja,

C1,0 + C2,0,
C10 + 2000 + 2¢21,
10 = ¢+ 4cgp + 8z,

cuja solucao é

Cl,O = 2,
C20 = -2,
0271 = 2.

e portanto,

5(n) = c1o 4 202" + N2 =2 — 2 x 2" 4 202" = 2" (n — 1) + 2.
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Parte 111

Contagem
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Unidade 42

Fundamentos de Contagem (1)

42.1 Preliminares

[a.b] :={2z€Z]|a<z<b}.

[n] :=[1..n].
Observe que

0] =[1.0]={z€Z|1<z<0}=0.

Uma parti¢io de um conjunto A é um conjunto P = {4, Ay, ...} de
subconjuntos de A, dois a dois disjuntos entre si, tais que

UAZ-:A.

A;eP

Cada conjunto de P é chamado de uma parte da particao P.

Se P é finito e tem k elementos, dizemos também que P é uma k-particdao
de A.
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Unidade 43

Fundamentos de Contagem (2)

43.1 Contagem

Contagem significa contagem do nimero de elementos de um conjunto.

Os conjuntos que sabemos contar sdo os conjuntos [n]: n € N. A maneira
de comparar a quantidade de elementos entre conjuntos é o estabelecimento
de bijecgoes.

Seja f: A — B uma funcao.

A imagem de um elemento a € A pela funcao f é o elemento f(a) € B.

A imagem da funcao f é o conjunto
f(A):={f(a) | a € A}.

Para cada b € B definimos a imagem inversa de b por f como sendo o
conjunto dos elementos de a cuja imagem é b, isto é

[7Hb) =={a € A f(a) =b}.

O conjunto das imagens inversas de A por f é uma partigao de A que é
denotada A/f e é chamada de quociente de A por f, isto é

Alf={f0)[be f(A)}.

Observe que, como A/ f é uma particao de A, entao

A= ] ¢

CeA/f
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ou, equivalentemente,

A={]J o).

beB

Exemplo. f: [3] x [4] — [4] dada por f(a,b) = 0.
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Unidade 44

Fundamentos de Contagem (3)

A fungao f é
injetora se f(a) = f(b) = a =b, para todo a,b € A.
sobrejetora se f(A) = B.

bijetora se é injetora e sobrejetora.

Uma inje¢do (sobrejecao, bijecdo) é uma fungao injetora (sobrejetora,
bijetora).
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Unidade 45

Fundamentos de Contagem (4)

A ~ B denota o fato de que existe bijecao entre A e B.

Para cada conjunto finito A existe um tnico inteiro n € N tal que A ~ [n].
Tal inteiro é chamado tamanho (ou cardinalidade ou nimero de elementos)
do conjunto A e é denotado por |A].

Definigao. Uma enumeracao de um conjunto finito A € uma bijecdo f: [|A|] —

A.
Para cada i € [|A]],

e i é chamado de indice de f(i) em A sequndo f, e
o f(i) € oi-ésimo elemento de A sequndo f.

Exemplo. Quais sao os divisores naturais de 727
Fazendo
D = {n e N |n|72}

temos
D= {1, 2,3,4,6,8,9,12,18, 24, 36, 72},

ID| = 12.

Sao enumeracoes do conjunto D dos divisores naturais de 72:
J@) [1]2]3|4|6|8]9]12]|18]24]36 |72
i [1]2|3]4]5]6[7]8]9[10]11]12
g(i) [1]3]9]2]6]18[4][12]36]| 8 |24]72
i [1]2]3]4|5]6 |[7]8]9]10]11]12
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Teorema 41. A composicao de bijecoes é uma bijecao.

Demonstracao. Exercicio 141 O

Corolario 42. Dados conjuntos finitos A e B, temos que |A| = |B| se e
somente se A ~ B.

Demonstracao. Exercicio 142 O

Exercicios 140, 141, 142, 143.
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Unidade 46
Uniao

Teorema 43. Se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos, entdao
|AUB| = |A| + |B].

Demonstracao. Sejam A e B conjuntos disjuntos.
Vamos provar que |AU B| = |A| + |B| provando que AU B ~ [|A| + |B|].
Sejam f e g enumeragoes de A e B, respectivamente, e seja h: [|A|+|B|] —
AU B dada por
k E<|A
gk —1A|) sek>|Al.

Para provar que AUB ~ [|A|+|B|], basta provar que h é uma bijegao. [

Como a uniao de conjuntos é uma operacao associativa, denotamos

UAi::AluAQU...UAn

=1

Para n = 0, convencionamos

1

n
1=

Corolario 44 (Principio Aditivo). Se Ay, ..., A, sao conjuntos finitos dois
a dois disjuntos entre si, entao,

U

1=

n
A
1

= Al
=1
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Demonstracao. Exercicio 57 O

Corolario 45 (Limitante da Uniado). Se Ay,..., A, sdo conjuntos finitos,

entao,
U A;| < Z | Al
i=1 i=1
Corolario 46. Se A ¢ um conjunto finito e f: A — B € uma func¢ao, entdao

A= > |

bef(A)

Demonstracao. Seja A um conjunto finito e seja f: A — B uma funcao.

Como
A= J

bef(A)
entao (C.42 )

A= J X

bef(A)

e como os conjuntos f~1(b) | b € B sao dois a dois disjuntos entre si, entdo
(Corolario 44)

Al = Z I

bef(A

Corolario 47. Se A é um conjunto finito e B C A, entao
|A—B| = [A]—|B|.

Demonstracao. Seja A um conjunto finito e seja B C A. Vamos provar que
|A— Bl = [A]—|B].
Observe que, como B C A, entao (Ex. 11)
A=(A—-B)UB,

de forma que
Al = [(A-B)U B,

e como A — B e B sao disjuntos, entao (Teorema 43)

(A= B)UB|=[A-B|+[B],
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e portanto,
Al = |A = B| +|B],

ou seja

|A = B| = |A] - |BI.

Corolario 48. Se A e B sao conjuntos finitos, entao
|AUB| = |A|+ |B| - |AN Bj.

Demonstragao. Sejam A e B conjuntos finitos. Vamos provar que |[AU B| =
|A| + |B| — |[AN Bj.

Observe que
AUB=AU(B—-ANB),

e como A e B— AN B sao disjuntos, entao (Teorema 43)
|AUB| = |A|+|B - (AN B)|.
Como AN B C B, temos (Coroldrio 47) que
|B—(ANB)|=[B|-[ANB|,
e consequentemente

|JAUB|=|A|+|B—ANB|=|Al+|B|-|ANB.
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Unidade 47

Produtos Cartesianos (1)

Teorema 49. Se A é um conjunto finito e U é um conjunto com um unico

elemento, entao,
U x A| = |A|.

Demonstragao. Seja A um conjunto finito e seja U = {u} um conjunto com
um unico elemento.

Para provar que
U x A| = |A],

basta provar que a funcdo (u,a) +— a é uma bijecao U x A — A. [
Teorema 50. Se A e B sdo conjuntos finitos, entao

|A x B| =|A||B|.
Demonstracao. Sejam A e B conjuntos finitos. Vamos provar que

|A x B| = |A||B].
Seja f: A x B — A a funcao dada por
f(a,b) = a.
Pelo Corolario 46 temos

AxB= |J )= f ),
)

acf(AxB acA

e para cada a € A,

T 49

fa)={(a,b) e AxB|be B} ={a} x B ~ B,
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e portanto,
_ C. 42
[f~Ha)] =" 1B,

e consequentemente,

U

a€A

|Ax B| = =N )l =D 1B = 4] B

a€A acA
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Unidade 48

Produtos Cartesianos (2)

Exercicio 145 Quantos divisores naturais tem o niimero 727
Resposta:

Seja D o conjunto dos divisores naturais de 72. Queremos determinar
| DI

Os divisores primos de 72 sao 2 e 3, pois
72 =23 x 3%

Cada divisor de 72 corresponde a um par de expoentes (a, b) onde

0<a<3, e
0<b< 2
isto é
a€l0.3], e
be[0..2],
ou seja,

(a,b) € [0..3] x [0..2].

Noutras palavras, a fungao (a,b) — 2% 3% é uma bijegao [0..3]x[0..2] — D
e consequentemente (C. 42),

|D| = [0..3] x [0..2]| = [[0..3]] [[0..2]] = 4 x 3 = 12.
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Unidade 49

Produtos Cartesianos (3)

Definicao. Se n > 0 € um inteiro e Ay, As, ..., A, sdo conjuntos, o pro-
duto cartesiano de Ay, As, ..., A, € o conjunto das n-uplas ordenadas de
elementos de Ay, Ao, ..., A, respectivamente, ou seja,

Ay x Ay X ... x Ay i={(a1,as,...,a,) | a; € A;, para todo1 < i <n}.

Denota-se .
[J4 =41 x A x...x A,
i=1

€ COnvenciona-se que

Corolario 51 (Principio Multiplicativo). Se A;: 1 < i < n sdo conjuntos

finitos, entao
n

g

=1

n

=TT 14l

=1

Demonstracao. Exercicio 144. O
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Exercicio 146 (Quantos divisores naturais tem o ntimero 3607
Resposta:

Seguindo o mesmo raciocinio do Exercicio 145, temos
360 = 2% x 32 x 5,
e dai, fazendo
D := conjunto dos divisores naturais de 360,

temos
D ~[0..3] x [0..2] x [0..1],

e consequentemente (C. 42),

C. 51

D] = [[0..3] x [0..2] x [0..1]] “="[0..3]] x [[0..2]] x |[0..1]] = 4 x 3 x 2 = 24.

Teorema 52. O numero de divisores naturais de um inteiron € N é

H(ml + 1)?

i=1

onde
k
m;
sz‘ )
i=1
€ a decomposi¢cao de n em fatores primos.
Demonstracao. Exercicio 147 O]

Exercicios 148, 149, 150.
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Unidade 50
Sequéncias (1)

Definicao. Dados um conjunto A e um inteiro n > 0, o conjunto das
sequéncias de tamanho n sobre A € o conjunto

A" = AXx ... x A = A
X X {(ab 7an)‘a17 7an€ }

AY denota o conjunto com a sequéncia de tamanho zero, isto ¢,
A" = {0}
Corolério 53. Se A # (0 € finito, entdio
|A"| = |A|", para todon € N.
Demonstracao. Seja A # () um conjunto finito nao vazio, e seja n € N.
Vamos provar que
|A"| = |A|", para todo n € N.
Se n = 0 temos que
A" = 1A% = {0} = 1= |A[.

Se n > 0, temos que

n
A = [T 1A = A
=1
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Sequéncias de tamanho n sobre um conjunto A sao também conhecidas
pelos nomes de

e arranjos de n elementos de A tomados com repeticao, ou
e palavras de tamanho n sobre o alfabeto A, ou ainda

e amostras ordenadas com reposicao de tamanho n do conjunto A.
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Unidade 51
Sequéncias (2)

Exercicio 151 Um “bit” é um elemento de {0, 1}.

Se um “byte” é uma sequéncia de 8 “bits”, quantos valores diferentes
pode assumir um “byte”?

Resposta: Fazendo
B := conjunto dos bytes.

Como cada “byte” é uma sequéncia de 8 “bits”, isto é, um elemento de
de {0,1}®, entéo
B~ {0,1}°

e consequentemente (C. 42),

Bl = [{0, 1} “=" [{0, 1}[* = 2° = 256.
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Unidade 52
Sequéncias (3)

Exercicio 152 Um teclado convencional tem 47 “teclas que geram carac-
teres”. Cada tecla pode gerar dois caracteres, conforme combinada ou nao
com a tecla “shift”. Chamaremos de caracteres convencionais os caracteres
que podem ser gerados desta maneira.

Uma senha convencional é uma sequéncia de caracteres convencionais.

Considere um sistema de quebra de senhas a base de “forca bruta”, isto
é, que tenta todas as senhas possiveis, e suponha que o sistema é capaz de
testar 1 (uma) senha por segundo.

1. Qual o menor tamanho n que deve ter uma senha convencional para ga-
rantir que tal sistema nao seja capaz de testar todas as senhas possiveis
em um dia?

2. Se o sistema atacante for um milhao de vezes mais rapido, para quanto
mudara este valor?

Resposta:
Fazendo
T := conjunto das teclas convencionais,
C := conjunto dos caracteres convencionais,
S, := senhas convencionais de tamanho n,
temos
S, =0C".
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1. Um dia tem 24.60.60 = 86 400 segundos e queremos

15,.] > 86400.
Como
S, =0C",
entao
Sl = | = ey
Como

C~{0,1} x T,
entao (C. 42),

T.50

1C| = [{0,1} x T =" |{0, 1}||T| = 2.47 = 94

1S,| = [C]" = 947
Entao, para ter
|Sy| > 86400,
precisamos ter
94™ > 86400,
ou seja
nlg 94 > lg 86400,
ou seja
1g 86400
lg94 '
e portanto,

~ [1g86400
T g0s |

1g 86400

201 W, observe que

Para estimar o valor de {

16 < Ig86400 < 17,
6 <lg¥4d< 7,

entao 16 1g86400 17
g
2< =< < — < 3.
7 lg 94 6

1g864007 5
lg94 |

e entao
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2. Se o sistema atacante for um milhdo (10°) de vezes mais rdpido, o
numero de tentativas num dia serd um milhao de vezes maior, e preci-

samos de
S,,| > 10° x 86400,

ou seja
94" > 10° x 86400,

ou seja

. 1g(10° x 86400)
B lg 94

1g(106 x 86400)

501 -‘, observe que

Para estimar o valor de {

1g(10°.86400)  1g10° 4 1g86400  1g10° N 1g 86400
lg 94 N lg 94 ~ 1g94 lg 94

19 < 1g10° < 20,

entao
19 lIg 106 20

< <
7 T 1g94 6

35 19 n 16 - lg 108 N lg 86400 - 20 n 17 37
7 7 7 lg 94 lg 94 6 6 6

e portanto

1g(10° x 86400)] 6
lg 94 B
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Unidade 53
Sequéncias (4)

Corolario 54. Seja A um conjunto finito e seja n € N. O niumero de
sequéncias de tamanho no mdximo n sobre A €

‘A’n—f—l -1
Al -1

Demonstracdo. Seja A um conjunto finito e seja n € N. Vamos provar que o
nimero de sequéncias de tamanho no maximo n sobre A é

|A|n+1 -1
Al =1

Como o conjunto das sequéncias de tamanho no maximo n sobre A é
n
i
U4
i=0
entao o nimero de sequéncias de tamanho no maximo n sobre A é

U
=0

Como os conjuntos A’: 0 < i < n sao dois a dois disjuntos entre si, temos

U
=0

C. 44 i1 C. 5e ; Ex. 4 |A
YA O S g P

=0 1=0
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Exercicio 153 Qual o maior valor de n tal que é possivel gravar em um
dvd (4700372992 bytes) todos os possiveis arquivos de tamanho até n?

Resposta:

Fazendo

d = 4700372992 = 2'7.7.47-109,

s(n) := soma dos tamanhos de todos os arquivos de tamanho até n,

temos N
s(n) =il A(i)],
i=0
onde
A(n) := conjunto dos arquivos de tamanho n.
Como

A(n) = B",
onde B é o conjunto dos bytes, entao

C. 53

[A(n)| = |B"] =7 |B" P=7 2567,
e portanto,
. - b 1321 256 256 256
=S 7ilAG) = S i2set L 22 n056m — 2 _956" + ——
o ;Z‘ Wl ;Z 255 " 650250 T 65025

Queremos determinar o maior valor de k tal que

s(k) <d,
ou seja,
n=max{k € N|s(k) <d}.
Como
s(k) <d
se e somente se 956 956 956
—— k2568 — ——256F <d
255 2552 + 2552 — 7

ou seja
255 - 256F 1k — 25681 < 25524 — 256
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ou seja

1
255 - 25651k (1 — —— | < 255%d — 256.
55 - 256 < 255k>_ 55 56

Como k > 1, entao basta
255 - 256F 1k < 255%d — 256

tsto ¢ 256 256
2561k < 255d — — = 255d [ 1 — ——
o0 S 255 255 g ( 255%)

ou seja

256
k+1)1g256 +lgk < 1g255d +1g (1 — .
(k+1)1g256 +1gk <lg +g( 255%1)

Entao basta
8k +8+1gk <lg255d —1

ou seja
8k + gk <lg255d —9 =1g255 +1gd — 9.

Como 1g 255 > 7 e lgd > 32, entao basta
8k +1gk <74 32-9=30.

ou seja
—1 |
8 8 8
e portanto,
256 256 256
= k€ N| k256" — 256" <d, s >3.
" max{ €Nl 25 2550 T 35R = } =
Efetivamente,
s(3) =50462976 < d,
s(4) =17230332160 > d.
e, portanto,

n=3,
ou seja, cabem num dvd todos os possiveis arquivos de tamanho até 3.
Observe que, 4 x 256 = 17179869184 > 4700372992, e

4 x 2564 .
4700372992 | 7

e, portanto, num dvd nao cabem todos os arquivos de tamanho 4.
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Unidade 54
Funcoes

Exercicios 167 a 167

Dados dois conjuntos finitos A e B, qual o nimero de fungoes A — B?
Noutras palavras, qual o valor de |B4| em termos de |A| e | B|?

Teorema 55. Se A e B sdo conjuntos finitos, entao
B4 ~ B

Demonstracdo. Sejam A e B conjuntos finitos. Vamos provar que B4 ~ Bl

exibindo uma bijecio F: B4 — B,

Seja f uma enumeracao de A e seja F': B4 — Bl a funcao dada por
F(h) = (h(f(1)),..., h(f(|A])))-

Basta provar que F' é bijetora. O

Corolario 56. Se A e B sao conjuntos finitos, entao

B4 = |B|".
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Unidade 55

Exercicio 168

Exercicio 168 Quantos circuitos combinacionais funcionalmente distintos
com e entradas e s saidas sao possiveis?

Resposta:

Seja C(e, s) o conjunto dos circuitos combinacionais funcionalmente dis-
tintos com e entradas e s saidas.
Cada circuito em C/(e, s) implementa uma funcao {0,1}° — {0,1}°, isto
é,
Cle,s) ~ ({0,131,

e, consequentemente,

Cle, s)] = [({0, 1)) AU C20 1o, 13 HOITE2% (10, 1}|5)HOBIT 2% (99)2 — 957
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Unidade 56

Exercicio 169

Exercicio 169 De quantas maneiras distintas podem acontecer os ani-
versarios de um grupo de n pessoas?
Resposta:

Se P é um conjunto de n pessoas, entao cada maneira distinta de acontece-
rem os aniversarios das pessoas em P corresponde a uma func¢ao a: P — [365]
que associa a cada pessoa p € P seu aniversario a(p) € [365].

Assim o ntiimero de maneiras distintas de acontecerem os aniversarios das
pessoas em P ¢é o numero de fung¢oes P — [365], que é

C. 56
="

|1365]"| 365]|I71 = 365"
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Unidade 57

Bolas e Urnas

Um contexto tradicional para a formulacao de problemas de contagem é
o conhecido pelo nome de “bolas e urnas”.

Diversos problemas fundamentais de contagem podem ser formulados em
termos de maneiras de distribuir k£ bolas por n urnas de forma a satisfazer
certas restrigoes. Cabem, neste contexto, variagoes nas quais as bolas e/ou
as urnas sejam idénticas ou distintas.

Dizer que as bolas/urnas sao distintas significa que sao identificaveis.
Consequentemente trocar uma bola de urna modifica a distribuicao.

Para ilustrar a diferenca, considere o caso k = 3 e n = 2, isto é, 3 bolas
e 2 urnas.

Se tanto as bolas quanto as urnas sao distintas, temos 8 distribuicoes
possiveis.

1. todas as bolas na urna 1,

2. todas as bolas na urna 2,

3. as bolas 1 e 2 na urna 1 e a bola 3 na urna 2,
4. as bolas 1 e 3 na urna 1 e a bola 2 na urna 2,
5. as bolas 2 e 3 na urna 1 e a bola 1 na urna 2,
6. as bolas 1 e 2 na urna 2 e a bola 3 na urna 1,
7. as bolas 1 e 3 na urna 2 e a bola 2 na urna 1,

8. as bolas 2 e 3 na urna 2 e a bola 1 na urna 1.
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Se por outro lado as urnas sao distintas e as bolas sao idénticas, temos 4
distribuicoes possiveis.

1. todas as bolas na urna 1,
2. todas as bolas na urna 2,
3. 2 bolas na urna 1 e 1 bola na urna 2,

4. 2 bolas na urna 2 e 1 bola na urna 1.

Se por outro lado as bolas sao distintas e as urnas sao idénticas, temos
também 4 distribuicoes possiveis.

1. todas as bolas em uma urna e a outra vazia,
2. as bolas 1 e 2 em uma urna e a bola 3 na outra,
3. as bolas 1 e 3 em uma urna e a bola 2 na outra,

4. as bolas 2 e 3 em uma urna e a bola 1 na outra.

Por fim, se tanto as bolas como as urnas sao idénticas, temos 2 distri-
buicoes possiveis.

1. todas as bolas em uma urna,

2. 2 bolas em uma urna e a bola restante na outra.

k

Corolario 57. Existem n"” maneiras de distribuir k bolas distintas por n

urnas distintas.

Demonstracao. Seja B um conjunto de k bolas distintas e seja U um conjunto
de n urnas distintas.

Uma distribuicao das bolas pelas urnas é uma funcao B — U que associa
cada bola a sua urna.

Assim o nimero de maneiras de distribuir as bolas de B pelas urnas de
U é o numero de distintas funcoes B — U que é

C 56

UP] =" U] = nt
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Nestas ultimas unidades obtivemos a mesma resposta para trés diferentes
problemas de contagem, a saber,

1. nimero de sequéncias de comprimento k£ sobre um conjunto de n ele-
mentos,

2. numero de func¢oes de um conjunto de k elementos em um conjunto de
n elementos,

3. numero de distribuigoes de k bolas distintas por n urnas distintas.

Um outro ponto de vista pode ser adotado na observacao acima. Em
vez de pensar em “a mesma resposta para problemas diferentes”, podemos
pensar em “maneiras diferentes de formular o mesmo problema”.

Deste ponto de vista vemos que é possivel formular um mesmo problema
de contagem em termos de “sequéncias”, “func¢oes” ou distribuicoes de “bolas
e urnas’.

Veremos em unidades subsequentes que essa possibilidade de reformulagaao
de problemas de contagem pode ser muito 1util.
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Unidade 58

Subconjuntos

Exercicios 170 a 171

Denotamos por 24 o conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A,
isto é

24 = {S| S C A}

A funcao caracteristica de um subconjunto S de um conjunto A é a fungao
Xxs: A —{0,1} dada por

1, seselS,

S) =

xs(s) {O, ses ¢S

Teorema 58. Se A ¢ um conjunto finito, entao
24 ~ {0,1}".

Demonstracdo. Seja A um conjunto finito e seja F': 24 — {0, l}A a funcao
dada por

F(S) = xs.
Para provar que 24 ~ {0, 1}A, basta verificar que F' é uma bijecao. [

Corolario 59. Se A ¢ um conjunto finito, entao

24| = 2M,
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Unidade 59

Exercicio 172

Exercicio 172 Muitos problemas de importantes otimizagao podem ser
formulados como segue.

Sao dados um conjunto finito A e uma funcao v: 24 — Q que associa a
cada subconjunto S de A um valor numérico v(.S). O objetivo é determinar
um subconjunto A de valor minimo, isto é, um conjunto S C A tal que

v(S) < v(S'), para todo S’ C A.

Um algoritmo de busca exaustiva (também chamado de algoritmo de forga
bruta) para um problema assim é um algoritmo que computa v(.S) para cada
subconjunto S C A e devolve um subconjunto de valor minimo.

Nesse contexto, considere um algoritmo de busca exaustiva que consegue
computar um novo conjunto S C A e o valor de v(S) por segundo.

1. Qual o maior tamanho de A para o qual o programa consegue resolver
o problema em 1 dia?

2. Se em vez de 1 conjunto por segundo o algoritmo fosse capaz de analizar
1 conjunto por ciclo de maquina, num processador de 4G H z?

3. E se, nas condi/des do item anterior, estivéssemos dispostos a esperar
um ano?

Resposta:

1. Em um dia temos 86400 segundos.

142



Fazendo n := |A|, queremos o maior valor de n tal que
2" < 86400,
ou seja
n=max {k € N| k <l1g86400} = |1g86400| = 16.
. Neste caso, em um dia temos
86400 x 4 x 10°

ciclos, e a resposta é

n = |1g(86400 x 4 x 10%) | = 48 = 3 x 16.

. Neste caso teriamos
86400 x 4 x 10° x 365
ciclos e a resposta seria

n = |1g(86400 x 4 x 10? x 365)| = 56 = 48 + 8.
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Unidade 60

Sequéncias sem Repeticao

Exercicios 173 a 176

Quantas sao as sequéncias de tamanho k sobre um conjunto finito A sem

elementos repetidos?

Dado um conjunto A, um elemento a € A e um inteiro k, vamos definir

Ay = conjunto das sequéncias sobre A de tamanho k sem elementos repeti-
dos.

Ay, = conjunto das sequéncias sobre A de tamanho k£ sem elementos repe-
tidos que comecam com a.

Vamos tomar A = [n] e definir
f(n k) = |[nlel,

para simplificar a discussao. Ficard claro pelo desenvolvimento que

| Akl = f(IAlF),

para todo conjunto finito A.

Seja F': [n]p — [n] a fungdo que associa cada sequéncia de [n]p a seu

primeiro elemento, isto é,



Observe que, para cada i € [n], o conjunto F~'(i) é o conjunto das
sequéncias de [n]; cujo primeiro elemento é i, isto é,

F~Y(i) = [n]s, para todoi € [n].

Entao

Fonk) =l = 3" @) = Y (el

i€F([n]k) i€[n]
Para cada i € [n], a fungao G;: [n]x, — ([n] — {i}),_, dada por
Gi(ay =1,a9,...,ar) = (as,...,ax)
é uma bijecao, e portanto,
()i ~ ([n] —{i}),_,, para todo i € [n]
e consequentemente (Corolario 42)
|[n]k.il = |[n — 1]k-1], para todo i € [n].

Entao, para todo n > 0,
k)= |l =Y 0= 1ima] = nlln— Usa| =nf(n—1,k—1),
=1 =1

que é uma recorréncia cuja solugao é (T 29)

|
—

u

f(n7k>:f(n_uvk_u)l (n—z‘),

=0
onde
u=min{i e N| k-1 <0} =k,

e, portanto,

u—1 k—1 k—1
f(n,k) = f(n—u,k—u) | | (n—i) = f(n—k, k—k) H f(n—=k,0) | | (n—i).

=0 =0 =0

Como

f(n=k,0) = [[n = kol = [{O}| = 1, para todo n € N,
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entao

k—1 n
fok)y=T[n—-0= ] i=m,
i=0 i=n—k+1
onde
1, sen =0,
ny = H?:n_kﬂ i, sek<n,
0, se k > n.

Observe que, se k < n, entao

n!

(n— k)’

nge =

e que se k = n, entao
ng = n, =nl.

Teorema 60. O numero de sequéncias sem elementos repetidos de tamanho
k sobre um conjunto de n elementos € ny,.

Corolario 61. Se A é um conjunto finito, entdo o numero de sequéncias
sem elementos repetidos de tamanho k sobre um conjunto finito A é |Alg,
isto €,

|Ak| = Al

Sequéncias de k elementos de um conjunto B sao também conhecidas
pelos nomes de

e arranjos (sem repeticio) de k elementos de A, ou

e amostras ordenadas sem reposicao de tamanho k do conjunto A.

60.1 Funcoes Injetoras, Bolas e Urnas

Na correspondéncia natural entre sequéncias de Bl e funcoes A — B,
sequéncias de B4 sem repeticoes correspondem a funcoes injetoras A — B.

Notagao. Se A e B sao conjuntos, Ba denota o conjunto das func¢oes inje-
toras A — B.
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Corolario 62. Se A e B sao conjuntos finitos, o numero de fungoes injetoras
A— B¢ |B||A|, isto €,
|Bal = |Blja-

Demonstracao. Sejam A e B conjuntos finitos. Vamos provar que
| Bal = |Blay;

provando que
By ~ Byy.

Como na prova do Teorema 55, seja f uma enumeracao de A e seja
F: B4 — Bl a bijecdo dada por

E(h) = (h(f(1)), .-, h(F(IA]))).

Basta observar que se h é uma fungao injetora, entdao F'(h) serd uma
sequéncia sem elementos repetidos de tamanho |A| sobre B, isto é,

F(Ba) = Bja,

e dai, como F' ¢ bijetora,
By ~ Byy.

No modelo de bolas e urnas, fungoes injetoras correspondem a distri-
buigoes das bolas pelas urnas de maneira que nenhuma urna tenha mais que
uma bola.

Mais precisamente, fungoes injetoras B — U correspondem a distri-
buigoes das bolas de B pelas urnas em U de maneira que nenhuma urna
tenha mais que uma bola.

Corolario 63. Ezistem n, maneiras de distribuir k bolas distintas por n
urnas distintas de maneira que nenhuma urna receba mais que uma bola.
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Unidade 61

O Problema dos Aniversarios

Assumindo que as datas de aniversario de um grupo de n pessoas sao
equiprovaveis,

1. qual a probabilidade de duas delas terem aniversarios coincidentes?

2. qual deve ser o valor de n para que essa probabilidade seja superior a
50%7?

Vimos no Exercicio 169 que o nimero de maneiras de se distribuirem os
aniversarios de n pessoas é 365", que é o numero de fungoes [n] — 365.

O nimero de maneiras de distribuir estes aniversarios sem que haja coin-
cidéncias é o nimero de fungoes injetoras [n] — 365 que é (C. 62) 365,.

Entao a chance de nao haver coincidéncia de aniversarios num grupo de

n pessoas €
365,

365"
Uma estimativa do valor de p(n) pode ser obtida assim
(n) = 365,  365(365 —1)...(365— (n—1))
PU = 3650 — 365(365) .. . (365)
365 365 —1 365 — (n—1)
— X X oo X ———————=
65 365 365
~1

65—@ n < >
=0 =0 365

A série de Taylor para e® é

p(n) =

7
Z — = ¢e%, para todo x € C,

7l
i>0
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o (=2)° (=2t (—2)? _ x? a?
e’ = ol + T + 51 +. 1—x+§—§+ >1—-x
e dai
1—x<e™™, paratodoz € R.
Entao
n—1
—i/365 __ n-1i/365
PR < 1=0 .

pln 365" 11 ( 365) H —C
Como

o i 1 < n—l) n(n—1)>(n—1)2

’L =
— 365 365 — 365 730 730

para todo n > 0, entao,
n(n —1)
730
entao

(n—1)2

p(n) <e” Yio /365 < o~

Entao, para ter

1
n) < —,
p(n) <3
basta ter
n-p? 1
e 30 < —,
-2
ou seja,
(=12
e 730 >2
ou seja,
—1)2
=17
730
ou seja,

n>v730ln24+1>224+1=23.

Entao, para ter

basta ter



Calculando os valores de p(n) exatamente temos

049 < p(23) < % < p(22) <052
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Unidade 62

Permutacoes

Exercicios 178 a 180

Corolario 64. Se A e B sao conjuntos finitos com o mesmo numero de
elementos, o numero de fungdes bijetoras A — B € |Al!.

Demonstrag¢ao. Sejam A e B conjuntos finitos com o mesmo nimero de ele-
mentos. Entao cada funcao injetora A — B é bijetora e o nimero de tais
funcoes é
|Bal = [Blja) = [Alja) = [A]
O

Bijegoes A — A também sao conhecidas pelo nome de permutagoes sobre
A.

Corolario 65. O numero de permutacoes sobre um conjunto de n elementos
é€nl.

O conjunto das permutacoes sobre um conjunto A sera denotado A!.

Na correspondéncia natural entre funcées A — A e sequéncias de A,
fungdes bijetoras sobre A correspondem a sequéncias sobre A onde cada ele-
mento de A aparece exatamente uma vez. Sequéncias assim também sao
chamadas de permutacoes dos elementos de A.

No modelo de bolas e urnas, fungoes bijetoras B — U correspondem a
distribuicoes das distintas bolas de B pelas distintas urnas em U de maneira
que cada urna tenha exatamente uma bola.
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Corolario 66. FExistem n! maneiras de distribuir n bolas distintas por n
urnas distintas de tal maneira que cada urna receba exatamente uma bola.

Exercicio 177 Colocando todos os numeros obtidos pelas permutacoes
dos digitos de {1,2,3,4,5} em ordem crescente, qual o lugar ocupado pelo
nimero 43 5217

Resposta:

O conjunto dos nimeros obtidos pelas permutagoes dos digitos de {1,2,3,4,5}
que sao menores que 43521 é

M= {1} x {2,3,4,51 U {2} x {1,3,4,5}1 U {3} x {1,2,4,5}
U{4} x {1} x {2,3,5}Uu{4} x {2} x{1,3,5}!

U{4} x {3} x {1} x {2,565 U {4} x {3} x {2} x {1,5}
U{4} x {3} x {6} x {1} x {2}!
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e dai,

(M| = [{1} x {2,3,4,5}1 U {2} x {1,3,4,5}1U {3} x {1,2,4,5}!
U {4} x {1} x {2,3,5}1 U {4} x {2} x {1,3,5}!
U {4} x {3} x {1} x {2,5}1U {4} x {3} x {2} x {1,5}!
U {4} x {3} x {5} x {1} x {2}
Y x {2,3,4,5M] + {2} x {1,3,4, 5} + [{3} x {1,2,4,5}]]
+ {4} x {1} x {2,3,5}!| + [{4} x {2} x {1,3,5}!]
+ {4} x {3} x {1} x {2,5}!| + [{4} x {3} x {2} x {1,5}!]
+ {4} > {3} x {5} x {1} x {2}|
2N {1 {2,3,4, 51 + {2} [{1,3,4, 51| + [ {3} [{1,2,4,5}|
+ {4 2,3, 51 + {43 {2} {1, 3,5}
+ {4 3 K2, 531 + {43 {3} {2} [{1, 5]
+ {4 3 {5 {1 {23
D71 % 42,3,4,5M1 + 1 x |{1,3,4,5}1 + 1 x |{1,2,4,5}|!
+1x1x[{2,3,5}!+1x1x[{1,3,5}
+1x1Ix1Ix|H2,5}'+1x1x1x]|{1,5}!
+1x1x1x1x[{2}!
— 41+ 41+ 41 4+ 31+ 31 4+ 2! 4 21 4 1
=3x4'4+2x3+2x2l+1!

=89

O lugar ocupado pelo nimero 43521 ¢, portanto, 90.
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Unidade 63

Permutacoes Circulares

Exercicios 181 a 184

Dizemos que duas permutacoes sobre A sao circularmente equivalentes se
“preservam as vizinhancas”.

Por exemplo, (1,2,3,4,5), (3,4,5,1,2) e (5,1,2,3,4) sdo permutagoes
circularmente equivalentes sobre [5].

Mais formalmente, dizemos que duas sequéncias u = (uy,...,u,) € v =
(v1,...,v,) sdo circularmente equivalentes se existe k € [0..n — 1] tal que

U; = Vitk mod n, Para todo i € [n].

O conjunto das permutagoes sobre um conjunto finito A que nao sao cir-
cularmente equivalentes é conhecido pelo nome de conjunto das permutagoes
circulares sobre A.

Qual o niimero de permutagoes sobre [n] que nao sao circularmente equi-
valentes?

Seja F': [n]! — [n],1 a fungdo que associa a cada permutacao de f € [n]!
a permutacao circularmente equivalente a f que comeca por 1, isto é, se

f - (ala"wa‘kflaak = 17ak+17-"7an)7
entao
F(f) - (17ak+17"'7a17"'7ak—1)‘
Entao, para cada permutacao f € [n]!, o conjunto F~1((1, agy1,...,a1,...,a5-1))

é o conjunto das permutacoes circularmente equivalentes a f e a quantidade
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de tais conjuntos é o nimero de permutagoes sobre [n] nao circularmente
equivalentes.

Noutras palavras, o nimero de permutagoes nao circularmente equivalen-
tes sobre [n] é |[n]n1]-

Do Corolario 46 temos

=Y IF'NI= Y [FNl= Y n=nlnl.l,

feF([n]h) femlna femIna
ou seja,
[n]!] _ n!
[l = 5 =2 = (- 1)

Teorema 67. O numero de permutacoes circulares sobre um conjunto de n
elementos € (n — 1)!

Exercicio 181 Dois meninos e trés meninas formarao uma roda dando-se
as maos. De quantos modos diferentes poderao formar a roda de modo que
os dois meninos nao fiquem juntos?

Resposta:

Cada modo diferente de as criangas formarem a roda corresponde a uma
permutacao circular das criancas. O nimero de tais permutacoes é

(5— 1)1 =4l = 24.

O ntimero de modos em que os meninos ficam juntos corresponde a tratar
os dois meninos como se fossem um s6. Se houvesse um s6 menino teriamos

(4—1)1=3=6

modos diferentes de formar a roda. Para cada um destes, temos duas con-
figuragoes possiveis, a saber, um deles a esquerda do outro e vice—versa.
Assim, o nimero de modos diferentes de formar a roda em que os meninos
ficam juntos é 2 x 6 = 12 e o nimero de modos diferentes de formar a roda
de modo que os dois meninos nao fiquem juntos é 24 — 12 = 12.
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Unidade 64

Subconjuntos com Numero
Fixo de Elementos (1)

Quantos subconjuntos de k elementos tem um conjunto finito de n ele-
mentos?

Notagao. Se A € um conjunto finito e k € N, o conjunto dos subconjuntos
de k elementos de A serd denotado (‘2), 1sto €,

(3) =tscatisi=,

A pergunta entao é qual o valor de

)]

Teorema 68. Se A € um conjunto finito e k € N, entao

AN _ (1A]

k)| \ k)
Demonstracdo. Seja A um conjunto finito e seja k € N e seja F': Ay — (2)
a funcao dada por

F((ar,...,ar)) ={ar, ..., ax}.
Para cada S € (?) temos

FY(S) = 8!,
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e portanto
[F7H(S)| = IS|! = &,

e consequentemente (Corolario 46)

Ad= D7 IFTS)= D 181 Y Isl= 30k

SEF(A) Se(?) Se(?) Se(?)

()

e portanto,

Al
AV _ Akl cooo ALk _ m _ |A]! _(IA]
k k! k! k! KI(JA] — k). =)
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Unidade 65

Subconjuntos com Numero
Fixo de Elementos (2)

Exercicio 185 A mega—sena é uma loteria onde sao sorteados 6 dentre os
nimeros de 1 a 60, sendo todos os resultados possiveis equiprovaveis.

Para cada k£ > 6, uma k-aposta é uma escolha de k dentre os ntimeros
de 1 a 60. Ganha-se a loteria com uma k—aposta se 6 dentre os k nimeros
que compoem esta k—aposta sao os sorteados. Uma aposta simples é uma
6-aposta.

1. Quantos sao os resultados possiveis de um sorteio da mega-sena?
2. Qual a chance de ganhar a mega-sena com uma aposta simples?

3. Quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena com uma 7—
aposta, comparada com a chance de ganhar com uma aposta simples?

4. Em geral, quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena com
uma k—aposta, comparada com a chance de ganhar com uma aposta
simples?

Resposta:

1. Cada possivel resultado de um sorteio ¢ um subconjunto de 6 elementos
de [60]. O nimero de possiveis resultados na mega—sena é

’([660]>‘ _ <|[660”> _ (660) _ 5%" — 50063 860.
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. Este também é o ntimero de apostas simples. A chance de ganhar com
uma aposta simples, portanto, é

1 1
50 063 860 < 50 000 000

. Uma 7-aposta ¢ um subconjunto de 7 elementos de [60]. O nimero de
T-apostas possiveis é

‘([6;3])‘ _ <|[670”) _ (670> _ 53'6—(:7' — 386206 920.

A chance de ganhar com uma 7-aposta A = {ay, ..., a7} é a chance de
que algum subconjunto de 6 elementos de A seja o sorteado. O niimero
de tais subconjuntos é

O1-()- 0

e, portanto, a chance de ganhar com uma 7—aposta é

7

@7

ou seja, 7 vezes maior que a chance de ganhar com uma aposta simples.

. Uma k-aposta é um subconjunto de k elementos de [60]. O nimero de
k-apostas possiveis é

[60]\|  /I[60]]\ (60
k B E ) \k)
A chance de ganhar com uma k-aposta A = {aq,...,ax} é a chance de
que algum subconjunto de 6 elementos de A seja o sorteado. O ntimero

de tais subconjuntos é
AN (AN [k
6/] \6) \6)

e, portanto, a chance de ganhar com uma k—aposta é

©) ke ke
606 36 045979200’

(5)
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ou_(g):: ke /720 vezes maior que a chance de ganhar com uma aposta
simples.

kL Q)
6 1
7 7
8 28
9 84

10 | 210
11| 462
12 ] 924
13 | 1716
14 | 3003
15 | 5005

160



Unidade 66

Subconjuntos com Numero
Fixo de Elementos (3)

Seja A um conjunto finito de n elementos. E evidente que
|A]
U(;)=2"
k

k=0

e como os conjuntos (’2) : 0 < k < |A| sdo dois a dois disjuntos entre si, entao
(Teorema 43)

|A] |A| |A|
A A Al
U () -2l (7))
k=0 k=0 k=0
€ como
2] =21,
temos "
|A|> 1]
=2 ,
> (5

Corolario 69. Para todo n € N,
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Unidade 67

Subconjuntos com Numero
Fixo de Elementos (4)

Teorema 70. Se A é um conjunto, entao

(o) = () o= ((20)
para todo a € A.

Demonstracao. Exercicio 13. O]

Exercicio 13 Seja A um conjunto e seja k € N. Vamos denotar por (Z‘) 0
conjunto dos subconjuntos de k elementos de A, isto é,

(4) = tscalisi=r.

()
a = (A,
A = {Su{a}|SeAt)

Dado a € A, sejam

Prove que



Resposta:

Vamos provar que

provando que

A~

GRS

~
IN

N

A UA, e
— A
ATUA )
(+)

— A
cuie ()
basta observar que decorre diretamente das respectivas definicoes de A~ e A
que
A
(i)
A
()

Para provar que

A-

N

A

N

Resta entao provar que

ou seja, que

A — A
X e (k) — X €A UA, paratodo X € (k)

Seja entao X € (’2) Vamos provar que
X cA UA
No caso em que X € A~, nao ha mais nada a fazer.
Se, por outro lado, X ¢ A~ entdo é porque a € X.
Neste caso, seja X' = X — {a} e observe que X' C A — {a} e que
(X' =X —{a}| = 1X| = {a}| =k -1,
e portanto, X' € (A];_{f}) = A",

Consequentemente, o
X =X'U{a} € A
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Corolario 71. Para todo n,k > 0,
n\y (n-—1 L n—1
k) k k—1
Demonstracao. Sejam n > 0 e k > 0. Vamos provar que
n\ (n-—1 n n—1
k) \ k k—1)
Do Teorema 70 temos que
]\ _ (] —{n} [n] = {n}
(k: = I UusSu{n}|Se e 1
~[In—1] [n—1]
—( I UsSui{n}|Se b1 ,
e portanto,

I oo G20

Como (["];{"}) e {S u{n}|Se ([Z:i])} sao disjuntos entre si, entao (Te-

el ()
-+ G2
_ (”;1>+<Z:D

Teorema 72. O numero de maneiras de distribuir k bolas idénticas por n
urnas distintas de maneira que nenhuma urna receba mais do que uma bola

s (n

¢ (1)

Demonstracao. Cada distribuicao de k bolas idénticas por n urnas distintas
de maneira que nenhuma urna receba mais do que uma bola corresponde a

escolha de um subconjunto de k dentre as n urnas que receberao uma bola
cada. O]
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Unidade 68

Permutacoes com Repeticoes

Dados nq,...,n; € N definimos o coeficiente multinomial

nl'ng'nk' Hle nll

(n1+...+nk) _ () (Zlem)!

ny,...,Ng

Observe que, para todon € N e todo 0 < k < n,

(k,nn— k) - (Z) - <nﬁk)

Teorema 73. Para todo k > 2,

(n1+...+nk) B <n1+...+nk1)<n1+...—|—nk)
ny,...,Ng nyy ooy Np—1 N ’

Demonstracao. Exercicio 56

Teorema 74. O numero de permutagoes distintas de elementos de {ay, . ..

quando hd n; exemplares de a; para cada 1 <1 <k ¢é

Ny, ..., Nk

Demonstracao. Por inducao em k.

HI: Seja t € N tal que, o nimero de permutacoes distintas de elementos de

{a1,...,a,} quando hé n; exemplares de a; para cada 1 <i <pé

ny+...+n,
NiyeeoyNy )
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Passo: Vamos provar que o nimero de permutagoes distintas de elementos
de {ai,...,a;11} quando ha n; exemplares de a; paracada 1 < i < t+1

(§
(m —I—...+nt+1)
N1, .oy N1

Sejan :=mni+...+n:1 e seja PT o conjunto das permutacoes distintas

de elementos de {ay, ..., a1} quando ha n; exemplares de a; para cada
1<i<t+1.

Do mesmo modo, seja P o conjunto das permutacoes distintas de
elementos de {ay,...,a;} quando hé n; exemplares de a; para cada
1< <t

Seja entao F: PT — P x (n[:ﬂl) a funcao dada por

F(xb s 7xn) = ((yla e 7yn—nz+1)7 {ila s aim+1})

onde
1. {il, e ,intﬂ} sao os indices de (z1,...,r,) onde a; 1 ocorre, isto
¢,
Ti; = au41, para todo j € {iy,... i, }-
2. (U1, Yn—nea) € a sequéncia obtida de (z1,...,x,) retirando as

ocorréncias de a1, isto é
(yb s 7yn*nt+1) = (%1, w1y Lig 415 - - - 7'Tint+1*17 xint+1+17 ce ,$n)

Basta provar que F' ¢é bijecao para concluir que
=l ()
Tt
HI (nl—l—...—i—nt)( n )
O\ g, N1
B (nl—i—...—i—nt) (n1+...+nt+1)
O\ ng,. Nyt
T. 73 <n1+...—|—nt+1)
N N1y Nigl

Base: Vamos provar que o nimero de permutacoes distintas de elementos
de {a;} quando ha n; exemplares de a; é

()
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Basta observar que o nimero de permutacoes distintas de elementos de
{a1} quando ha n; exemplares de a; é 1 e que

()=
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Unidade 69

Composicoes de Inteiros

Exercicios 198 a 200

Dados n > k € N, uma k-composi¢cao de n é uma decomposicao de n em
k parcelas positivas.

Mais precisamente, uma k-composicdo é uma sequéncia (x,, ..., x;) € [n]*
satisfazendo
k
E i = MN.
i=1

Em outras palavras, uma k-composicao de n é uma solucao inteira positiva

de
Zl’i =MN.

i=1
Por exemplo, (1,2,2), (1,1,3), (1,3,1) e (2,2,1) sao 3-composigoes de 5.

Teorema 75. Dados k,n € N, o numero de k-composicoes de n é

n—1

k—1)
Demonstracao. Dados k,n € N, vamos denotar por C(n, k) o conjunto das
k-composicoes de n, isto é,

Cn, k) = {(xl,...,:ck) e [n]* | Z:c :n}.
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Seja F': ([Zj]) — C(n, k) a fun¢ao dada por

F({ar,...,ax-1}) = (a1,a9 — ay, a3 — @, ..., Qg1 — Ap—2, 1 — Gj—1),
sendo
a; < a;y1, paratodo 1 <v < k— 1.
Basta provar que F' é bijetora e dai

([Z:i}) T.68 <|[Z:i]|) _ <Z:i>

C(n, k)| =7

Cada k-composicao de n corresponde a uma distribuicao de n bolas
idénticas por k urnas distintas onde nenhuma urna fica vazia.

Observe que, ao contrario da convenc¢ao usada até aqui, neste caso n € o
numero de bolas e k é o numero de urnas.

Corolario 76. Ezistem (Zj) maneiras de distribuir n bolas idénticas por k
urnas distintas de maneira que nenhuma urna fique vazia.
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Unidade 70

Composicoes Fracas de Inteiros

Exercicios 201 a 203

Dados n > k € N, uma k-composicao fraca de n é uma decomposicao de
n em k parcelas nao-negativas.

Mais precisamente, uma k-composi¢ao fraca é uma sequéncia (xy, ..., zy) €
[0..n]* satisfazendo
k
Z r; = N.
i=1

Em outras palavras, uma k-composicao-fraca de n é uma solucao inteira

nao negativa de
k
E ;i =MN.
i=1

Por exemplo, (1,2,2), (0,2,3), (1,3,1) e (4,0, 1) sdo 3-composigdes fracas
de 5.

Teorema 77. O numero de k-composicoes fracas de n € N €

n+k—1
k-1 )
Demonstragao. Dados k,n € N, vamos denotar por C(n, k) o conjunto das
k-composigoes de n e por F(n, k) o conjunto das k-composicoes fracas de n.

Seja G: F(n,k) — C(n+ k, k) a funcao dada por
G((ar,...,ar)) = (a1 +1,...,a; + 1).
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Basta provar que G é bijetora e dai

[F(n, k)| = |C(n+ b, k)| = ("Zf; 1).

Cada k-composicao fraca de n corresponde a uma distribui¢ao de n bolas
idénticas por k urnas distintas.

n+k—1

i1 ) maneiras de distribuir n bolas idénticas por

Corolario 78. Existem (
k urnas distintas.
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Unidade 71

O Principio da
Inclusao/Exclusao

Exercicios 204 a 211

Teorema 79. A intersecdo de conjuntos € uma operacao associativa.
Se Ay, ..., A, sao conjuntos e I = {iy,...ix} C [n], definimos

icl

71.1 Uniao de 2 Conjuntos

Do Corolario 48 temos que se A; e Ay sao conjuntos finitos, entao

|A1 U A2| - |A1| + |A2| - |A1 N A2|

71.2 Uniao de 3 Conjuntos

C. 48

|A; U Ay UAs| = |(A1 U Ag) UAs| =" |A1 U As| + |As] — |(A1 U Ag) N A3

Como

(Al UAQ) mAg - (Al mAg) U (AgmAg) == Bl UBQ,
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onde

Bl = AlmAg,
BQ = AQﬂAg.

Entao
‘A1UA2UA3| - |A1UA2| + |A3| - ’BIUBQ‘
Como (C. 48)
|By U By| = |By| + |Bs| — | B1 N By,
e
BlﬂBgz(AlﬂA3)ﬂ(A2ﬂA3) :AlﬂAzﬂAg
entao

‘Bl U BQ| = |Bl| + |BQ’ - ‘Al N AQ mA;g’
= |A; N Ag| + |Ay N Ag| — Ay N Ay N As

(S

| A1 U Ay U Ag| = |A1 U As| + |As| — (JA1 N As| + |Aa N Ag| — |A1 N A N Ag))
= |A1 U Ay| + |As] — |A1 N As| — | A2 N As| + | A1 N Ay N A3l

Como (C. 48)
|A1 U As| = |A1] + |A2] — |41 N Ay,
entao

|A1 U Ay U As| = |Ay] + |As] — |A1 N Ag| + |As| — |A1 N As] — |A N Aj]
+ A1 N Ay N As|
= |A1] 4 |A2| + |As| — (JA1 N Aa| + |41 N As| + [Ax N A3))
+ A1 N Ay N As
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71.3 Uniao de 4 Conjuntos

|A; U Ay U A3 U Ayl = [(A3 U Ay U Az) U Ay
O 1A U Ay U As| + | Ag| — (A1 U Ay U Ag) N Ayl

Como

(A1UA2UA3)QA4:(A1QA4)U<A20A4)U(A30A4>:B1UBQUBg,

onde
Bl = Al N A4,
Bg = Ag N A4,
Bg = Ag N A4.
Entao

|A; U Ay U A3 U Ay| = |A1 U Ay U Az| + |Ay] — |B1 U By U Bs|

Como visto acima

| BiUByUB3| = | By |+|Ba|+|Bs|— (| BiNBa|4| B1NBs|+| BN B3| )+| BiN BN Bs|.

Observe que

BiNBy= (A NA)N (AN Ay) = A N Ay N Ay,

BiNBs=(A1NA)N(A3NAy) = AN A3 N Ay,

BoN B =(AsNAy) N (A3 N Ay) = AN Az N Ay,

de forma que

|BiN Bs|+|B1NBs|+|BaN B3| = |A1NAsNAg|+|A1NAsN AL+ AsNA3N Ay

Do mesmo modo,

Blm82m33:<A1QA4)FI(AQQA4)Q(A3HA4):AlmAgmAgﬁA4,
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de forma que

‘Bl UBQ UBg| == ’Al ﬂA4‘ + ‘AQ ﬂA4| + |A3 ﬂA4]
- (|A1 ﬂAg ﬁA4| + |A1 ﬂAgﬂA4| —|— |A2 ﬂAgﬂA4|)
+ AT NAy N A3 N Ay,

(§]
|A1 U Ay UAs U Ay = |A} U Ay U Ag| + | Ay
— (JA1 M Ay| + [As N Ay| + |A3 N Ay

— (JA1 M Ay M Ay + [A1 N A3 N Ag| + [A2 N Az N Ayl)
+ A1 N Ay N AN Ay),

Como visto acima
|AJUAUA3| = |Ar|+]As|+|As|— (|A1NAs |4+ | A1NAs|+| AN As] )+ AN AN A3,
e dai,

|A; U Ay U As U Ay| = |Ar| + |Ag| + | As]
— (JA1 N Ao + |41 N As| + | A2 N A3))
+ A1 N Ay N As| + | Ayl
— (A N Ay| + A2 N Ay + [As N Ayl
— (JA N As N Ay + [A1 N A3 N Ag] + |A2 N Az N Ayl)
+ A NA N A3 N Ayl)
= |Ar] + [Ag| + [As] + [A4]
— (JA1 N Ao + |41 N As| + | A2 N A3))
+ |A1 N Ay N Agl
— (JA1 N Ag] + |Ao N Ay| + | A3 N Adg)
+ (JAL N Ay N Ayl + |Ar N A3 N Ay + [A2 N A5 0 Ay)
— A1 N Ay N Az N Ay
= |Ar] + [Ag| + |As] + [A4]
— (JA1 N Az| + A1 N Ag| + | Ag N A3
+ AL N Agf + [Ax 0 Ay| + [Az N Ayl)
+ (|[A1 N Ay N As| + A1 N Ay N Ay|
+ AL N AN Ay 4 |Ay N Az N Ayl)
— |A1 N Ay N Az N Ayl
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71.4 Caso Geral

O desenvolvimento acima leva naturalmente a seguinte forma geral.

A1 U UA = A+ ...+ A
—(JAiNAs|+ ...+ A1 N AL

+(JAiNAsNAs|+... + A, 2oNA, 1 NA,

+ (=1)"HA N, N A,
{inre(th)

- Z |Al1 N AZ2|
finiye('y)

+ ) AnA,n Al
{i1,i2,i3}€([g])

= >
re(t)

(4] + 2

i€l 1e(!)

A

el

i€l

n

:Z ( k+1z

k=1 1e()

Teorema 80 (Principio da Inclusao-Exclusao). Se Ay, ...,

finitos, entao

:Z k+1 Z

k=1 ]€<[k])

(Al

el

Demonstracao. Vamos provar que

— Z(_l)IIIH

IC[n]

mAi7

i€l

k=1

para todo n € N por inducao em n.
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H.I.: Seja a € N tal que, dados conjuntos finitos Ay, ..., A,,

UAk S IEIED L

k=1 [6([12]) iel
para todo p € [0..a.
Passo: Vamos provar que
a+1 a+1
U =2 0 3, 14
k=1 re(len) liet
Inicialmente,
a+1

U4
k=1

= ‘ (U Ak) U Aarr
k=1

02 U Ag| + [Aggr| — (U Ak) N Agi1
k=1 k=1
= A+ |Aon| + B,
onde
A =
B::——<UAQHAHL
k=1
Dai, temos

ECERES S ol !
k=1 k=1 re() liet
1
=S Y N A +Z DM N A
k=1 Ie([Z]) el Ie([z]) el
=C+D,
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onde

1

C = ) (-1 A,
k=1 re(lel) liel

D = (—1)k+1 Z ﬂA2| )
k=2 re(lel) liel

e consequentemente,

:A+‘Aa+1‘+B:C+D+‘Aa+1|+B

U
k=1

‘aJrl

Como
1
C o+ Ausr| =) (=D > () Ai| + [Aas]
=1 re () liet
= (=" > N A+ [Awa] = ) Al + [Aaa
IE([T]) i€l i€lal
:Z’A‘_ 1+1Z ﬂA Z k+1z ﬂA
i€[a+1] re(lern) lier k=1 re(l=t1) liel
:8’
onde )
=3 (=DM NN AL
k=1 re(lern) lier
entao
a+1
UAk: —£+D+B.
k=1
Temos

— <LJ-Ak> N Agi]-
k=1
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Como

(U > N A1 = U (AN Agr) = UBlm
k=1 k=1 k=1

onde

By == AN A,yq, para todo k € [1..a],

entao

R
k=1

k+1§:

(B

=Y

Y N

k=1 re () liet k=1 1e(19) liet
Como para cada I C [a] temos
(B =((Ai N Auir) = (ﬂ Ai) Ndei= [] 4,
iel iel iel i€lU{a+1}
entao
Bt Y| 0 4
k=1 re()) |i€1u{at1}
a—1 a
SDICIED SR NRIES SEiEeD SR g WPt
k=1 Ie([z]) i€IU{a+1} k=a Ie([z]) i€lU{a+1}
=F+G,
onde
a—1
F o= ) (—1)F2 N Al
k=1 1e(14)) |ierutat1}
G = D VY (] 4
k=a IG([Z]) ielU{a+1}
de forma que
a+1
JA|=€+D+B=£+D+F+G.
k=1
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Como

7= >
re()

Q
;_.

N A

ieIU{a+1}

:Z k+1 Z

k=2 Ie(k[—]l)

N 4

ielU{a+1}

Y

TF
I

entao

D+ F= i(_1>k+1 Z
k=2 IG([Z])

(4

el

+Z k+1 Z

re(,)

A

icTu{a+1}

=D DR ST N A+ N 4
k=2 [e([z]) el Ie(k[ill) ielU{a+1}
S IEU ol gt
k=2 re(lwt) liel

=H
de forma que
a+1

A
k=1

=E+D+F+G=E+HAG.

Temos que
G = - (_1>k+2 Z ﬂ Az‘

k=a re(la) [ielu{a+1}

a+2 Z ﬂ A; ( )a+2 ﬂ A,
re(lel) Ji€lu{a+1} i€la)u{a+1}
a+2 ﬂ Az a+2 Z ﬂA
i€la+1] [E([Z+1J) iel
a+1
— Z( k+1 Z ﬂA
k=a+1 1e(lep ) liet
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Finalmente,

a+1
U =E+H+G
k=1
1
=> =D YT N4
k=1 re(leph) liel
e Y Na
k=2 re(lefy liet
a+1
+ Z (_1)k+l Z ﬂAi
k=a+1 re(feh) liet
a+1
G ol plt
k=1 re(lefn) liel

Base: Vamos provar que

_ Z (_1)|I|+1

N

)

A
k=1

IC[n] i€l
para todo n € [0..2].
n = 0: temos .
LJ A| = [0] =0,
k=1

Z(_1)|I\+1

1Co]

N

el

_ Z(_l)llHl

IC

N

el

n = 1: temos

- ’A1|7

1
U4
k=1
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Z(_l)m—i-l ﬂAz _ (_1>\@|+1 mAz + (_1)|[1]|+1 m Az
IC[1] i€l =) i€[1]
= (=10l + (=D)AL = =1 x 0+ 1 x |A]

= |Aq].

n = 2: temos

2
A

— |A1 U Azl,
k=1
(&
>0 A = (1) 4
I1C[2] el i€l

+(_1)I{1}|+1 ﬂ A; +(_1)|{2}|+1 ﬂ A,
ie{1} ie{2}

+ (_1)|{1,2}\+1 m Az

ie{1,2}
= (=10l + (=D)AL + (1) [Aa] + (=1)*7 Ay N Ay
=—1x0+1x|A;|+1x[A|+ —1x|A; N A,
= |A;| + |As| — |A1 N Ay

que ¢é verdade pelo Corolério 48.
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Unidade 72

Pontos Fixos de Permutacoes

Dizemos que a é ponto fizo de uma permutagao f sobre A se f(a) = a.

Dados n € N e I C [n], vamos definir
F(n, ) := permutagoes sobre [n]| para as quais todo elemento de I é ponto fixo.

Teorema 81. Sejam n € N e I C [n]. O numero de permutagoes sobre [n]
para as quais todo elemento de I é ponto fixzo é

(n —[1])!

Demonstragao. Sejam n € N e I C [n].

Basta provar que a funcao G: F(n,I) — ([n] — I)!, que associa cada
f € F(n,I) afuncao Gf € ([n] — I)! dada por

(G(f))(a) = f(a), para todo a € [n] — I,
¢é bijetora e dai
|F(n, 1)) =7 |([n] — D! =" (|[n)] = |I])! = (n—|1])!
]

Corolario 82. Seja A um conjunto finito e seja I C A. O nidmero de
permutagoes sobre A para as quais todo elemento de I € ponto fizo é (|A|—|1])!

Teorema 83. O numero de permutacoes sobre [n] com algum ponto fizo é

m(l_;%)%@g)m



Demonstragao. Seja F(n) conjunto das permutagoes sobre [n] com algum
ponto fixo.

Como

= J Fln, {k}).

ol
—_

entao (C. 42)

n

U F(n, {k})

k=1

[E(n)] =

Como

N F(n,{i}) = Fin, D)

entao

k=1 I€<[Z])
YD (=)
k=1 1e (i)
=Y -y
k=1 1e(t)
T:4 ( 1)k+1 (Z) (n . l{)'
= n! = !
= kz:;( )k+1k'(n — k)!(n — k) = kz:;( 1)k+ o
o n ( 1)k+1
' p k!
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Como

D (R E (1
pt k! — k! 0!
- _ i (=D* 1
— k!
IR ol G0
— k7
entao,
~ (—DF! ~ (-1
_ —nl _
P =nl Y g =nl (1 "
k=1 k=0
A série de Taylor para e® é
e = F
k>0
Para x = —1 temos entao
(DR
= Ll
k>0
e portanto,

k=

o

Assim, o numero de permutaqées sobre [TL] com algum pOHtO fixo é
| — E ~ - — |

Corolario 84. O numero de permutacoes sobre um conjunto finito A com
algum ponto fixo é

]

A

Al 1—2(_k1!)k %(1—%) Al

k=0
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Corolario 85. A probabilidade de uma permutacao sobre um conjunto de n
elementos escolhida uniformemente ao acaso ter ponto fixo é

1—271:(_1)kz1—l

k! e
k=0

Corolario 86. O numero de maneiras de distribuir n bolas distintas por n
urnas distintas de maneira que cada urna receba exatamente uma bola e ao
menos uma bola caia na “sua” urna é

n! (1 — ; <_k1!)k> ~ (1 — é) n!.
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Unidade 73

Desarranjos

Exercicios 212 a 217

Um desarranjo sobre um conjunto A é uma permutacao sobre A sem
pontos fixos.

Teorema 87. O numero de desarranjos sobre [n] €
"L (=1)%  nl
(N
" Z k! e
k=0

Demonstracao. Dado n € N, seja

F(n) := conjunto das permutagoes sobre [n] com algum ponto fixo.

O conjunto dos desarranjos sobre [n] entao é

D(n) = [n]! - F(n),
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2
|

Corolario 88. O niumero de desarranjos sobre um conjunto finito A €

14|

iy G

k! e
k=0

Corolario 89. A probabilidade de uma permutagdo sobre um conjunto de n
elementos escolhida uniformemente ao acaso nao ter ponto fizo é

~ (-)F 1
2 KT e

k=0

Corolario 90. O numero de maneiras de distribuir n bolas distintas por
n urnas distintas de maneira que cada urna receba exatamente uma bola e
nenhuma bola cata na “sua” urna é

"L (=1)F  nl
' o
" Z KT el
k=0
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Apeéendice A

Exercicios

1.

2.

3.

A.1 Elementos de Légica

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) “9 S RS
(b) “10 > 20”.

(C) cch S .

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) (1<2)e(2<3) = (1<3),

(b) (1 <2) = (10 < 30),

(c) 1>2 = 2<3,

(d) 1>2 = 2>3.

Sejam P e @) os seguintes predicados.
P(z) : x <27
Qz,y) + v <y

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(2).
(b) P(1/2).
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(c) Q(1,1).
(d) R(t) = Q(1,1).

Seja P(z) o predicado “x < z?”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(z), paratodo x € R.

(b) P(x), para algum x € R.

(¢) P(x), paratodo z > 1.

(d) P(z), paraalgum 0 <z < 1.

Prove que se A, B e C sao proposigoes, entao

(a) F = A, ou seja, a partir de uma proposicao falsa pode-se
concluir qualquer coisa.

(b) A = B =(néo A) ou B.

(c) (A = B) = ((ndo B) = (ndo A)), também conhecida
como contrapositiva da implicacao. Uma “prova de A = B por
contrapositiva” é uma prova de que (( ndo B) = ( ndo A)).

(d) (A = F) = ndo A, ou seja, uma implicagdo cujo consequente
é falso s6 pode ser verdadeira se o antecedente é falso. Este é o
principio por baixo das “provas por contradi¢ao”.

(e) (A = B)ou (A = ())=(A = (Bou()) (distributivi-
dade da disjuncao pela implicagao).

f) (A = B)e(A = () =(A = (Be(C)) (distributivi-
dade da conjungao pela implicagao).

(g) (B = Aou(C = A) = ((BeC) = A) (outra
distributividade).

(h) (B = A)e(C = A) = ((Bou(C) = A) (outra
distributividade).

(i) (A = B)e (A = (ndo B))) = ( n3o A) (outra maneira
de expressar o principio por baixo de uma prova por contradi¢ao).
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6*.

87%.

Considere os seguintes predicados.

~

—~
8]

S~—
Il

x € 1L,
fx I(z) = I(f(z)),
Qf.z) = I(f(x) = I(x).

~—

Dé um exemplo de funcao g: R — R que

(a) nao satisfaz o predicado P(g,z), para todo x € R.

(b) satisfaz o predicado n3o (P(g,x), para todo z € R).
)
)

(c

(d) nao satisfaz o predicado Q(g, =), para todo x € R.

satisfaz o predicado (g, z), para todo x € R.

Considere os seguintes predicados.

L(f) = limf(n)=0,
P(n, f,g.h) = f(n)=g(n)(1+ h(n)),
B(f,g,h) = L(h)e (P(n,f, g,h), paratodon € N),
9)

A(f, = B(f,g,h), para algum h: N — R.

Dé um exemplo de funcoes f,g: N — R que

(a) satisfazem A(f,g).
(b) nao satisfazem A(f,g).

Seja O(f) o seguinte predicado (onde f: N — R).

((n>k = |f(n)| <c), para algum k > 0), para algum ¢ > 0), para todo n > k.

Avalie as seguintes proposicoes justificando cada uma, isto é, apresen-

tando uma prova de se sao verdadeiras ou falsas.

(n/(n—1)),
(n),
(10+1/n),
(

(

a
b
¢

d

e

—~~ o~

logn),

S © © O© O

~— — ~— ~— ~——

—~

42).
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9%,

107.

119,

Considere os seguintes predicados.

Pi(f.g,e;n) = |f(n)] < clg(n)],
Py(f,g9,¢,k) = Pi(f,g,¢,n), para todo n > k,
Ps(f,g9,¢) = Paf,g,¢ k), para algum k € N,
O(f,9) = Ps(f,g,¢), para algum c € R.

Para cada par de funcgoes f, g: N — R, classifique as proposicoes abaixo
como verdadeiras ou falsas.

(a) O(f,9), para f(n) =neg(n)=n
(b) O(g, f), para f(n) = n e g(n) = n’.
(c) O(f,9), para f(n) =n/2 e g(n) = n.
(d) O(g, f), para f(n) =n/2 e g(n) =n.

Sejam D(z,y,d) e M(z,y) os seguintes predicados, respectivamente.
D(z,y,d): |z —y| <d,
M(z,y): x >y.

Use os predicados D(x,y,d) e M(x,y) para expressar os seguintes pre-
dicados.

Ly(f,a,0): lim f(z) =
Lo(f,1): xlglgof(x):
Ly(f.a): lim f(x) =
(f

Ly(f): lirgof@):

A.2 Conjuntos e Inteiros

Seja A um conjunto finito e seja B C A. Prove que

A=(A-B)UB,
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12#. Sejam A, B e C conjuntos finitos. Prove que

(AUB)NC =(ANC)U(BNQO),

13#. Seja A um conjunto e seja k € N. Vamos denotar por (ﬁ) o conjunto
dos subconjuntos de k elementos de A, isto é,

(4) = tscatisi=r.

()
a = (A,
{SU{a}|S €A}

A I
(4 wu

147, Dados f,g: A— Ce X C Aecc C, é verdade que
(a)

Dado a € A, sejam

5N
I

Prove que

Hc:c]X|?

(b)
H (f(z) +g(x)) = H flx)+ H g(z)?
(c)
> fla)glx) = (Z f(w)) (Z g(x)) ?
Justifique.
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A.3 Aproximacao Assintética

159, A Série Harmonica é a série dada por
1
H(n) =)~
i=1

A diferenga H(n) — Inn converge e seu limite é conhecido como cons-
tante de Fuler—Mascheroni, isto é,

lim H(n)—Inn =~ := 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992. . . .

Prove que
H(n) ~Inn.

16°. Prove que

(a) Prove que
n\ _n?
2) 7 2

2

(b)

no| S

n
S
i=1
(¢) A partir da aproximagao de Stirling,

n n
n! ~V2mn (—) ,
e

prove que
log, n! ~ nlog,n, para todo b > 1.

(d) Use o resultado do Exercicio 16¢ para provar que

Zlogbi ~ nlog,n, para todo b > 1
i=1

lgn =~ |lgn]| =~ [lgn]

194



177. A partir da aproximagao de Taylor

n i

x
Z — = e", para todo x € C,

7!
i=0

conclua que

18#. Seja P: N — R dado por
P(n) = agn® + ain* + agn® + ... + axn”,

com ay # 0, um polinomio de grau k.

Prove que
P(n) ~ a;n*.

19%. Prove que

207. Prove que

535 (1—\/5>n+5+3\/5 <1+\/5>"_1%5+3\/5 (1+\/5>n

10 2 10 2 10 2

21*. Sejace C—{0,1} e seja

Prove que




227,

237,

247,

257,

Sejam F, f,g,h: N = R e ny € N tais que F(n) = f(n), F(n) ~ h(n),
e
f(n) < g(n) < h(n), para todo n > ny,

Prove que, neste caso,
F~f=~g=h.

Sejam f,g: N — R. Prove que f(n) = g(n) se e somente se existe
e: N — R tal que

f(n) = g(n)(1+e(n)),

lime(n) = 0.

Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto das fungoes

N — R.

A partir da observacao de que

_
0
—
=
—_
N
\
\/
\
\
\
\ \
\ \
\ h
‘Y
vy
W oy
\

/ log,, (z)dz < Zlogbi < / log, (z + 1)dz.
1 Py 0
prove que

Z log, 7 ~ nlog, n.

=1
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A.4 Piso e Teto

26~. E verdade que | f(n)] ~ f(n) para toda f: N — R? Justifique.

27-. E verdade que S Lf@) ] = >0 f(@) para toda f: N — R? Justifi-
que.

28%#. A soma

n

> g (A1)

i=1

aparece com certa frequéncia em aplicagoes ligadas a computagao.

(a) Prove que, dado k € N, temos
|lgi| = k para todo i € [2F..25"1 —1].
(b) Use esta observagao para agrupar convenientemente os termos em
(A.1).

(c) Prove que'
Z lgi] =n|lgn] — (2""* — |lgn] —2).

(d) Prove que

n n

Z llgi| ~ Zlgi.

=1

(e) Prove que’

Z llgi| =~ nlgn.

i=1
(f) Prove que
lgn! ~ nlgn.

(g) As proposigoes acima podem ser generalizadas para logaritmos em
outras bases além de 27 Como?

!Sugestao: use o resultado do Exercicio 37 e o fato de que Y ;- ;i2" = 2" T (n—1)+2.
2Sugestao: use o resultado do Exercicio 37
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29*.  Prove que [z] é o unico inteiro que satisfaz
r<|z] <z+1,
para todo z € R.
30*. Prove que
[2] + 2= [z +2].

para todo z € R e todo 2z € Z.

31*. Prove que, para todo n € N,
n+1 [n“
° = | =
2 2
n—1 VLJ
° = |=
2 2

32*. Sejam n,m: Z X Z — Z dadas por

n(a,b) = b—a+1,

ma,b) — V;bJ ,

Prove que, para todo a,b € Z,

(a) a+ b é par se e somente se n(a,b) é impar.

(b) n(a, m(a,b)) [@w
(¢) n(m(a,b)+1,b) = V(‘; b)J |
() n(a, m(a,b) — 1) = {%J

3

3Sugestao: Use o Exercicio 31
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33*.

34~

35%.

36°.

37*.

Prove que, para todo = € R,

) .
(b) [z] —x < 1.
(c) |x]| = [z] se e somente se € Z
(d) ] = [z] €{0,1}.

Prove que, para todo x € R, temos que min{k € Z | k > x} é o unico
inteiro m satisfazendo x < m < x + 1 e conclua dai que

min{k € Z | k>a}=|z] + 1

Prove que
max{k €Z |k <z} =]z—1],

para todo = € R.

Prove que
g < ollenl <y < ofleml < 9y

para todo n € N

Prove que, para todo n > 0,

(a)

Lo n 1 "
5 < oMgn] =1 = lgn] <

LI
btlgnJJ B

n
L%J = (0 se e somente se x > lg n.

(b)

llgn] > |lg(n —1)| se e somente se n é poténcia de 2.

[lgn] < [lg(n + 1)] se e somente se n é poténcia de 2.
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38*.

397,

407,

41-.

427

(f)
lg(n+1)] = |lgn] + 1.
Seja f: R — R uma funcao crescente e continua satisfazendo

f(zx) € Z = =z € Z, para todo x € R.

Prove que

[f(Tz])] = [f(x)], para todo z € R.

Seja k um inteiro positivo e seja f: R — R a fungao dada por
x
x) = —.
fa) =1

Prove que

(a) f uma funcdo continua.
(b) f uma fungao crescente.

(c) f(x) € Z = x € Z, para todo x € R.

Prove que

(a)

llgn]—1 i
Z 2° LEJ —ollen) L1~ nlgn
i=0
(b)
Ugn) n
Z 2! {EW —ollen+l L ) ~nlgn
i=0

Se f: A— Beg: B— C sao fungbes continuas, entdao fog: A — C
¢ uma funcao continua.

Sejam A, B,C CRe f: A— Beg: B— C fungoes crescentes. Prove
que fog: A— C é uma funcao crescente.
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43"

44~

Sejam A, B,C C R esejam f: A — Beg: B— C fungoes continuas
e crescentes satisfazendo

flr)€eZ = x€Z, paratodoz € A, e
g(x) € Z = x € Z, para todo = € B.

Prove que

[fog(lz])] = [fog(z)], e
[fog([z])] = [fog(a)],

para todo x € A.

Dizemos que uma funcao f: A C R — R ¢ integralizada se

flz) €Z = x €7, paratodo x € A,

Sejam A, B,C C R. Prove quese f: A— B e g: B — (C sao funcoes
integralizadas, entao fog: A — C' é uma funcao integralizada.
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A.5 Inducao

45®. Prove que
u -1

> =

i=0
para todo n € N e todo ¢ € C — {0, 1}.

46*. Prove por inducao que
it =2~ 1) +2,
i=0

para todo n € N.

47*. Dados n,k € N, o coeficiente binomial (Z) ¢ definido da seguinte ma-

neira
, se k=0,
n
(1) =0+ ser<ksn
0, caso contrario.

Prove, por indugcao em n que, se 0 < k£ < n, entao

Z (Z) = 2", para todon € N.

k=0

48*.  Prove que (cfr. Exercicio 47

Z (;) = (Zi_ 1), para todo n, k € N.

i=k

49*.  Prove por inducao em n que, dados z,y € C,
- n i, n—i n
3 ()w -
i=0

paratodon € Nen > 0%

4Sugestao: Use a definicao de (Z) dada no Exercicio 47
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Conclua a partir dai que

para todon € Nen > 0.

50“. Prove por inducdo em n que

2" < n!, para todo n > 4.

51¢. A sequéncia de Fibonacci é a funcdo F: N — N dada por

n, sen <1
F(n) =
Fin—1)+ F(n—-2), sen>1.

(a) Prove por inducao em n que

F(n) = \/?S ((1—;\/3) - (1_2\/3> ) , para todon € N

(b) Conclua que

52*.  Prove, por inducao em n, que
(a) Z;‘ZO(F(]'))2 = F(n)F(n+1), paratodon € N
(b) > 1o F(2§) = F(2n+1) — 1, para todo n € N
) > 2j —1) = F(2n), paratodon € N
(d) F(n+1)F(n—1)— (F(n))* = (—1)", para todo n > 0

onde F': N — N é a sequéncia de Fibonacci®.

®Veja o Exercicio 51
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53*. Prove que

(1 ) (M pG ) prodon =

onde F é a sequéncia de Fibonacci (cfr Exercicio 51)°.

54~. Prove por inducao em n que
(V2)" < F(n+1) < 2" para todo n € N,
onde F(n) denota a sequéncia de Fibonacci (cfr Exercicio 51).

55*. O nimero de comparagoes no pior caso de uma execucao do algoritmo
MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela funcao

0 sen <2
T(n) = ’ ’
" {qupwwgwm—l, enz2

Prove que T~ (n) < T(n) < T*(n) para todon € N, onde T e T~ sao
as seguintes fungoes.

0 sen <2
T— — ) Y
() {2T([§J)+n—1, en>2.

0 sen < 2
T+ _ ) )
) {2T+([§})+n—1, en>2.

56~. Dados nq,...,ni O coeficiente multinomial é definido por

nyA .o ng) ()]
nilng! .o ny!

ny,...,Ng

Observe que o coeficiente multinomial é uma generalizagao do coefici-

ente binomial, pois
ny\ n
n1 B ny,n—mny)

6Este ¢ um dos algoritmos mais eficientes para o célculo da sequéncia de Fibonacci.
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Prove por inducao em k que

<n1—|—...+nk) _ (n1+...+nk—1> (n1+...+nk>, para todo k > 2.

ny,...,Ng Ny, ..., N1 ng

57*. Use o fato de que se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos entre si

entao
AU B| = [A] + |B|,

para provar, por inducao em n que, se Ay,..., A, sdo conjuntos finitos
dois a dois disjuntos entre si, entao,

=>4
i=1

n

U

i=1

58¢. Prove por inducao em n que se A, ..., A, e B sdo conjuntos, entdo

(04) -G

59*.  Prove, por indugdo em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
T[c=c~
rxeX

60*. Prove, por indugao em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
Z c=c|X].

zeX

61*. Prove, por inducao em |X| que, que se f,g: A - Ce X C A é um
conjunto finito, entao

D @) +g@) = fla)+ ) gla).

reX zeX zeX

205



62*.

63*.

64*.

65*.

66*.

Prove, por inducao em |X| que, que se f: A - Ce X C A é um
conjunto finito, e ¢ € C, entao

Prove por inducao que qualquer valor maior ou igual a 4 reais pode ser
obtido somente com cédulas de 2 e 5 reais.

Prove, por inducdo em n, que n? — 1 ¢ divisivel por 8 para todo n € N
impar.

Considere o seguinte algoritmo, conhecido pelo nome de “busca binaria”.

Busca(z, v, a, b)

Sea>b
Devolva a — 1

m o [452]
Se x = v[m]

Devolva m
Se x < v[m]

Devolva Busca(x,v,a,m — 1)

Devolva Busca(xz,v, m + 1,b)

Fazendo n = b — a + 1, prove que o numero de comparacoes com
elementos de v na execucao de Busca(z, v, a, b) é no maximo 2(|lgn|+1)
para todo n > 1.

Considere o seguinte algoritmo.

Busca(z, v, a,b)

Sea>b
Devolva a — 1

m < [452]
Se x < v[m)]

Devolva Busca(x,v,a,m — 1)
Devolva Busca(xz,v,m + 1,b)
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Prove que Busca(x, v, a,b) é o inico inteiro em [a — 1..b] satisfazendo

x < v[i] para todo i € [Busca(z,v,a,b) + 1..0]

67*. Sejam f: R — R e s, méeR tais que

f(z) = s+ max, para todo z € R,

Prove que

n T + sn, sem =1,

n
mhr +sT—, sem#1,

para todo x € R e todo n € N.

687. Seja f: N — C satisfazendo

f(n) = f(n—1)+1, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

f(n) = f(0) +n, paratodon > 0.
69%. Seja a € C e seja f: N — C satisfazendo
f(n) = f(n—1)+a, para todon > 1.
Prove’, por inducdo em n, que
f(n) = f(0) + na, para todo n > 0.
707. Sejam f,s: N — C satisfazendo
f(n) = f(n—1)+ s(n), para todo n > 1.

Prove®, por inducao em n que

f(n) = f(0)+ Zn: s(1), para todo n > 0.

"Observe que este exercicio generaliza o Exercicio 68.
80bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 69.
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71%. Sejam f: N — C e a € C tais que
f(n)=af(n—1), paratodon > 1.
Prove por inducao em n que

f(n) =a"f(0), paratodon > 0.

72%. Sejam f,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n—1), para todon > 1.

Prove?, por inducao em n, que

n

f(n) = f(0) Hm(i), para todo n > 0.

i=1
73%. Sejam f,s,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n —1)+ s(n), para todo n > 1.

Prove (por inducao em n) que'

n

f(n) = f(0) Hm(z) + Z (5(]’) H m(z)) , para todo n > 0.

i=1 i=j+1

90bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 71.
90bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 72.
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A.5.1 Descricoes Recursivas

74®. Sejam [, f: N — {0} — N dadas por
[(n) : tamanho (nimero de digitos) na representagao bindria de n,

(§
1, sen =1,

f(”>:{fqgj)+1, w1

Prove que
[(n) = f(n), paratodon > 0.

75%. Seja l: N — N dada por

I(n) , sen =1,
n)=

l(L%J) +1, sen>1.
Prove por inducao em n que

l(n) = |lgn| + 1, para todo n > 0.

76°. Sejam
b(n) : o nimero de digitos 1 na representagao binaria de n.
e f: N— N a funcao dada por

0, sen =0,
fm) = {fﬂgj) + (nmod 2), sen > 0.

a) Prove que o numero de digitos 1 na representacao bindria de n é
q g b C
f(n), para todo n > 0.

(b) Prove que
f(n) < |lgn] + 1, para todo n > 0.
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77*. Seja M(n): N— {0} — N dada por
M (n) := a posicao do bit mais significativo na representacao bindria de n,

sendo que os bits sao contados da direita para a esquerda a partir de
0. Por exemplo, M(1) =0 e M(10) = 3.

(a) Proponha uma expressao recursiva para M (n).

(b) Prove que a expressao proposta esta correta.

78*.  Considere o Algoritmo Exp(z,n) dado por

Exp(z,n)

Sen=0

Devolva 1
e < Exp(z, [n/2])
e exe

Se n € par
Devolva e

Devolva = x e

(a) Execute Exp(2,n) para n € {0,1,2,5,11,15,16,20} e, para cada
execucao, mostre o resultado do algoritmo e o nimero de multi-
plicacoes efetuadas.

(b) Prove por induc¢ao em n que Exp(z,n) = a™ para todo = # 0 e
todo n € N.
(c) Prove que a execugao de Exp(z,n) efetua [1g(n) |+ b(n) + 1 multi-

plicacoes para todo x # 0 e todon € Nen > 0, onde b ¢é a fungao
definida no Exercicio 76.

(d) Prove que a execucao de Exp(x,n) efetua no maximo 2(|lgn| +1)
multiplicacoes para todo x > 0 e todo n > 0.
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79¢.

80*.

81*.

82*.

Considere o Algoritmo Minimo(v, a,b) dado por

Minimo(v,a,b)

Sea=05b
Devolva a
m <« [4]
my < Minimo(v, a,m)
mg <— Minimo(v, m + 1, b)
Se v[mq] < v[my]
Devolva my
Devolva my

Prove por indugao em n que, dado a € Z, a execugao de Minimo(v, a, a+
n — 1) faz n — 1 comparagoes entre elementos de v, para todo n > 1.

Prove, por indugao em n, que o seguinte algoritmo devolve [[}_, 7, para
todon € N

Fatorial(n)

Sen=20
Devolva 1
Devolva n x Fatorialln — 1)

Prove, por indugcao em n, que o seguinte algoritmo devolve 3" — 2",
para todo n natural.

A(n)

Sen<1
Devolva n
Devolva 5 x A(n — 1) — 6 x A(n — 2)

Considere o seguinte algoritmo

Multiplica(z,n)

Sen=0

Devolva 0
Se n € par

Devolva Multiplica(z + x, %)
Devolva Multiplica(x + x, %5*) + «
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(a) Prove, por indugdo em n, que Multiplica(z,n) devolve o valor de
nx para todo x € C e todo n € N.

(b) Enuncie e prove um teorema estabelecendo um limite superior (em
funcao de n) para o nimero de somas efetuadas por Multiplica(z, n)"!.

83“¢. O seguinte algoritmo devolve o n-ésimo termo da sequéncia de Fibo-
nacci.

F(n)

Sen<l1
Devolva n

Devolva F(n — 1) + F(n — 2)

Prove que o nimero de somas na execugao de F'(n) é pelo menos F(n),
para todo n > 2.

84*.  (a) Combine as informagoes dos Exercicios 53, 76 e 78 para propor
um algoritmo para o célculo de F(n).

(b) Dé uma expressao para o numero s(n) de somas efetuadas pelo
seu algoritmo para calcular F'(n).

(c) Compare o resultado obtido com o nimero de somas efetuadas
pelo algoritmo do Exercicio 83.

85*. Considere o seguinte algoritmo de ordenagao, conhecido como “or-
denagao por insercao”.

Ordena(v, a, b)

Sea>b
Devolva v

Ordena(v,a,b—1)
Insere(v, a, b)
Devolva v

Sugestao: compare este exercicio com o Exercicio 78.
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867 .

87#.

88.

onde Busca(x,v,a,b) é o algoritmo do Exercicio 66, e

Insere(v, a, b)

p < Busca(v[b],v,a,b— 1)

140

Enquanto7 > p+1
Troca(v,i,i — 1)
11— 1

Devolva v

e Troca(v, a,b) troca os valores de v]a] e v[b] entre si.

Use o resultado dos Exercicios 28 e 65 para estabelecer um limitante
superior para o numero de comparagoes na execuc¢ao de Ordena(v, a, a+
n — 1) em fungao do valor de n.

Proponha uma expressao recursiva para a fun¢gdo B: N— {0} x N - N
dada por

B(n, k) := k-ésimo bit na representagao binaria de n.

Prove que a expressao proposta esta correta.

Prove por inducao em n que, se 0 < k < n, entao o seguinte algoritmo

devolve k,(%k),, para todo n € N.

B(n, k)

Sek=0
Devolva 1

Devolya "Br—1k-1)
k

Uma certa aplicagao financeira rende j por cento do capital aplicado
por més. O rendimento é creditado no préprio saldo da aplicacao.

Proponha uma expressdo recursiva para a fungao C(n): N — N de
tal forma que C(n) represente o saldo da aplicagao apds ao final de n
meses, a partir de uma aplicacgao inicial de valor s.
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89.

90°.

91*.

Sejam f~, f, fT: N — R fungoes nao-decrescentes satisfazendo, para
todo n > 2,

fmn) = f~(n=2)+f(n-2),

fn) = fln=1)+ f(n-2),
ffn) = ffln—=1)+f"n-1),
e ainda
F7(0) < f(0) < f7(0), e
<<

Prove por inducao em n que

f~(n) < f(n) < f*(n), paratodo n € N.
A.5.2 Funcoes Iteradas

Para cada uma das fungoes f(z) abaixo, dé uma expressao para f"(x).
Em cada caso, prove por indugao em n que sua resposta estd correta.

() flz) = +1
(b) f(z)=x+2.
(©) flz) =z +3.
@) ) =+
(e) flz) =2z

(f) f(z) = 3.

(g) f(x) =maz.
(h) f(z) =s+mx

Para cada fungao h: R — R abaixo, dé uma expressao para a fungao
h™, onde n € N.

(a) h(z) =z -2,
(b) h(z) =z —s, com s € R,
(¢) h(z) =3z
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(d) h(z) = mzx, com m € R,
(e) h(z) ==z/2,

(f) h(z) = [z/k], com k € ZT,
(g) h(z) = [Vx], com k €N,

92*. Prove que

i (z) = {%J , para todo n > 0,

onde k #0e f: R — R é dada por

93*. Prove que
f*(z) = | *Vz|, paratodon €N,

onde k € Ne f: R — R é dada por

94%. Seja f: N — N satisfazendo

f(n) = f(n—2)+1, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

(a) f(n) = f(n mod 2) + {gJ, para todo n € N.
(b) f(n) = (=1)"c10 + c20 + c21n , para todo n € N, onde

o = HO=1W) 1

I ORS{O!

20 — 9 47
1

Cy1 = 5

(¢) f(n)= f(44nmod 2) + [g-‘, para n > 5.
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95%. Sejam ng € N, h: N—= Ne f: N — R tais que

para todo n > ny,

Prove (por indugao) que
f(n) = f(h*(n)) + u, para todo n > ny,

onde
u=min{k € N|h¥(n) < no}.

96%. Sejam ng € N, h: N—= Ne f,s: N — R tais que
h(n) < n,
fn) = [f(h(n)) +s(n),
para todo n > ng.

Prove (por indugao) que

—_

f(n) = f(h"(n)) + ; s(h*(n)), para todo n > ny.

)

Il
=)

onde
u=min{k € N|h*(n) <no}.

97#. Sejam ng € N, h: N = Ne f,m: N — R tais que

para todo n > ny.

Prove (por indugao em n) que, para todo n > nyg

u—1

f(n) = f(n*(n) [ m(ni(n)),

=0

onde
u=min{k € N|h*(n) <no}.
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98%. Sejamng € N, h: N = Ne f,m,s: N — R tais que

para todo n > ny.

Prove (por indugao) que

f(n) = f(h*(n)) ﬁm(hl(n))+i s(h'(n)) ﬁm(hj(n)), para todo n > ny,

onde
u=min{k € N|h*(n) <no}.

217



99¢.

100°.

1019,

102*.

A.6 Recorréncias

A.6.1 Recorréncias Iteradas

Resolva a seguinte recorréncia.

f(n) = f(n—2)+1, para todo n > 2.

Resolva a seguinte recorréncia.

0, sen =0,
0 s wman mnz

Resolva as seguintes recorréncias.

(a) f(n) =2f (

n

B >+6n—1, para todo n > 1,

~—~
-
~—
~
—~
S
S~—
Il
w

5 +mn —2, paratodon >1,
2.
L2 ]

(—
N~—
~
—~
S
S~—
Il
w

+5n — 7, para todon > 1,

(b) f(n):2f<_g_>+3n+2, para todo n > 1,

(c) f(n):6f<_%_>+2n+3, para todo 1 > 1,

(d) f(n):6f(_%_>+3n—1, para todo 1 > 1,

(c) f(n):4f<_g_>—l—2n—1, para todo n > 1,

() f(n) :4f<_%_> +3n— 5, paratodon > 1,

(&) f) =37 (|5]) +n* = n, paratodon>1,

() fn) =3f (|5]) +n*—2n+1, para todon > 1,
1)
/(12
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103*.
(a) f(n)
(b) f(n) =
(c) f(n) =
(d) f(n) =
(e) f(n) =
(f) f(n)=
(g) f(n)
(h) f(n)
(i) f(n)
(3) f(n)
(k) f(n)
1) f(n)
(m) f(n)
() f(n)

:4f< g >+n2, para todo n > 1,

:4f< % >—|—n2—7n+5, para todo n > 1,
:4f<_§_>+ L\/ﬂ + 1, para todo n > 3,
:4f< g >—|—n2—3n+2, para todo n > 1,
:2f< % >+n—3, para todo n > 1,
:6f< % >+n2—2n+1, para todo n > 1,
:2f< % >—|—n—1, para todo n > 1,
:f({g-‘)—i—l, para todo n > 1,
:2f<_g_>+1, para todon > 1,

I
—
Y
—
|

—D + k, para todon > 1e paratodo k € N,

Resolva as seguintes recorréncias.

= f(n —1) +n, para todo n > 0.
2f(n—1)+1, para todon >0
2f(n — 1) +n? paratodon >1
2f(n—1)+n, para todon > 1,
3f(n—1)+2, paratodon >1,
3f(n—1)— 15, para todon > 1,

= f(n—1)4+n—1, para todon > 1,

= f(n—1)42n — 3, paratodon > 1,

=2f(n—1)4+n—1, paratodon > 1,

=2f(n—1)4+3n+1, paratodon > 1,

=2f(n — 1) +n?, paratodon >1,

= f(n—2)+3n+4, para todon > 1,

= f(n —2) 4+ n, para todon > 1,

= f(n—3) 4+ 5n —9, para todo n > 3,
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104>,

105*.

106*.

107.

108.

(0) f(n) =2f(n—1)+n*—2n+1, para todo n > 1,
(p) f(n)=3f(n—1)+mn, paratodon > 1.

(@) f(n) =3f(n—2)+n? paratodon > 2.

(r) f(n)=2f(n—2)+2n— 2, para todo n > 2.

(s) f(n)=2f(n—3)+ 3n—2, para todo n > 3.

(t) f(n)=3f(n—3)+3n—3, para todo n > 3.

Seja f(n) o nimero de sequéncias bindrias de comprimento n.

(a) Descreva f(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Uma fungao f: N — C é uma progressao aritmética se existe r € C tal
que
f(n+1)— f(n) =r para todo n € N.
(a) Expresse a fungao f como acima por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao aritmética.

Seja m(n, k) o nimero de multiplicagoes/divisoes efetuadas na execugao
de B(n, k), o algoritmo do Exercicio 87.

(a) Formule uma recorréncia para m(n, k) (0 < k <n).

(b) Resolva esta recorréncia.

Resolva a recorréncia do Exercicio 86.

O Algoritmo de Strassen é um algoritmo recursivo para multiplicagao
de matrizes quadradas que, para matrizes suficientemente grandes, faz
menos operacoes aritméticas do que o algoritmo usual.

A fungao M (n), abaixo, estabelece um limitante superior para o niimero
S(n) de operagbes aritméticas na execugao do Algoritmo de Strassen
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com duas matrizes quadradas de ordem n como entrada, isto é, S(n) <
M (n), para todo n € N.

1, sen=1,
Mn) = {m([g}) L18[2]7, sen> 2

Resolva esta recorréncia.

109. O Algoritmo de Karatsuba é um algoritmo recursivo para multiplicagao
de inteiros que, para niimeros suficientemente grandes, faz menos operagoes
aritméticas do que o algoritmo usual.

A fungao A(n), abaixo, descreve o nimero de operagoes aritméticas na
execucao do Algoritmo de Karatsuba com dois inteiros de n digitos em
sua representacao binaria.

Resolva esta recorréncia.

1, sen=1,
A(n) = ¢ 5, sen =2,
BA([™L]) +20 (2], sen>2.

110®. Dado ¢ € C, uma progressio geométrica de razdo ¢ é uma funcao
f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

(a) Expresse a fun¢ao f acima por meio de uma recorréncia.

= ¢, para todon € N.

(b) Resolva esta recorréncia.

111¢. Resolva as seguintes recorréncias

()
n—1, se2<n<3,
fn) = {Qf(n —1), sen>4.
(b)

n—1, se2<n <3,
fn) =
2f(n—2), sen>4.



112~

113~

114,

O seguinte algoritmo resolve o conhecido quebra-cabeca das Torres de
Handi. A execugao de Hanoi(n, a, b, ¢) move n discos da torre a para a
torre b usando a torre ¢ como torre auxiliar, de acordo com as regras
do jogo.

Hanoi(n, a, b, ¢)

Sen=0
Termine
Hanoi(n — 1,a,¢,b)
mova o disco no topo da torre a para o topo da torre b
Hanoi(n — 1,¢,b,a)

Seja M (n) o nimero de movimentos (passagem de um disco de uma
torre para outra) na execugao de Hanoi(n, a, b, ¢).

(a) Descreva M (n) por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Resolva as seguintes recorréncias.

nf(n—1)+n, paratodon > 1,
= f (|v/n]) +n?, para todon > 1,
:2f(H’/ﬁJ)+n, para todo n > 1.

O numero de comparagoes no pior caso de uma execucao do algoritmo
MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela recorréncia

0 sen <2
T(n)= ’ ’
(n) {T<L%J>+T((%—D+n—1, sen > 2.

Do Exercicio 55 temos que T~ (n) < T(n) < T*(n), onde

0 sen < 2
T— — ) )
) {ﬂ““%)+n—L sen>2

0 sen <2
T+ _ ) )
) {quy)+n—L sen>2


https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi
https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi

(a) Resolva as recorréncias de T~ (n) e T"(n).

(b) Use as solugoes obtidas e o Exercicio 40 para concluir que 7'(n) ~
nlgn.

115%. O “Master Method” ou “Master Theorem”'? é um método para ob-
tencao de solugoes assintéticas para recorréncias que surgem natural-
mente na andlise de “algoritmos de divisao e conquista’”.

Tais recorréncias tem a forma geral
T(n) = aT(n/b) + f(n),

onde a > 1eb > 1, a expressao n/b pode significar tanto |n/b] como
[n/b] e f() é uma fungdo genérica. A recorréncia do Exercicio 114 é
um exemplo de caso particular desta recorréncia.

Sejam a, b e f() como acima e sejam ng € Ne T, T~ : N — R tais que

T=(n) = aT™ (In/b]) + f(n),
T%(n) = aT™" ([n/b])+ f(n),

para todo n > ng.

Resolva estas recorréncias.
A.6.2 Recorréncias Lineares Homogéneas

116*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)

n, sen <1,
fln) = {5f(n— 1)—6f(n—2), sen>1.

(b)

Fn) = n, sen <1,
T4 —1) £ 3f(n—2), sen>2.
()
0, sen=20
fln) =<2, sen=1loun=2

6f(n—1)—11f(n—2)+6f(n—3), sen>3.

2Popularizado com este nome por ?.
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n, sen <1,
f(n):{2f(n—1)—f(n—2), sen > 2.
(e)
n, sen <1,
f(n)=1<1, sel <n<2,

8f(n—1)—19f(n—2)+12f(n—3), sen >3.

Fn) = A sen < 2,
T - D) = If(n—2) + 1f(n—3), sen>3.

117-. Seja CY o conjunto das funcoes N — C. Dados f,g € CN e 2z € C,
definimos f 4+ g € CYN e zf € CN como as funcoes dadas por

(f+g9)n) = f(n)+gn),
(zf)(n) = zf(n).

(a) Prove que (CN,+) é um grupo comutativo.

(b) Prove que (CY,+) é um espaco vetorial sobre C.

1187. Sejam 11,79 € C — {0}. Prove que as fungoes fi, fo: N — C dadas por

fl(n) = T?v
fQ(n) = ry,

sao linearmente independentes em (CN, +) se e somente se 1 # 5.

119-. Sejam'® ay,...,a; € C.
(a) Prove que se g, h: N — C satisfazem a recorréncia
fn)=af(n—1)4+asf(n—2)+...+arf(n—k), para todon > k,

entao a funcao g + h também satisfaz a mesma recorréncia para
todo n > k.

13Este exercicio usa a notacao do Exercicio 117
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(b) Prove que se f: N — C satisfaz a recorréncia
fn)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...4arf(n—k), paratodon >k,

entao para todo z € C, a funcao zf também satisfaz a mesma
recorréncia para todo n > k.

(c) Prove que o conjunto das fungdes f: N — C que satisfazem a
recorréncia

fn)=af(n—1)4+ayf(n—2)+...4+arf(n—k), paratodon >k,

é um subespaco vetorial de (CN, +).

120®. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)

fn) = n, sen <2
N5 i —1) = Tf(n—2)+3f(n—23), sen>3.
(b)
1, sen=>0
f(n) =409, sen=1loun=2

9f(n—1)—27f(n—2)+27f(n—3), sen>3.

n, sen <1
f(n) =43, sen =2
7fln—1)—=16f(n —2)+12f(n —3), sen > 3.

121*. Resolva as seguintes recorréncias.

3, sen <1,
f(n)=1<7, sen =2,
3f(n—1)—f(n—2)+3f(n—3), sen>3.
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(b)
2f(n) =3f(n—1)—3f(n —2)+ f(n —3), para todo n > 3,

com
f(n) =n, para todo n < 3.

1, sen=>0
f(n) =<4, sen=1oun=2,

6f(n—1)—12f(n—2)+8f(n—3), sen >3.

(d)
1, sen=~0
f(n) =< /5427, sen=1oun=2
3fln—1)—f(n—2)—2f(n—3), sen>3.
(e)
0, sen=2~0
f(n) =<3, sen=1oun=2
10f(n—1)=31f(n—2)+30f(n—3), sen > 3.
(f)
fn) = n, sen <2
8- 1)~ 21f(n—2) +18f(n—3), sen>3.
()
1, sen =0,
f(n) =42, sen =1,
2f(n—1)+4f(n—2), sen>2.
(h)
n, sen <1,
f(n):{f(n—l)—f(n—Q), sen > 2.
(i)
1, sen <1
f(n):{4f(n—1)—4f(n—2), sen > 2.
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4n, sen < 2,
fln) = {4f(n—2), sen > 2.
(k)
1, sen=2~0
f(n) =<6, sen=1
6f(n—1)—9f(n—2), sen>2.
(1)

2n, sen < 2,
fln) = {f(n— 2), sen>2.

122*.  Resolva as seguintes recorréncias.

(a)
Jn) = {Zf(n — 1)+ n(n—1)f(n—2), o ; ;
(b)
fln) = {T\L/;(ln “ i -2), o ; )
(c) 1

fn) = 0, sen =0,
"= V14 f(n—=1)2 sen>1.

4 Sugestao: Considere a funcio

15Sugestao: Considere a funcio

g(n) =1g f(n).

16Sugestao: Considere a funcao
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n+1, sen <1,
flm) = {f(n—l)f(n—Q), sen > 2.

123*. Resolva a recorréncia

Fn) = 1, sen <4,
TN T = 1) —19f(n—2) + 25f(n —3) — 16f(n —4) + 4f(n—5), sen > 4.

A.6.3 Recorréncias Lineares nao Homogéneas

124®. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)

0, sen =0,
fn) =

f(n—=1)+1, sen>0.
(b)

0, sen =0,

2f(n—1) sen > 0.
(c)

0, sen =0,

f(n—1)+ sen >0
(d)

n, sen <1,

2f(n—1) sen > 1.

f(n) =2f(n— 1) +n? paratodon >1

1, sen <1,
fn) = .
3f(n—2)+ 5, sen>1

1"Sugestao: Considere a funcio

g(n) =1g f(n).
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sen <1,

2f(n—2)+ 3, sen>1.

sen <1

2f(n—1)+2n—1, sen>1

sen <1

f(n—=1)+2n—1, sen>1

f(n) = {”

sen <1

2f(n—=1)+n*+n, sen>1

sen < 2,

f("):{fin—1>+f<n—2>+1> sen > 2

=
G
I
—N—
ot
i?

sen < 2,

n
7f(n—1)—12f(n —2)+2n, sen > 2.

sen < 2,

5f(n—1)—6f(n—2)+n3", sen>2.

sen < 2,

n—1)—10f(n —2)+n.5", sen>2.

sen < 2,

n?
Mz{v (n—1)—10f(n—2)+n5", sen>2

sen < 2,
2) +n.b" sen>2.



125™.

Fn) = n, sen < 2,
TN = 1) = 10f(n—2) + 13", sen>2.

F(n) = n, sen < 2,
T8 — 1)~ 15f(n—2) + 2", sen > 2.
(s)
f(n) = n, sen < 2,
e fln=1)+ f(n—2)+6n+3, sen>2.

f(n) = n, sen < 2,
"= 5f(n—1)—4f(n—2)+2n5"4+2, sen>2.

(u) Resolva a seguinte recorréncia.

F(n) = n, sen < 2,
M5 n—1)—6f(n—2)+27, sen>2.

(v) Resolva a seguinte recorréncia.

f()— n, sen <1,
TN 1) —12f(n—2) + 3", sen> 1.

O “Triangulo de Cantor”, (batizado em homenagem ao Georg Can-
tor), 6 uma “tabela infinita” triangular em que cada par (i,7) € N?
ocupa uma posicao de maneira que, para todo n € N, a n-ésima li-
nha do tridngulo ¢ formada por todos os pares (7, 7) € N? satisfazendo

1+ 7 =n.

As linhas, colunas e posicoes comecam a contar a partir de 0, de cima
para baixo e da esquerda para direita. Assim, por exemplo, (0,0) ocupa
a posigao 0 (linha 0, coluna 0); (0, 1) ocupa a posigao 1 (linha 1, coluna
0); (1,0) ocupa a posigao 2 (linha 1, coluna 1); (0,2) ocupa a posigao
3 (linha 2, coluna 0) e assim por diante. As 7 primeiras linhas do

Triangulo de Cantor sao
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(0,0)

(0,1) (1,0)

(0,2) (1,1) (2,0)

0,3) (1,2) (2,1) (3,0)

(0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

(0,5) (L,4) (2,3) (3,2) (4,1) (5,0)

(0,6) (1,5) (24) (3,3) (42) (51) (6,0)

(a) Seja l(n) o numero de pares na n-ésima linha do Triangulo de
Cantor

i. Descreva [(n) como uma recorréncia.

ii. Resolva essa recorréncia.
(b) Seja t(n) o nimero de pares no Triangulo de Cantor até a n-ésima

i. Descreva t(n) como uma recorréncia.

ii. Resolva essa recorréncia.

(c) Seja p(i, j) a posicao ocupada pelo par (7, j) no Triangulo de Can-
tor. Dé uma expressao nao recorrente para p(i, j).

126*. Para cada n € N, seja S(n) o nimero de somas efetuado na execugao
de F(n), o algoritmo do Exercicio 83.

(a) Expresse S(n) por uma recorréncia.

(b) Resolva essa recorréncia.

127*. Para todo n > 0, um n-cubo ¢ um diagrama composto por pontos e
linhas que ligam pares de pontos entre si. O 0-cubo tem um ponto
e nenhuma linha. Para todo n > 0, o n-cubo é o diagrama obtido
desenhando-se lado a lado duas copias do (n — 1)-cubo e ligando cada
ponto de uma das copias ao seu correspondente na outra cdpia por uma
linha.

(a) Descreva o numero de pontos de um n-cubo através de uma re-
corréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

(c) Descreva o numero de linhas de um n-cubo através de uma re-
correncia.

(d) Resolva esta recorréncia.
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1289,

1299,

A.6.4 Somatorios

Dado ¢ € C — {0}, uma progressio geométrica'® de razao q é uma
funcao f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao geométrica é
dada por

= ¢, para todo n € N.

(a) Expresse a fun¢ao f acima por meio de uma recorréncia linear
homogénea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao geométrica.

(c) Dé uma expressao livre de somatdrios para s(n).

Uma funcao f: N — C é uma progressao aritmética'® se existe r € C
tal que

f(i+1)— f(i) = r para todo n € N.

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao aritmética é
dada por

(a) Expresse a fungao f acima por meio de uma recorréncia linear nao
homogenea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressdo para o
termo geral da progressao aritmética.

(c) Dé uma expressao livre de somatdrios para s(n).

18¢fr. Exercicio 110
Yefr. Exercicio 105
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130°.

1319,

132~

Dé uma expressao livre de somatérios para » . i.
Dé uma expressao® livre de somatérios para y . 2"

Calcule o valor dos seguintes somatoérios.
(a)
n
> it
=0

n
E i3,
=0

=0
(d)
i
2t
=0
© )
i?3°.
=0
(0 )
i256".
=0
(g)
~ i
=0 ’
() )
/L'2i—1
=0

20cfr, Exercicio 46
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133*. A média** do nimero de comparacoes efetuadas na execucao do algo-
ritmo de busca bindria em um vetor de n posicoes é dada por??

1 2 4 8
pn) =1x —4+2x —+3x —+4x —+...
n n n n
| 2\_lgnJ—l
X—
+ [lgn] -

lUgn] 9i—1
n—y =2
+ ([lgn| +1) x ( 221 )
(a) Dé uma expressao livre de somatérios® para p(n).
(b) Conclua do item anterior que p(n) ~ [lgn].
134*. Dé uma expressao livre de somatérios para

s(n) = ZF(Z'),

onde F(n) é a sequéncia de Fibonacci®!.
A.6.5 Algumas Aplicacoes

135¢.  Em muitas situacoes de célculo numérico trabalha-se com matrizes tri-
angulares inferiores, isto é, matrizes quadradas cujos elementos acima

2ITambém chamada ndmero esperado ou esperanca.

22 Assume-se aqui que a busca por qualquer dos n elementos do vetor é equiprovavel e
bem-sucedida.

23Sugestao: use os resultados dos Exercicios 45 e 46
24Veja o Exercicio 51.
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136,

137¢.

da diagonal principal sao todos nulos. Nesses casos é comum represen-
tar uma matriz triangular inferior de n linhas por um vetor contendo
somente as posicoes nao-nulas da matriz, o que resulta numa economia
de espaco de quase 50%.

Suponha que a matriz triangular inferior M, de n linhas indexadas de
1 a n, serd representada por um vetor v[0..N(n) — 1], onde N(n) é o
tamanho do vetor necessario para representar uma matriz triangular
inferior de n linhas.

(a) Descreva N(n) através de uma recorréncia.
(b) Resolva esta recorréncia.

(¢) Qual o indice de v que corresponde a posi¢ao M|z, j]7

Resolva a seguinte recorréncia que expressa o numero médio de com-
paragoes na execugao do algoritmo QuickSort.

C(n) 0, sen < 2,
n) =
Mc'(n_l)_}_@’ SenZQ'

n

Uma drvore bindria T é uma drvore vazia, denotada por A ou é um
par (E(T),D(T)) onde E(T) e D(T) sao arvores bindrias, chamadas
respectivamente de subdrvore esquerda e subdrvore direita de T'. Vamos
denotar por B o conjunto das arvores bindrias.

O tamanho de uma arvore T' é dado por

7| = 0, se T'= ),
~ V|E(T)| + |D(T)| +1, caso contrario .

A 4rvore de tamanho um ¢é chamada de drvore trivial.

A altura de uma arvore T' é dada por

0, se T =\,
MT) = {max{h(E(T)), h(D(T)Y +1, seT # A

Para cada n € N, seja h™(n) a maior altura possivel de uma arvore
binaria de tamanho n.

(a) Expresse h'(n) como uma recorréncia.
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(b) Resolva esta recorréncia.

1389, Para cada n € N, seja t*(n) o maior tamanho possivel de uma 4rvore
bindria®® de altura n.

(a) Expresse t*(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

139®.  Seja AVL o conjunto das &rvores binarias®® T satisfazendo

A€ AVLe E(T) € AVL e D(T) € AVL.

[W(E(T)) = M(D(T))] < 1.
Seja t~(n) o menor tamanho possivel de uma arvore AVL de altura n.

(a) Expresse t~(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

25Veja o Exercicio 137.
26Veja o Exercicio 137.
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140.

A.7 Fundamentos de Contagem

Em se tratando de contagem, ¢ interessante ter uma nocao intuitiva de
grandezas e das relagoes entre elas. No contexto das ciéncias exatas
em geral, é usual expressar grandezas como poténcias de 10. No con-
texto da Ciéncia da Computacgao, entretanto, é mais natural expressar
grandezas como poténcias de 2. Nas questoes abaixo, n representa uma
quantidade e o exercicio consiste em determinar os valores de k e d para
0s quais
10¢ < n < 1041,

ok < p < 2k

(a) Tempo, em segundos®’:

i. n = uma hora.
ii. n = um dia.
ili. » = uma semana.
iv. n = um meés.
V. m = um ano.
vi. n = sua idade.
vii. n = tempo decorrido desde as 00h00:00 de 1 de janeiro de

197025,

viii. n = um século.
iX. n = um milénio.
x. n = um milhao de anos.
xi. n = idade estimada da Terra®.
xii. n = idade estimada da Via Lactea®.
xiii. n = idade estimada do universo observével®'.

(b) Distancia, em metros®*:

i. n = maior distancia possivel entre dois pontos na superficie

da Terra®3.

2Tyeja http:
28veja http:
Pveja http:
30veja http:
3lyeja http:

//en.wikipedia.org/wiki/Second
//en.wikipedia.org/wiki/Date_(Unix)
//en.wikipedia.org/wiki/Earth_Age
//en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way
//en.wikipedia.org/wiki/Age_of _the_Universe

32yeja http:
33veja http:

//en.
//en.

wikipedia.
wikipedia.

org/wiki/Metre
org/wiki/Earth
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http://en.wikipedia.org/wiki/Second
http://en.wikipedia.org/wiki/Date_(Unix)
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth_Age
http://en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way
http://en.wikipedia.org/wiki/Age_of_the_Universe
http://en.wikipedia.org/wiki/Metre
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth

ii.
1il.

1v.

n

n

n

distancia da Terra ao So

134,

= um ano-luz.

= diametro estimado da Via Léictea®.

(c) Velocidade, em metros por segundo:

1.
il.
iii.
v.
V.
vi.

Vil.

n = de um homem.

n = de um animal.

n = de um veiculo terrestre.

n = de um veiculo aquatico.

n = de um veiculo aéreo.

n = da Terra em relacao ao Sol*.

n

= da luz®".

(d) Massa, em gramas:

1.

il.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.
viii.
iX.

X.

n
n
n
n
n
n
n
n
n

n

= de um homem.

= de um carro.

= de um elefante adulto®®.

= de um Boeing-737.

= agua na

Terra®’.

= da Terra®.

= do Sol*'.

= da Via Léactea®.
= da Lua*.

= do universo observavel**.

(e) Volume, em litros:

1.

ii.

n = de um homem.

n = de um carro.

34veja http://en.wikipedia.
35veja http://en.wikipedia.
36yeja http://en.wikipedia.
37veja http://en.wikipedia.
38veja http://en.wikipedia.
39veja http://en.wikipedia.
4Oveja http://en.wikipedia.
4lyeja http://en.wikipedia.
42yeja http://en.wikipedia.
43veja http://en.wikipedia.
Hyeja http://en.wikipedia.

org/wiki/Earth
org/wiki/Milky_Way
org/wiki/Earth
org/wiki/Earth
org/wiki/Elephant
org/wiki/Hydrosphere
org/wiki/Earth
org/wiki/Sun
org/wiki/Milky_Way
org/wiki/Moon
org/wiki/Mass_of_the_observable_universe
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http://en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Elephant
http://en.wikipedia.org/wiki/Hydrosphere
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Sun
http://en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way
http://en.wikipedia.org/wiki/Moon
http://en.wikipedia.org/wiki/Mass_of_the_observable_universe

iii.
v.

V.
vi.

vii.

n = da agua

oceanica na Terra®®.

n = da Terra®.
n = da Lua*’.

n = do So

n = do universo observave

148,

1,

(f) Outras quantidades:

1.

il.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.
Viii.

1X.

141~

1427,

n = populacao de Curitiba.

n = populagao do Parana.

n = populagao do Brasil.

n = populacao da Terra.

produto

S 3 3 3 3
I

= numero de estrelas no universo observéive

1°Y,

= numero estimado de 4tomos no universo observave

interno bruto brasileiro em reais.

= divida interna brasileira em reais.

= numero de células nervosas no corpo humano.

Prove que a composicao de funcoes bijetoras é uma bijecao.

Prove que a relacao ~ sobre conjuntos finitos dada por

A~B:=|Al =B

é uma relagao de equivaléncia.

143*.

Qual o nimero de

(a) multiplos positivos de 3 menores ou iguais a 1007

(b) multiplos positivos de 4 menores ou iguais a 5007

(c¢) multiplos positivos de n menores ou iguais a k?

YSyeja http://en.wikipedia.
46yeja http://en.wikipedia.
47veja http://en.wikipedia.
48veja http://en.wikipedia.
4Oveja http://en.wikipedia.
50veja http://en.wikipedia.
Slyeja http://en.wikipedia.

org/wiki/0Ocean
org/wiki/Earth

org/wiki/Moon

org/wiki/Sun
org/wiki/Observable_universe
org/wiki/Observable_universe
org/wiki/0Observable_universe
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http://en.wikipedia.org/wiki/Ocean
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Moon
http://en.wikipedia.org/wiki/Sun
http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe
http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe
http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe

1447,

1459,

146*.

1477%.

148*.

149~

A.8 Uniao e Produto Cartesiano

Sabendo que se A e B sao conjuntos finitos, entao
|A x B| = |A]|B],
prove por inducao em n que se Aq, ..., A, sao conjuntos finitos entao,

=[] 14
=1

n

g

i=1

Quantos divisores naturais tem o ntimero 727
Quantos divisores naturais tem o nimero 3607

Prove que o niimero de divisores naturais de um inteiro n € N é

k

H(ml + 1)’

=1

onde
k
-
[1x"
i=1

é a decomposicao de n em fatores primos.

(a) Dé uma expressao para o numero de divisores impares de um
nimero dado n.

(b) Dé uma expressao para o numero de divisores pares de um nimero

dado n.

(c) Generalize a resposta dos itens anteriores dando uma expressao
para o numero de divisores pares de um numero dado n que sao e
que nao sao multiplos de um primo p, também dado.

Qual o niimero de inteiros positivos menores ou iguais a 1000 que sao
impares ou quadrados de inteiros?
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150*.

Generalize a resposta dando uma expressao para o nimero de intei-
ros positivos menores ou iguais a n que sao impares ou quadrados de
inteiros. Explique o raciocinio que leva a resposta.

Uma técnica de célculo de nimeros em ponto flutuante que permite
um maior controle da propagacao de erros de precisao é a chamada
aritmética intervalar. Em vez de fazer os calculos com ntimeros, usa-se
intervalos fechados para os calculos.

Por exemplo, em vez de computar m + e e obter um valor aproximado
do resultado, computa-se a soma [3.141 x 10°,3.142 x 10°] + [2.718 x
10°,2.719 x 10°] de intervalos que contém os somandos e obtem-se como
resultado o intervalo [5.859 x 10°,5.861 x 10°] que seguramente contém
7+ e. Com isso sabe-se que qualquer niimero neste intervalo difere de
no maximo 5.861 x 10° — 5.859 x 10° = 2 x 1072 de 7 + ¢, ou seja, o
erro de aproximacao é controlado.

Se a quantidade de nimeros distintos representaveis em ponto flutuante
é n, quantos intervalos diferentes é possivel representar?
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A.9 Sequéncias

1519, Um “bit” é um elemento de {0, 1}.

Se um “byte” é uma sequéncia de 8 “bits”, quantos valores diferentes
pode assumir um “byte”?

1529, Um teclado convencional tem 47 “teclas que geram caracteres”. Cada
tecla pode gerar dois caracteres, conforme combinada ou nao com a
tecla “shift”. Chamaremos de caracteres convencionais os caracteres
que podem ser gerados desta maneira.

Uma senha convencional é uma sequéncia de caracteres convencionais.

Considere um sistema de quebra de senhas a base de “forca bruta”,
isto é, que tenta todas as senhas possiveis, e suponha que o sistema é
capaz de testar 1 (uma) senha por segundo.

(a) Qual o menor tamanho n que deve ter uma senha convencional
para garantir que tal sistema nao seja capaz de testar todas as
senhas possiveis em um dia?

(b) Se o sistema atacante for um milhao de vezes mais rapido, para
quanto mudara este valor?

153, Qual o maior valor de n tal que é possivel gravar em um dvd (4 700 372 992
bytes) todos os possiveis arquivos de tamanho até n?

154*. Quantos resultados possiveis existem para uma sequéncia de

(a) n lancamentos consecutivos de uma moeda?

(b) até n langamentos consecutivos de uma moeda?

155*.  Quantos resultados possiveis existem para uma sequéncia de

(a) n langamentos consecutivos de um dado?

(b) até n langamentos consecutivos de um dado?

156*. O Dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa registra 228 500 verbetes uti-
lizando o alfabeto de 26 letras. O mais longo deles tem 46 letras.
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Supondo que todas as palavras de até 46 letras sejam equiprovaveis,
qual a probabilidade de uma palavra de até 46 letras escolhida unifor-
memente ao acaso estar registrada no Houaiss?

157*. Um palindromo sobre um conjunto A é uma sequéncia (ay, ..., ax) de
elementos de A que “permanece a mesma quando lida na ordem re-
versa’”, isto é, que satisfaz

a; = ap_;11, paratodo1 <1 < k.

(a) Enumere todos os palindromos de tamanho 4 sobre {a, b, c}.
(b) Enumere todos os palindromos de tamanho 5 sobre {a, b, c}.

(¢) Qual o nimero de palindromos de tamanho k sobre um conjunto
de n elementos?

158*.  Um protocolo de comunicacao usa trés tipos de pacotes de dados, T,
T, e T3, diferenciados por um campo inicial. Os pacotes do tipo T}
tem, 4 bits de dados apés o campo inicial (identificagdo do tipo); os
pacotes do tipo T tem 8 bits de dados; e os pacotes do tipo 73 tem 10
bits de dados. Qual o nimero de pacotes distintos que existem neste
protocolo?

159*. O endereco de um dispositivo na InterNet (enderego IP) é um nimero
de 4 bytes.

(a) Qual o nimero de enderegos IP possiveis?

(b) Dos enderegos possiveis, as seguintes faixas de enderecos sao re-
servadas para redes locais:

e 10.0.0.0 a 10.255.255.255

e 172.16.0.0 a 172.31.255.255

e 192.168.0.0 a 192.168.255.255
e 169.254.0.0 a 169.254.255.255

Qual o nimero de enderecos IP nao-reservados na rede?

160*. Interfaces de rede recebem uma identificacao do fabricante conhecida
como endereco MAC que é um nimero de 48 bits®>. Se a inclusao

52 Atualmente é um nimero de 64 bits, o que ja é usado por tecnologias como Fire Wire,
IPv6, 802.15.4).

243



161*.

162*.

163*.

164*.

165™.

digital for um sucesso absoluto, quantas intefaces de rede poderiam ser
dadas a cada habitante do planeta?

Em um jantar foram servidos 2 tipos de entrada (paes com patés e
salada), 3 tipos de massa (espaguete, talharim e nhoque), 4 tipos de
molho (bolonhesa, pesto, branco e funghi), e 2 tipos de sobremesa (sor-
vete e salada de frutas). Sabendo que nenhum convidado escolheu a
mesma combinacao, e que todos que escolheram a salada nao escolhe-
ram nhoque, qual o niimero maximo de convidados?

Uma data é uma sequéncia de 8 digitos da forma didamimeaqasazay,
onde dids, myms € ajasazay sao digitos representando o dia, meés e
ano, respectivamente. Por exemplo, 25122012 e 14071889 sao datas e
31022013 e 48151623 nao sao.

(a) Desconsiderando os anos bissextos, quantas das sequéncias de 8
digitos sao datas vélidas?

(b) Qual a probabilidade de uma sequéncia de 8 digitos escolhida uni-
formemente ao acaso ser uma data?

(c) Se um gerador aleatério gera uma sequéncia de 8 digitos a cada
segundo (independente e uniformemente), qual é a probabilidade
de nao ter gerado nenhuma data ao final de um minuto?

A licenca de um veiculo no Brasil é uma cadeia composta por 3 letras
seguida de 4 digitos. Quantos veiculos licenciados pode haver simulta-
neamente no Brasil? Compare com a resposta do exercicio 140(f)iii.

Os numeros de telefone no Brasil podem ser nimeros de 8 digitos,
sendo que o primeiro nao pode ser 0 ou de 9 digitos, sendo o primeiro
necessariamente um 9.

(a) Quantos nimeros de telefone sdo possiveis no Brasil?

(b) Existem mais ntimeros de telefone ou licengas de veiculo® possiveis?

Um certo monitor de computador tem resolucao de 640 por 480 pizels
com resolugao de cor de 32 bits (também conhecido como “truecolor”,

53Veja o Exercicio 163
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166™.

isto é, cada pizel pode assumir 23 cores diferentes). Sua frequéncia
de varredura (isto é, a frequéncia com que a imagem exibida pode ser
modificada) é de 60 Hz. Quanto tempo, no minimo, levaria o monitor®*
para exibir todas as imagens possiveis?

O Secure Hash Algorithm 1 (SHA-1) é uma fungao de hashing que associa
sequencias de bytes de qualquer tamanho a sequéncias 160 bits.

Por exemplo, a imagem da sequéncia de bytes correspondente a cadeia
“The quick brown fox jumps over the lazy dog” é a sequéncia de bits
2fd4el1c67a2d28fced849eelbb76e7391b93eb12 em notacao hexadeci-
mal.

Um dos usos do SHA-1 é o de servir como uma espécie de “assina-
tura” de arquivos. Desde sua adocao em 1993 até 2017 nao se conhecia
nenhum exemplo de dois arquivos com o mesmo valor de SHA-1.

(a) Quanto espago no minimo seria necessario para armazenar um
conjunto de arquivos que garantisse que ao menos dois deles ti-
vessem 0 mesmo valor de SHA-17

(b) Supondo que estes arquivos estivessem disponiveis e que o tempo
necessario para computar o valor de SHA-1 de um arquivo de n
bytes seja cin e que o tempo necessario para comparar dois va-
lores de SHA-1 seja co (¢ e ¢y sdo constantes medidas em “ciclos
de processador”), qual o tempo necessario para garantidamente
identificar dois arquivos deste conjunto com o mesmo valor de

SHA-17

(c) Se a frequéncia do processador é de f Hz, quanto tempo seria ne-
cessario para garantidamente identificar dois arquivos deste con-
junto com o mesmo valor de SHA-17

54Estes pardmetros sio mais ou menos os mesmos em se tratando de um televisor con-
vencional.
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A.10 Funcoes

Deduza que existem n* funcdes [k] — [n] através dos seguintes passos.

(a) Defina f(k,n) := nimero de funcoes [k] — [n].

(b) Observe que cada funcdo f: [k] — [n] corresponde a um par (z, g)
onde x € [n] corresponde a imagem de k por f e g: [k — 1] — [n]
corresponde as imagens de 1, ...k — 1 por f.

(c) Use esta observacao para descrever f(k,n) por meio de uma re-
corréncia.

(d) Resolva esta recorréncia.

Quantos circuitos combinacionais funcionalmente distintos com e en-
tradas e s saldas sao possiveis?

De quantas maneiras distintas podem acontecer os aniversarios de um
grupo de n pessoas?

As letras do cédigo MORSE sao formadas por uma sequéncia de tragos
( _ )epontos ( . ), sendo permitidas repetigdes. Observe alguns
exemplos utilizando quantidades distintas de simbolos:

e 3 simbolos: ( -, . , _ )
e 4simbolos: ( . , . , -, . )
e S5simbolos: ( -, _, ., _, . )

Nessas condicoes, determine quantas letras poderiam ser representadas
utilizando-se, no maximo, 8 simbolos?

(VUNESP-04) Um certo tipo de c6digo usa apenas dois simbolos, o
nimero zero (0) e o nimero (1) e, considerando esses simbolos como
letras, podem-se formar palavras. Por exemplo: 0, 01, 00, 001 e 110 sao
algumas palavras de uma, duas e trés letras desse codigo. O niimero
maximo de palavras com cinco letras ou menos, que podem ser formadas
com esse codigo é:

246



1729,

173*.

174>

175*.

Muitos problemas de importantes otimizacao podem ser formulados
como segue.

Sao dados um conjunto finito A e uma funcao v: 24 — Q que associa
a cada subconjunto S de A um wvalor numérico v(S). O objetivo é
determinar um subconjunto A de valor minimo, isto é, um conjunto
S C A tal que

v(S) < w(S’), paratodo S’ C A.

Um algoritmo de busca exaustiva (também chamado de algoritmo de
forga bruta) para um problema assim é um algoritmo que computa
v(S) para cada subconjunto S C A e devolve um subconjunto de valor
minimo.

Nesse contexto, considere um algoritmo de busca exaustiva que conse-
gue computar um novo conjunto S C A e o valor de v(S) por segundo.

(a) Qual o maior tamanho de A para o qual o programa consegue
resolver o problema em 1 dia?

(b) Se em vez de 1 conjunto por segundo o algoritmo fosse capaz de

analizar 1 conjunto por ciclo de maquina, num processador de
AGH2z?

(c) E se, nas condi/Ges do item anterior, estivéssemos dispostos a
esperar um ano?

A.10.1 Fungoes Injetoras (Arranjos)

(VITA-SP) Considere os nimeros de dois a seis algarismos distintos
formados utilizando-se apenas 1, 2, 4, 5, 7 e 8. Quantos desses niimeros
sao impares e comecam com um digito par?

(VUDESC) O ntmero de anagramas de quatro letras, comegando com
a letra G que pode ser formado com a palavra PORTUGAL é:

(VUFPR) Dentre todos os nimeros de quatro algarismos distintos for-
mados com algarismo pertencentes ao conjunto {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
quantos sao divisiveis por 27
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178*.

179*.

180*.

181¢.

182~

(UFCE) Qual é a quantidade de nimeros inteiros formados por trés
algarismos distintos, escolhidos dentre 1, 3, 5, 7 e 9 e que sao maiores
que 200 e menores que 800.

A.10.2 Fungoes Bijetoras (Permutacoes)

Colocando todos os niimeros obtidos pelas permutacoes dos digitos de
{1,2,3,4,5} em ordem crescente, qual o lugar ocupado pelo nimero
435217

Um clube resolve fazer uma Semana de Cinema. Para isso, os organi-
zadores escolhem sete filmes, que serao exibidos um por dia. Porém,
ao elaborar a programacao, eles decidem que trés desses filmes, que sao
de ficcao cientifica, devem ser exibidos em dias consecutivos. Qual o
numero de maneiras diferentes que se pode fazer a programagcao.

Sobre uma mesa estao dispostos livros distintos, sendo 4 de algoritmos,
2 de arquitetura e 5 de calculo. De quantas maneiras os livros podem
ser empilhados sobre a mesa de tal forma que aqueles que tratam do
mesmo assunto estejam juntos?

A seguinte afirmagao é verdadeira? Justifique.

A probabilidade de obter uma permutacao das cartas que
nunca aconteceu antes ao embaralhar um baralho comum é
maior que 50%.

Dois meninos e trés meninas formarao uma roda dando-se as maos. De
quantos modos diferentes poderao formar a roda de modo que os dois
meninos nao fiquem juntos?

(ENEM) Joao mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes, loca-
lizados em cidades diferentes da sua, conforme ilustra a figura abaixo.
Cada trajeto possivel pode ser representado por uma sequéncia de 7
letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que ele saira da
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184*.

cidade A, visitante as cidades B, C, D, E e F nesta ordem, voltando
para a cidade A. Além disso, o nimero indicado entre as letras informa
o custo do deslocamente entre as cidades.

Como Joao quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto
de menor custo para visitar os cinco clientes. Examinando a figura,
percebe que precisa considerar somente parte das sequéncias, pois os
trajetos ABCDEFA ¢ AFEDCBA tem o mesmo custo. Ele gasta
1mim20s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, con-
forme apresentado. O tempo minimo necessario para Joao verificar
todas as sequéncias possiveis no problema é de

Uma familia é composta por seis pessoas: o pai, a mae e quatro filhos.
Num restaurante, essa familia vai ocupar uma mesa redonda. Em quan-
tas disposicoes diferentres essas pessoas podem se sentar em torno da
mesa de modo que o pai e a mae fiquem juntos?

(VUFU-MG (1996)) Quer-se colocar as bandeiras de oito paises em
uma praga de forma octagonal, de modo que as bandeiras fiquem nos
vértices do octégono e que as bandeiras de Brasil e Portugal ocupem
vértices consecutivos. Pode-se fazer isso de quantas maneiras?
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A.11 Subconjuntos

185%. A mega—sena ¢ uma loteria onde sao sorteados 6 dentre os ntimeros de
1 a 60, sendo todos os resultados possiveis equiprovaveis.

Para cada k > 6, uma k-aposta é uma escolha de k dentre os ntimeros
de 1 a 60. Ganha-se a loteria com uma k-aposta se 6 dentre os k
nimeros que compoem esta k-aposta sao os sorteados. Uma aposta
simples é uma 6-aposta.

(a) Quantos sao os resultados possiveis de um sorteio da mega-sena?
(b) Qual a chance de ganhar a mega-sena com uma aposta simples?

(c) Quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena com uma
7—aposta, comparada com a chance de ganhar com uma aposta
simples?

(d) Em geral, quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena
com uma k—aposta, comparada com a chance de ganhar com uma
aposta simples?

186*. O sorteio 2052 da mega-sena (23 de junho de 2018) ficou famoso porque
pela primeira vez na histéria da loteria, todos os seis niimeros sorteados
(50, 51, 56, 57, 58 e 59) pertenciam a mesma dezena.

Considerando todos os sorteios equiprovaveis, qual a probabilidade de
um sorteio da mega-sena (seis nimeros entre 1 e 60) pertencerem a
mesma dezena?

187#. Seja A um conjunto finito e seja k € N. Prove que
A A
k Al — k)

188*. Numa formatura de 55 alunos de Ciéncia da Computacao, cada aluno
cumprimentou cada um de seus colegas exatamente uma vez, parabenizando-
o por ter se formado. Quantos cumprimentos foram trocados?
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189%. Prove™ que

para todo n, k € N.

190*. Quantas sao as sequéncias binarias de n digitos com

(a) exatamente k digitos 1s?
(b) pelo menos k digitos 1s?

(c) no maximo k digitos 1s?

191*. Numa sala ha 5 lugares e 7 pessoas. De quantas modos diferentes essas
pessoas podem ocupar a sala, sendo que até 5 podem ficar sentadas e
o resto em pé se

(a) as cadeiras sao idénticas?

(b) as cadeiras sao distintas?

192*. De quantas maneiras’® podem ser escolhidos 3 niimeros naturais dis-
tintos de 1 a 30 de modo que sua soma seja par?

193*. Ao final de um campeonato de futebol®”, somaram-se as pontuacoes
das equipes, obtendo-se um total de 35 pontos. Cada equipe jogou
com todos os adversarios apenas uma vez. Determine quantos empates
houve no campeonato, sabendo que cada vitoria valia 3 pontos, cada
empate valia 1 ponto e que derrotas nao pontuavam.

- n
= 2”
()=
k=

usando resultados de contagem.

194%. Prove que

[en]

55Sugestao: use o Exercicio 187
56Questdo de vestibular da UNICAMP; contribuicdo de Gabriel Gugik
5TQuestao de vestibular da IME (2004); contribuicao de Gabriel Gugik
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Considere um baralho de 52 cartas divididas igualmente entre os 4
naipes (ouros, espadas, copas e paus).

(a) Qual é a probabilidade de, numa mao de 10 cartas, exatamente 2
delas serem de espadas?

(b) Dentre todas as (582) maos possiveis de 8 cartas, quantas delas tém
exatamente 2 cartas de cada naipe?

Uma urna contém a bolas azuis e v bolas vermelhas todas distintas entre
si. De quantas maneiras ¢ possivel retirar desta urna uma amostra de
n bolas com exatamente k bolas azuis?

Dado n € N, um grafo de n vértices é um conjunto G C ([Z]). Cada
elemento de [n] é chamado de vértice de G e cada {u,v} € G é chamado
de aresta de G. Em cada item, explique o raciocinio que leva a resposta.

(a) Quantos diferentes grafos de n vértices existem?

(b) Quantos diferentes grafos de n vértices com m arestas existem?

(¢) Uma descri¢io de um grafo G é uma sequéncia de 2|G| + 1 intei-
ros. O primeiro inteiro é o nimero de vértices de G. Cada um
dos |G| pares de inteiros seguintes representa uma aresta de G.
Por exemplo as sequéncias (3,1,2,2,3), (3,2,1,2,3) ¢ (3,2,3,1,2)
sdo trés descrigoes diferentes do grafo G = {{1,2},{2,3}} de 3
vértices. Quantas descricoes diferentes tem um mesmo grafo G' de
n vértices e m arestas?

A.12 Composicoes
Quantas composicoes admite um inteiro n?

De quantas maneiras é possivel distribuir k bolas idénticas por n urnas
distintas, de maneira que cada urna tenha pelo menos m bolas?

De quantas maneiras é possivel distribuir £ bolas idénticas por n urnas
distintas, de maneira que cada urna u tenha pelo menos m(u) bolas?
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2027 .

203.

Quantas composicoes fracas com até n parcelas admite um inteiro n?

Em funcao dos valores de k e n, quantas solugoes inteiras nao negativas
(ou seja, z; > 0, paratodoi € [k]) distintas admitem as seguintes
equacoes.

No jogo Defense of the Ancients (DotA) o herdi tem trés diferentes tipos
de orbs. Cada combinagao de trés orbs, quaisquer que sejam seus tipos,
resulta numa arma.

(a) De quantas diferentes armas dispoe o herdi?

(b) Responda a mesma pergunta para a versao generalizada onde exis-
tem k diferentes tipos de orbs e cada combinacao de n orbs resulta
numa armd.
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A.13 Inclusao/Exclusao

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 1000 que sao
divisiveis por 3 ou por 5 ou por 77

Generalize o raciocinio dando uma expressao para o nimero de inteiros
positivos menores ou iguais a n que sao divisiveis por pelo menos um
dentre di, ds, . .., dg.

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 2001 que sao
multiplos de 3 ou 4 mas nao sao de 57

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 10000 que sao
multiplos de 4 ou 6 ou 10?7

Qual o ntimero de solucoes inteiras de”

1+ a9 +23=12,0<x; <57

Usando o principio da Inclusao/Exclusao e o fato de que os niimeros
compostos (i.e., a = b.c, com a, b, ¢ € N—1nao é composto nem primo)
menores ou iguais a n sao divisiveis por algum numero primo menor
ou igual a k tal que k = |y/n|, determine:

(a) O numero de primos que sdo menores ou iguais a 111

(b) O ntumero de primos menores ou iguais a n

Em um jogo, um dado de 6 faces numeradas é jogado 5 vezes e o jogador
ganha se o resultado da ultima jogada for igual ao de pelo menos uma
das jogadas anteriores. Qual é a probabilidade de ganhar neste jogo?”’

*8Sugestao: Para cada i € [3], considere o conjunto

G; = {(xl,xg,xg) es | i > 5},

onde S é o conjunto das solugdes inteiras nao negativas de 1 + 3 + x3 = 12.
S9Extraido e adaptado de (?, ex. 4)
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Uma classe tem 2n estudantes agrupados em n duplas®.

(a) Mostre que existem (2n)!/(2"n!) maneiras de agrupar os 2n estu-
dantes em n duplas.

(b) Considere um agrupamento inicial dos 2n estudantes em n duplas.
De quantas maneiras pode-se reagrupar os estudantes de forma
que cada dupla esteja quebrada (ou seja, de forma que cada dupla
seja diferente)?

A fungao tociente de Euler®' (ou func¢do ¢ de Euler) é a fungao que,
dado n € N conta o niimero de inteiros positivos menores que n e sem
divisores em comum com n, isto é

6(n) = |{k € [n] | mdc(k,n) = 1}].

Por exemplo, ¢(12) = 4 pois hé quatros inteiros positivos, 1, 5, 7 e
11 que sao menores ou iguais a 12 e sem divisores em comum com 12.
Convenciona-se que ¢(1) = 1.

Use o Principio de Inclusao—Exclusao para verificar que

-

onde pq,...,pr sao os primos distintos que dividem n.

2: Se p é primo, entao nenhum inteiro menor que p tem divisor em co-
mum com p e, portanto, ¢(p) = p—1. Se p é primo e e > 1, entao ¢(p°)
é o numero de termos da sequéncia (1,2,3,...,p,p+1,...,2p,...,p°)
que nao sao divisiveis por p. Os nimeros divisiveis por p nesta sequéncia
sao p,2p,3p,...,p°. Assim

ey — e _ e~ _ e _1
o) =p° —p p(l p)

60Extrafdo e adaptado de (?, ex. 8)
61Extraido e adaptado de (?, ex. 9)
62Sugestao: Extraido de (?, p. 124, exemplo 6.6)
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A.14 Pontos Fixos de Permutacoes e De-
sarranjos

212.  (a) Qual o numero de permutagoes sobre um conjunto de n elementos
com exatamente um ponto fixo?

(b) Qual o nimero de permutagoes sobre um conjunto finito de n
elementos com exatamente k& pontos fixos?

(¢) Qual o nimero de permutagoes sobre um conjunto finito de n
elementos com pelo menos k pontos fixos?

(d) Qual o ntmero de permutagdes sobre um conjunto finito de n
elementos com no maximo k pontos fixos?

(e) Mostre que o ntiimero de permutagoes sem ponto fixo e o niimero
de permutagoes com extamente um ponto fixo sobre um conjunto
de n elementos difere de um para todo n € N.

213. De quantas maneiras podemos arranjar os inteiros 1,2,3,...,10 de
forma que nenhum dos cinco primeiros (i.e. 1,2,3,4,5) aparecam em
suas posi¢oes naturais/originais®?

214. (a) Quantas permutagoes sobre [n] existem de forma que ¢ nunca é
seguido de 7 + 1 para nenhum 1 < i < n?%

(b) Como essa resposta muda, se incluirmos a restrigao de que n nao
pode ser seguido de 17

215.  Suponha que numa disciplina de pés-graduacao, a avaliacao final é rea-
lizada por meio da entrega de um relatorio técnico, em forma de artigo
cientifico, sobre um trabalho pratico desenvolvido com os conhecimen-
tos adquiridos ao longo da disciplina. O professor desta disciplina quer
desenvolver em seus alunos/estudantes a capacidade de avaliagao de ar-
tigos cientificos e propoe que a avaliacao dos relatorios seja feita pelos
préprios alunos.

Considerando que a turma é composta de apenas 5 alunos, de quantas
maneiras distintas o professor pode distribuir os relatérios técnicos aos
alunos de forma que um mesmo autor nao avalie o seu artigo.

63Extrafdo de (?, ex. 4)
64Extraido e adaptado de (?, ex. 9)
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216.

217.

Para a palavra UFPR, podemos formar quantos anagramas de forma
que cada letra nao aparega em sua posicao original.

Considere uma palavra formada por uma sequéncia de n letras A se-
guida de mais m letras B, quantos anagramas podemos formar dessa
palavra de forma que nenhuma letra esteja em sua posicao original.
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