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Teorema 23

Teorema 23: Se f: A— B e g: B — C sdo fungdes continuas, entdo fog: A— C é
uma func¢do continua.

Prova: Exercicio 41 (Calculo I).



Teorema 24

Teorema 24: Sejam A,B,C CRef: A— Be g: B— C fungdes crescentes. Ent3o
fog: A— C é crescente.

Prova: Exercicio 42



Teorema 25

Teorema 25: Sejam A,B,C CRef: A— Be g: B— C fungdes integralizadas, isto
é, satisfazendo

f(x) €Z = x € Z, paratodo x € A,
g(x) € Z = x € Z, para todo x € B.

Entdo f o g: A — C é uma fungdo integralizada.
Prova: Exercicio 44



Corolario 26

Corolario 26: Sejam A,B,C CR esejam f: A— B e g: B — C fungbes continuas,
crescentes e integralizadas. Entdo, para todo x € A,

[fog(lx])] = [fog(x)], e
[fog([xD)] = [fog(x)],

Prova: Exercicio 43.



Corolario 27

Coroldrio 27: Seja A C R e seja f: A — A uma fungdo continua, crescente e
integralizada. Ent3o, para todo x € A, e todo n € N,

(D) = 176,
(DT = [F701-



Corolario 27

Coroldrio 27: Seja A C R e seja f: A — A uma fungdo continua, crescente e
integralizada. Ent3o, para todo x € A, e todo n € N,

(D) = 176,
(DT = [F701-

Prova: Seja AC R e seja f: A— A uma fungdo continua, crescente e
integralizada.
Seja x € A. Vamos provar por indu¢do em n que

(D) = 176,
(DT = [0,

para todo n € N.



Corolario 27

HI: Seja a € N tal que

para todo k € [0..a].



Corolario 27

HI: Seja a € N tal que

para todo k € [0..a].

Passo: Vamos provar que
1. Lf"“(LxJ)J = Lf"’*l(x)J, e
2 [fa—i—l([)dﬂ — {fa+1(x)—|.



Corolario 27

Passo: ...
1. Vamos provar que

Lfa—HQXJ)J — Lfa—H(X)J ]

Sea+1>0, entdo

L (xD)] = LF7 o £(1x])) = LF(F (X))

e como 1 € [0..a] pela HI temos que

(X)) = [F1(x)]

isto é

entao



Corolario 27

Passo: ...
1. ..
Como a € [0..a], pela HI também temos que

LF(xD)] = [F2(x)]

e portanto,

L (D) = LA (<))
= LF(LFP ()] -

Finalmente, do Coroldrio 26 temos que

LFHLFCID] = [F(F())] = [FH(0)] -



Corolario 27

Passo: ...

Como a € [0..a], pela HI também temos que

LF(xD)] = [F2(x)]

e portanto,

L (D) = LA (<))
= LF(LFP ()] -

Finalmente, do Coroldrio 26 temos que

LFHLFCID] = [F(F())] = [FH(0)] -

. A prova de que

[ (D] =[]

segue um argumento em tudo andlogo ao acima.



Corolario 27

Base: Vamos provar que ¥ satisfaz
(x|
[ F4(1xD)]

para todo k < 1.



Corolario 27

Base: ...

Para k = 0 temos
LFO(xD)] = LIx]] = 1x],
()] = x],

e portanto,

LFxD] =[]

Pelo mesmo argumento concluimos que

[FO(Tx)] = [F(x)]



Corolario 27

Base: ...
Para kK =1 temos

[FH(Lx))] = LF(LxD)]
e como a fungdo f é continua, crescente e integralizada, temos do
Teorema 15 que

Como
[FH(x)] = LF(x)],
concluimos que

(X)) = [F1(x)] -

Pelo mesmo argumento concluimos que

[FH(IxD] = [F1(x)]



Colorario 28

Coroldrio: Sejam k #0 e f: R — R tais que
X
)= |-

(x) = L%J , para todo n € N.

Entao

Prova: Exercicio 92



