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-: exercicios de interesse marginal: complementam o assunto de
alguma forma mas podem ser ignorados sem comprometer o
entendimento.

@: exercicios programados para discussao em aula: procure faze-
los antes de serem discutidos em aula.

*: exercicios prioritarios: na impossibilidade de fazer todos, de
prioridade a estes.

#: exercicios mais dificeis e/ou trabalhosos: nao comece por es-
tes.



3.

4@,

o*.

1 Elementos de Loégica

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) “2 S 37).
(b) “10 > 20”.
(C) “xQ S ZIZ'”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) (1<2)e(2<3) = (1<3),

(b) (1<2) = (10 < 30),

(c) 1>2 = 2<3,

(d)1>2 = 2>3.

Sejam P e () os seguintes predicados.
P(z) : x<a2?

Qz,y) + <y’

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(2).

(b) P(1/2).

(c) Q(1,1).

(d) R(t) = Q(1,1)

Seja P(x) o predicado “zx < x?”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(x), para todo z € R.

(b) P(z), para algum z € R.

(c) P(x), para todo z > 1.

(d) P(z), paraalgum 0 < x < 1.

Prove que se A, B e C sao proposicoes, entao
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(a) = A, ou seja, a partir de uma proposi¢ao falsa pode-se
concluir qualquer coisa.

(b)) A = B=(ndo A) ou B.

(c) (A = B) = ((ndo B) = (ndo A)), também conhecida
como contrapositiva da implicacao. Uma “prova de A = B por
contrapositiva” é uma prova de que (( ndo B) = ( ndo A)).

(d) (A = F) = ndo A, ou seja, uma implica¢do cujo consequente
é falso s6 pode ser verdadeira se o antecedente é falso. Este é o
principio por baixo das “provas por contradi¢gao”.

(e) (A = B)ou (A = ())=(A = (B ou()) (distributivi-
dade da disjuncao pela implicagao).

f) (A = B)e(A = (C)) = (A = (Be(C)) (distributivi-
dade da conjuncao pela implicagao).

(g) (B = Aou(C = A) = ((BeC) = A) (outra
distributividade).

(h) (B = A)e(C = A) = ((Bou(C) = A) (outra
distributividade).

(i) (A = B)e (A = (n3o B))) = ( n3o A) (outra maneira
de expressar o principio por baixo de uma prova por contradi¢ao).

Considere os seguintes predicados.
I(z) = z€Z,

P(f,x) I(z) = I(f(x)),
Qlf.x) = I(f(x) = I(2).

Dé um exemplo de funcao g: R — R que

(a) ndo satisfaz o predicado P(g,x), para todo = € R.
(b) satisfaz o predicado Q(g, z), para todo x € R.

Considere os seguintes predicados.

L(f) = limf(n) =0,

P(n, f,g,h) f(n) = g(n)(1+ h(n)),

B(f,g,h) L(h) e (P(n, f,g,h), para todo n € N),
9) h),

A(f, B(f, 9,

para algum h: N — R.
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97,

107,

Dé um exemplo de funcoes f,g: N — R que

(a) satisfazem A(f,g).
(b) nao satisfazem A(f,g).

Seja O(f) o seguinte predicado (onde f: N — R).

((n>k = |f(n)] <c), para algum k > 0), para algum ¢ > 0), para todo n > k.

Avalie as seguintes proposicoes justificando cada uma, isto é, apresen-
tando uma prova de se sao verdadeiras ou falsas.

(a) O(n/(n—1)),
(b) O(n),

(c) O(10 + 1/n),
(d) O(logn),

(e) O(42).

Considere os seguintes predicados.

Pi(f,g.¢,n) = |f(n)] < clg(n)],
Py(f,g9,¢,k) = Pi(f,g,¢,n), para todo n > k,
Ps(f,g9,¢) = Paf,g,¢, k), para algum k € N,
O(f,9) = Ps(f,g,¢), para algum c € R.

Para cada par de funcoes f, g: N — R, classifique as proposicoes abaixo
como verdadeiras ou falsas.

(a) O(f,9), para f(n) =n e g(n) =n?
(b) O(g, f), para f(n) =n e g(n) =n?
(c) O(f,9), para f(n) =n/2e g(n) =n.
(d) O(g. f), para f(n) =n/2e g(n) =n.

Sejam D(z,y,d) e M(z,y) os seguintes predicados, respectivamente.

D(z,y,d): |z —y| <d,



M(z,y): = >y.

Use os predicados D(z,y,d) e M(x,y) para expressar os seguintes pre-

dicados.

Li(f,a,l): lim f(z) = L.

r—a

Lo(f,0): lim f(z) =1
T—r 00

Ls(f,a): lim f(z) = oo.
T—ra

(

La(f): lim f(z) = oo
2 Conjuntos e Inteiros

11, Seja A um conjunto finito e seja B C A. Prove que

A=(A—-B)UB,

12*. Sejam A, B e C conjuntos finitos. Prove que

(AUB)NC=(AnC)u(BNQO),

13*. Dados f,g: A—>Ce X C AeceC,éverdade que

(a)
H c=c|X]|?

(b)
[T (f@) + () = [T f@) + [T 9()?
(c)
> fl@)glz) = (Z f(x)) <Z g(m)) ?
Justifique.



14#. Seja A um conjunto e seja k € N. Vamos denotar por (’2) o conjunto
dos subconjuntos de k elementos de A, isto é,

(1) = tscalisi=n.

Dado a € A, sejam

)
ao— (A,
A = {Su{a}|SeAat).

A _
=A"UA
(k) o

3 Equivaléncia Assintdética

Prove que

15*. Prove que se f,g: N — R sdo tais que f(n) ~ g(n) e g(n) nao é
assintoticamente nula, entao

f(n)

lim ——= = 1.

g(n)

n n?
2 2

16°. Prove que

17*. Seja P: N — R dado por
P(n) = agn® + ain* + agn® + ... + axn”,

com ay # 0, um polinomio de grau k.

Prove que
P(n) ~ ayn*.



18™.

19*.

20™.

21~

22*.

23*.

E verdade que
lgn ~ logn?

Justifique.

Prove que

1+v5)  [(1-v5\ 1++5)"
9 - 2 ~ 2

Seja c € C—{0,1} e seja

Prove que

(a) se 0 < ¢ <1, entdo s(n) ~ .

(b) se ¢ =1, entao s(n) =n+ 1.
Cn+1
c—17

(c) se ¢ > 1, entao s(n) ~

Sabendo que
limH(n) —lnn =+ €R,

prove que
H(n) ~Inn.

Prove que



24~

259,

26°.

27,

28*.

29~

A partir da aproximacao de Taylor

n %

Z x_' ~ e*, para todo z € C,
— il
conclua que
11
—1)'= ~ -
Z< ) e

1=0

A partir da aproximacao de Stirling,

n n
n! ~v2mn <—) ,
e

prove que
log, n! ~ nlog,n, para todo b > 1.

Use o resultado do Exercicio 25 para provar que

Zlogbz’ ~ nlog,n, para todo b >1
=1

Sejam F, f,g,h: N — R e ng € N tais que F(n) ~ f(n), F(n) ~ h(n),
e
f(n) < g(n) < h(n), para todo n > ng,

Prove que, neste caso,

Prove que, se f,g,h: N — R, entao

(a) f(n) ~ f(n).
(b) Se f(n) ~ g(n), entao g(n) ~ f(n).
(c) Se f(n) ~g(n) e g(n) ~ h(n) entao f(n) ~ h(n).

Sejam f,g: : N — R. E possivel que f(n) ~g(n)elim f(n) —g(n) =
oo? Justifique.



4 Piso e Teto

30*. Prove que [x] é o unico inteiro que satisfaz
r<[z] <zx+1,

para todo z € R.

31*. Prove que
max{k €Z |k <z} =]z —1],

para todo z € R.

32*.  Prove que
[x]+z=[x+z].

para todo z € R e todo z € Z.

33*. Prove que, para todo z € R, temos que min{k € Z | k > x} é o tnico
inteiro m satisfazendo x < m < x + 1 e conclua dai que

min{k € Z | k >z} = |z| + 1L

34°. Prove que

g < ollen) <y < oflsnl < 9y

para todo n € N

35*.  Prove que, para todo n > 0,

()
1

o< P
5 < oMgn] =1 = Sliga] <4

L
{2ngan o

LQ_ZJ = () se e somente se x > Ign.

(b)
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36™.

37*.

38*.

39*.

llgn] > [lg(n — 1)] se e somente se n é poténcia de 2.

[lgn] < [lg(n+1)] se e somente se n é poténcia de 2.

(f)
lg(n+1)] = |lgn] + 1.

E verdade que | f(n)| ~ f(n) para toda f: N — R? Justifique.

E verdade que 321 | f(i)] ~ 327, f(i) para toda f: N — R? Justifi-

que.

Prove que, para todo n € N,
n+1 [n“
° = |=
2 2
n—1 VLJ
° =|=
2 2

Algoritmos sobre vetores baseados na ideia conhecida como “divisao e
conquista” frequentemente recebem como entrada um vetor indexado
por [a..b] e executam recursivamente sobre os vetores indexados por
[a..m] e [m + 1..b], onde m = |[“2]. O objetivo deste exercicio ¢
expressar corretamente os tamanhos dos subvetores em funcao do ta-
manho n := b — a + 1 do vetor original.

Prove que, para todo a,b € Z,

(a) a+ b é par se e somente se n é impar.

(b) m—a+1=|Z|.

(c) (m+1)—b+1= LSJ

m)my_m_a+1:{ﬁ§if

1

!Sugestao: Use o Exercicio 38
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40*. Prove que, para todo x € R,

n

> g

i=1

aparece com certa frequéncia em aplicacoes ligadas & computacao®. O
objetivo deste exercicio é provar que

n

Z |lgi] ~ nlgn.

i=1
(a) Prove que
|lgi| = k, para todo i € [2F..25F —1].

(b) Prove que, para todo £ € N, se n = 2 — 1, entao

n £ 2kt 1
2 leil =% > leil.

(c) Combine os itens anteriores para concluir que, se n = 2¢—1, entao

n l

> llgi) =) k2t

=1

(d) Sabendo que

Z k2F = 2""1(n — 1) 4 2, para todo n € N,
k=0
conclua que, se n = 2° — 1, entdo

Zn: gi| =nllgn| — 2"+ — |lgn| - 2).

2Veja o Exercicio 83 para um exemplo.
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42,

43*.

44°,

45*.

(e) Prove que®

n

Z llgi| ~ nlgn.
=1

(f) As proposigoes acima podem ser generalizadas para logaritmos em
outras bases além de 27 Como?

Seja f: R — R uma funcao crescente e continua satisfazendo

flz) € Z = x € Z, para todo z € R.

Prove que

Prove que

(a) f uma fungao continua.
(b) f uma fungao crescente.

(¢) f(zr) € Z = =z € Z, para todo z € R.

Prove que
lgn ~ |lgn| ~ [lgn]

Dé um exemplo de uma funcao f: N — R tal que f (n) nao é inteiro para

uma quantidade infinita de valores de n € N e Z i)] ~ Z f@@)

i=1

3Sugestao: use o resultado do Exercicio 35
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5 Inducao

46*. Prove que
u -1

ZCi: c—1 "7

i=0
para todo n € N e todo ¢ € C — {0, 1}.

47*.  Prove por inducao que
it =2"(n —1)+2,
i=0

para todo n € N.

48*. Dados n,k € N, o coeficiente binomial (Z) é definido da seguinte ma-

neira
1, se k=0,
n
(1) =4+, ser<hsn
0, caso contrario.

Prove, por inducao em n que, se 0 < k < n, entao

Z (Z) = 2", para todon € N.

k=0

49*.  Prove que (cfr. Exercicio 48)

e n+1
Z(k) = (k:—f—l)’ para todo n, k € N.

i=k

50*. Prove por inducao em n que, dados z,y € C,
- n i, n—1 n
> (7)o =
i=0

para todon € Nen >0 4.

*Sugestao: Use a defini¢do de (}) dada no Exercicio 48
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Conclua a partir dai que

para todon € Nen > 0.

51¢. Prove por inducdo em n que

2" < n!, para todon > 4.

529, Prove que todo inteiro n > 2 pode ser escrito como produto de niimero
primos.

53%. A sequéncia de Fibonacci é a funcao F: N — N dada por

n, sen <1
F(n)=
Fin—1)+ F(n—-2), sen>1.

(a) Prove por inducdo em n que

F(n)= \/?S ((14_2\/3) - (1_2\/3> ), para todo n € N

(b) Conclua que

54*.  Prove que

(1 ) (M pG Ty ) podon =

onde F é a sequéncia de Fibonacci (cfr Exercicio 53)°.

5Este 6 um dos algoritmos mais eficientes para o célculo da sequéncia de Fibonacci.
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55*.  Prove por inducao em n que
(vV2)""! < F(n) < 2" para todo n > 3,
onde F(n) denota a sequéncia de Fibonacci (cfr Exercicio 53).

56*. O nimero de comparagoes no pior caso de uma execucao do algoritmo
MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela funcao

0 sen < 2
T(n) = ’ ’
" {qupwwgwm—L enz2

Prove que T~ (n) < T(n) < T*(n) para todon € N, onde T" e T~ sao
as seguintes fungoes.

0 sen <2

T* — ) )
() {QT— ([2)+n—1, sen>2,

0 sen <2

T+ _ ) )
) {2T+([§D+n—1, en>2.

57*. Dados ng,...,ng, o coeficiente multinomial é definido por

(n1+...—|—nk) ()

N1, ..., N nilna! ... ng!

Observe que o coeficiente multinomial é uma generalizacao do coefici-

ente binomial, pois
ny\ n
ni) \m,n—m)’

Prove por inducao em k que

("1+"'+n’“> - (n1+...+nk1> (n1+...+nk>7 para todo k > 2.

ny,...,Ng Nyy.ooy N1 T

58*.  Considere o seguinte algoritmo que recebe um vetor ordenado v inde-
xado por [a..b] e um valor z.
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59*.

60°.

61*.

62*.

Busca(z, v, a, b)

Sea>b
Devolva a — 1

m |52
Se x < v[m]
Devolva Busca(x,v,a,m — 1)

Devolva Busca(xz,v,m + 1,b)

Prove que Busca(z,v,a,a+mn—1) é o tnico inteiro em [a —1..a+n — 1]
satisfazendo

x < vl[i] para todo i € [Busca(z,v,a,a+k—1)+1l.a+n—1]

Use o fato de que se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos entre si
entao

|AU B| = [A[ +|B],

para provar, por induc¢ao em n que, se Aj,..., A, sdao conjuntos finitos
dois a dois disjuntos entre si, entao,

= 1A
=1

n

Ua

i=1

Prove por indugao em n que se Ay, ..., A, e B sao conjuntos, entao

(O Ai> NB = O(Ai N B),

Prove, por induc¢ao em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
I I c = cXl,
rxeX

Prove, por indugao em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
> e=dX].

zeX
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63*. Prove, por indugao em |X| que, que se f,g: A - Ce X C A é um
conjunto finito, entao

D @) +g@) =) fla)+ ) gla).

reX zeX zeX

64*. Prove, por indugao em |X| que, que se f: A - Ce X C A é um
conjunto finito, e ¢ € C, entao

S cf@) =Y fla)

rzeX rzeX

65. Exercicio intencionalmente deixado em branco

66*. Seja f: N — C satisfazendo

f(n)=f(n—1)41, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

f(n) = f(0) + n, para todon > 0.
67*. Seja a € C e seja f: N — C satisfazendo
f(n) = f(n—1)+a, para todon > 1.
Prove®, por inducao em n, que
f(n) = f(0) + na, para todon > 0.
68*. Sejam f,s: N — C satisfazendo
f(n) = f(n—1)+ s(n), para todo n > 1.

Prove’, por inducao em n que

f(n) = f(0)+ z”: s(7), para todo n > 0.
=1

60bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 66.
"Observe que este exercicio generaliza o Exercicio 67.

18



69*. Sejam f: N — C e a € C tais que
f(n)=af(n—1), paratodon > 1.
Prove por inducao em n que

f(n) =a"f(0), para todo n > 0.

70*. Sejam f,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n—1), para todon > 1.

Prove®, por inducao em n, que

n

f(n) = £(0) [[ m(i), para todo n > 0.
i=1
71*. Sejam f,s,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n —1)+ s(n), para todo n > 1.

Prove (por indugao em n) que’

n

f(n) = £(0) Hm(z) + Z (3(]’) H m(z)) , para todo n > 0.

i=1 =7+

80bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 69.
90bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 70.
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5.1 Algoritmos Recursivos

72%. Sejam I, L: N — {0} — N dadas por

[(n) : tamanho (nimero de digitos) na representagao bindria de n,

1, sen=1,
Lin) = {L(EJ) +1, sen>1.

(&

Prove que
[(n) = L(n), para todo n > 0.

73%. Seja l: N — N dada por
sen=1
I(n) = ’
(n) {Z(L%J)—l—l, sen > 1.
Prove por inducao em n que

I(n) = |lgn| + 1, para todo n > 0.

74°.  Sejam
b(n) : o nimero de digitos 1 na representagao binaria de n.
e B: N — N a funcao dada por

B(n):{o, sen =0,

B([%]) + (nmod2), sen>0.

(a) Prove que b(n) = B(n), para todo n > 0.

(b) Prove que
B(n) < |lgn| + 1, para todo n > 0.

75*. Seja M(n): N— {0} — N dada por
M (n) := a posigao do bit mais significativo na representagao bindaria de n,
sendo que os bits sao contados da direita para a esquerda a partir de

0. Por exemplo, M (1) =0 e M(10) = 3.
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(a) Proponha uma expressao recursiva para M(n).

(b) Prove que a expressao proposta esta correta.

76*. Considere o Algoritmo Exp(z,n) dado por

Exp(z,n)

Sen=0

Devolva 1
e < Exp(z, [n/2])
e exe

Se n € par
Devolva e

Devolva = x e

(a) Execute Exp(2,n) para n € {0,1,2,5,11,15,16,20} e, para cada
execucao, mostre o resultado do algoritmo e o nimero de multi-
plicacoes efetuadas.

(b) Prove por inducao em n que Exp(z,n) = a™ para todo = # 0 e
todo n € N.
(¢) Prove que a execugao de Exp(z,n) efetua |lg(n) |+ b(n) + 1 multi-

plicagoes para todo x # 0 e todon € Nen > 0, onde b é a fungao
definida no Exercicio 74.

(d) Prove que a execucao de Exp(x,n) efetua no maximo 2(|lgn| +1)
multiplicacoes para todo x > 0 e todo n > 0.

77¢.  Considere o Algoritmo Minimo(v, a,b) dado por

Minimo(v,a,b)

Sea=05b
Devolva a
m < [457]
my < Minimo(v, a,m)
ms < Minimo(v, m + 1,b)
Se v[my] < v[my]
Devolva my
Devolva ms

Prove por indugao em n que, dado a € Z, a execugao de Minimo(v, a, a+
n — 1) faz n — 1 comparagoes entre elementos de v, para todo n > 1.
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n

78*.  Prove, por inducdo em n, que o seguinte algoritmo devolve [ [I_, 7, para
todon € N

Fatorial(n)

Sen=0
Devolva 1
Devolva n x Fatorial(n — 1)

79*. Prove que se f(0) <0e

fn) < f QgJ) + 2, para todo n >0,

entao
f(n) <2|lgn] + 2, para todo n € N.

80*. Considere o seguinte algoritmo

Multiplica(z,n)

Sen=0

Devolva 0
Se n € par

Devolva Multiplica(z + x, %)
Devolva Multiplica(x + =, "5*) + x

(a) Prove, por indugdo em n, que Multiplica(z,n) devolve o valor de
nzx para todo x € C e todo n € N.

(b) Enuncie e prove um teorema estabelecendo um limite superior (em
fun¢io de n) para o niimero de somas efetuadas por Multiplica(x, n)°.

81°¢. O seguinte algoritmo devolve o n-ésimo termo da sequéncia de Fibo-
nacci.

F(n)

Sen<l1
Devolva n

Devolva F(n — 1) + F(n — 2)

Prove que o nimero de somas na execugao de F'(n) é pelo menos F(n),
para todo n > 2.

10Sugestao: Use o resultado do Ex. 79.
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82*.

83*.

84*.

(a) Combine as informagoes dos Exercicios 54, 74 e 76 para propor

um algoritmo para o célculo de F(n).

(b) Dé uma expressao para o numero s(n) de somas efetuadas pelo

seu algoritmo para calcular F'(n).

(c) Compare o resultado obtido com o nimero de somas efetuadas

pelo algoritmo do Exercicio 81.

Considere o seguinte algoritmo de ordenacao, conhecido como “or-
denagao por insercao”.

Ordena(v, a, b)

Sea>b

Devolva v
Ordena(v,a,b— 1)
Insere(v, a, b)
Devolva v

onde Busca(x,v,a,b) é o algoritmo do Exercicio 58, e

Insere(v, a, b)

p < Busca(v[b],v,a,b—1)

14 0b

Enquanto: > p+1
Troca(v,i,i — 1)
141—1

Devolva v

e Troca(v, a,b) troca os valores de v]a] e v[b] entre si.

Use o resultado dos Exercicios 41 e 7?7 para estabelecer um limitante
superior para o nimero de comparagoes na execugao de Ordena(v, a, a+
n — 1) em fungao do valor de n.

Proponha uma expressao recursiva para a fungao B: N— {0} x N — N
dada por

B(n, k) := k-ésimo bit na representagao binaria de n.

Prove que a expressao proposta esta correta.
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85*.

86*.

87*.

88*.

Prove por inducao em n que, se 0 < k < n, entao o seguinte algoritmo

devolve #lk),, para todo n € N.

B(n, k)

Sek=0
Devolva 1
Devolva 2 B(n — 1,k — 1)

Uma certa aplicacao financeira rende j por cento do capital aplicado
por més. O rendimento é creditado no préprio saldo da aplicacao.

Proponha uma expressao recursiva para a fungao C(n): N — N de
tal forma que C'(n) represente o saldo da aplicacao apés ao final de n
meses, a partir de uma aplicacao inicial de valor s.

Sejam f~, f, fT: N — R funcoes nao-decrescentes satisfazendo, para
todo n > 2,

f-n) = ffn=2)+f (n-2),
(n) = fln—1)+f(n-2),
ffn) = ffin=1)+f"(n—1),

e ainda

Prove por inducao em n que

f~(n) < f(n) < ff(n), paratodo n € N.

Seja pla..b] um vetor de ntiimeros racionais. Dados ¢, d € [a..b] com
¢ < d, vamos denotar por p.4 o polinomio

Pea(r) = ip[c + i]a’

1=0

Por exemplo, se p é o vetor dado por
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i Joj1]2[3]4]5
pli] | 4]8]15]16 |23 |42
entao,
pos(z) = 42° + 8x' + 1527 4 162° + 232 + 422,
[§

poa(r) = 152° + 162" + 2322

O seguinte algoritmo para computar o valor de p, () é conhecido como
“Método de Horner” para avaliagao de polinomios.

Avalia(p, x, a,b)

Sea=1b
Devolva p|a]
Devolva pla] + x x Avalia(p, z,a + 1,b)

(a) Prove que o algoritmo esta correto, isto é, que dados p, = e a,
temos Avalia(p, z,a,a +n) = paa+n(x) para todo n > 0.

(b) Prove que o algoritmo executa n multiplicagbes para avaliar um
polinomio de grau n, isto é, que dados p, x e a, o numero de
multiplicagoes na execucao de Avalia(p, z,a,a +n) é n.
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6 Recorréncias

6.1 Funcoes Iteradas

89®. Para cada uma das fungdes f(z) abaixo, dé uma expressio para f*(z).
Em cada caso, prove por indugao em n que sua resposta estd correta.

(a) flx)=xz+1
(b) f(z) =x+2.
(c) f(x)=ax+3
(d) f(z)=x+s
(e) f(x)=2x.

(f) f(x)=3x.
(g) f(x) =ma.
(h) f(z)=s+mx

90*. Para cada funcao h: R — R abaixo, dé uma expressao para a funcao
h™ onde n € N.

(a) h(z) =2 —2,

(b) h(z) =z — s, com s € R,
(¢) h(z) =3z

(d) h(z) = maz, com m € R,
(e) h(zx) ==z/2,

(f) h(z) = [z/k|, com k € Z7,
(g) h(z) = [¥/z], com k €N,

91~. Considere a seguinte funcao.

C(n)—{g se n é par

3n+1 sen éimpar

A Conjectura de Collatz é a seguinte proposicao.

Para todo n € N existe k € N tal que C*(n) = 1.
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Desde que foi formulada em 1937, esta conjectura permanece em aberto.

Prove que se for verdade que para todo n € N existe k € N tal que
C*(n) < n, entdo a Conjectura de Collatz é verdadeira.

6.2 Recorréncias Iteradas

92¢. Resolva a seguinte recorréncia.

f(n) = f(n—2)+1, paratodon > 2.

93“. Resolva a seguinte recorréncia.

1, sen=1,
fln) = {f({%J)—l—l, sen > 2.

94°. Resolva a seguinte recorréncia.

0, sen =0,
05 s man mna

95*. Seja f: N — N satisfazendo

f(n) = f(n—2)+1, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

(a) f(n) = f(n mod 2) + {gJ, para todo n € N.

(b) f(n)=(=1)"a+ b+ cn , para todo n € N, onde

_ O -rm 1
- 2w
L JO ) 1
2 4’

1

c = -

2

k—>5

(¢) f(n) = f(4+nmod?2)+ [Tw , para n > 5.
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96™.

97*.

98*.

99*.

100*.

101~

Seja f(n) o nimero de sequéncias bindrias de comprimento n.

(a) Descreva f(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Uma fungao f: N — C é uma progressao aritmética se existe r € C tal
que
f(n+1)— f(n) =r para todo n € N.

(a) Expresse a fungao f como acima por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao aritmética.

Seja m(n, k) o nimero de multiplicagoes/divisoes efetuadas na execugao
de B(n, k), o algoritmo do Exercicio 85.

(a) Formule uma recorréncia para m(n, k) (0 < k <n).

(b) Resolva esta recorréncia.
Resolva a recorréncia do Exercicio 84.

O Algoritmo de Strassen é um algoritmo recursivo para multiplicagao
de matrizes quadradas que, para matrizes suficientemente grandes, faz
menos operagoes aritméticas do que o algoritmo usual.

A fungao M (n), abaixo, estabelece um limitante superior para o nimero
S(n) de operagoes aritméticas na execugao do Algoritmo de Strassen
com duas matrizes quadradas de ordem n como entrada, isto é, S(n) <
M (n), para todo n € N.

sen =1,
M) = {7M([g}) £18[2]%, sen>2.

Resolva esta recorréncia.

O Algoritmo de Karatsuba é um algoritmo recursivo para multiplicagao
de inteiros que, para nimeros suficientemente grandes, faz menos operagoes
aritméticas do que o algoritmo usual.
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A fungao A(n), abaixo, descreve o niimero de operagoes aritméticas na
execucao do Algoritmo de Karatsuba com dois inteiros de n digitos em
sua representacao binaria.

Resolva esta recorréncia.

, sen =1,
A(n) = ¢ 5, sen =2,
3A(’—7LTH-‘)+2OPTHL sen > 2.

102®. Dado ¢ € C, uma progressio geométrica de razio ¢ é uma funcao
f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

(a) Expresse a fun¢ao f acima por meio de uma recorréncia.

= ¢, para todon € N.

(b) Resolva esta recorréncia.

103®. Resolva as seguintes recorréncias

(a)

n—1, se 2<n <3,
fln) = {Qf(n— 1), sen>4.
(b)
n—1, se 2<n <3,
f(n) = {2f(n—2), sen > 4.

104*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a) f(n):2f<_g_>+6n—1, para todo n > 1,
(b) f(n):6f<_%_>+2n+3, para todo n > 1,
(c) f(n):4f<_g_>+2n—1, para todo n > 1,
(d) f(n):3f<_g_>+n2—2n+1, para todo n > 1,
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() f(n)=4f (g) 42— Tn+5, paratodo n > 1,
(f) f(n) = 4f (%) + V] + 1, para todo n > 3,
(2) f(n)=2f (%) 4 n—1, para todo n > 1,

(W) f(n)=2f (g) 41, para todo n > 1,

2
(i) f(n)=f<[—n—‘> + k, para todon > 1e paratodo k € N,

105*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a) f(n)= f(n—1)+n, para todo n > 0.

(b) f(n) =2f(n —1)+n? paratodon > 1

(¢) f(n)= f(n—1)42n—3, para todon > 1,

(d) f(n)=2f(n—1)+3n+1, para todo n > 1,

(e) f(n)=2f(n—1)+n? paratodon > 1,

(f) f(n) = f(n—2)+3n+4, paratodon > 1,

(g) f(n)= f(n—3)+5n—9, para todo n > 3,

(h) f(n) =2f(n—1)4+n*—2n+1, para todon > 1,

106*. O seguinte algoritmo resolve o conhecido quebra-cabega das Torres de
Handi. A execugao de Hanoi(n, a, b, ¢) move n discos da torre a para a
torre b usando a torre ¢ como torre auxiliar, de acordo com as regras
do jogo.

Hanoi(n, a, b, c)

Sen=0
Termine
Hanoi(n — 1,a, ¢, b)
mova o disco no topo da torre a para o topo da torre b
Hanoi(n — 1,¢,b,a)

Seja M (n) o nimero de movimentos (passagem de um disco de uma
torre para outra) na execugao de Hanoi(n, a, b, c).

(a) Descreva M (n) por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.
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107*.

1089,

109¢.

Resolva as seguintes recorréncias.

=

S~—

=
3

)=nf(n—1)+n, paratodon > 1,
(b) f(n) = f(|v/n])+n® paratodon >1,
(c) f(n)=2f(|¥/n])+n, para todon > 1.

O numero de comparagoes no pior caso de uma execucao do algoritmo
MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela recorréncia

0, sen < 2,
T(n) = {T(L%J) +T((%D +n—1, sen>2.

Do Exercicio 56 temos que T~ (n) < T(n) < T*(n), onde

0 sen <2
T— — Y Y
() {ﬂj(gp+n—1,sen22

0 sen <2
T+ — ) )
() {ﬂ”qﬁ)+n—L sen > 2.

(a) Resolva as recorréncias de T~ (n) e T"(n).

(b) Use as solugdes obtidas e o Exercicio 77 para concluir que T'(n) ~
nlgn.

O “Master Method” ou “Master Theorem”!! ¢ um método para ob-
tencao de solugoes assintoticas para recorréncias que surgem natural-
mente na analise de “algoritmos de divisao e conquista’.

Tais recorréncias tem a forma geral
T(n) = aT(n/b) + f(n),

onde a > 1eb > 1, a expressao n/b pode significar tanto |n/b] como
[n/b] e f() ¢ uma fungao genérica. A recorréncia do Exercicio 108 é
um exemplo de caso particular desta recorréncia.

HPpopularizado com este nome por Cormen, Leiserson, Rivest, and Stein (2009).
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Sejam a, b e f() como acima e sejam ng € Ne TT, T~ : N — R tais que

T=(n) = ol (In/b]) + f(n),
T%(n) = aT™" ([n/b])+ f(n),

para todo n > ny.

Resolva estas recorréncias.

110*. Considere o algoritmo Exp do exercicio 76.
(a) Expresse o numero de multiplicacoes efetuadas na execugao de
Exp(z,n)) por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva essa recorréncia.

111*. O Algoritmo MinMax(v, a, b) (abaixo), devolve um par de indices (m, M) €
[a..b)? tal que v[m] < v[i] < v[M], para todo i € [a..b]. O Algo-
ritmo Ordena(v, a, b) ordena o vetor v[a..b] em ordem nao-decrescente.

MinMax(v, a, b) Ordena(v, a, b)

Sea=15b Sea>b
Devolva (a,a) Termine

Sea=0b-1 (m, M) <
Se v[a] < v[b] MinMax(v, a, b)

Devolva (a,b) Troca(v,a, m)

Devolva (b, a) Troca(v, b, M)

(m, M) Ordena(v,a+1,b— 1)

MinMax (v, a,a + 1)
(m/, M") +

MinMax (v, a + 2, b)
Se v[m/] < v[m]
m < m/
Se v[M'] > v[M]
M« M
Devolva (m, M)

(a) Seja C'(n) o numero de comparagoes entre elementos de v efetu-
adas na execucao de MinMax(v,a,a +n — 1). Expresse C'(n) por
meio de uma recorréencia.

(b) Resolva esta recorréncia.
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(c¢) Seja K(n) o numero de comparagoes entre elementos de v efetu-
adas na execugao de Ordena(v,a,a +n — 1). Expresse K(n) por
meio de uma recorréncia.

(d) Resolva esta recorréncia.

(e) O conhecido “método da sele¢ao” para ordenagao de vetor faz (g)

comparagoes ao processar um vetor de n posi¢oes. O algoritmo
Ordena faz mais ou menos comparagoes assintoticamente?

6.3 Recorréncias Lineares Homogéneas

112*. Resolva as seguintes recorréncias.

()

n, sen <1,
fln) = {5f(n— 1)=6f(n—2), sen>1.

ex:rlh+4+3
(b)
0, sen=>0
f(n)=<2m, sen=1oun=2

6f(n—1)—11f(n—2)+6f(n—3), sen>3.

ex:rlh-+2-1

n, sen <1,
fln) =41, sel <n<2,
8f(n—1)—19f(n—2)+12f(n—3), sen > 3.

ex:rlh+72-72+1

113~. Seja CN o conjunto das funcdes N — C. Dados f,g € CN e z € C,
definimos f + g € CN e zf € CY como as funcoes dadas por

(f+g9)n) = f(n)+gn),
(zf)(n) = zf(n).
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(a) Prove que (CY,+) é um grupo comutativo.

(b) Prove que (CN,+) é um espago vetorial sobre C.

114, Sejam 11,79 € C — {0}. Prove que as fungoes fi, fo: N — C dadas por

fl(n) = T{Lv
f2(n) = ry,

sdo linearmente independentes em (CN, +) se e somente se 1 # 5.

115-. Sejam'? ay,...,a; € C.
(a) Prove que se g,h: N — C satisfazem a recorréncia
f(n)=arf(n=1)+asf(n—2)+...+arf(n—k), para todo n > k,

entao a funcao g + h também satisfaz a mesma recorréncia para
todo n > k.

(b) Prove que se f: N — C satisfaz a recorréncia
fn)=af(n—1)4+ayf(n—2)+...4+arf(n—k), paratodon >k,

entao para todo z € C, a funcao zf também satisfaz a mesma
recorréncia para todo n > k.

(c) Prove que o conjunto das fungbes f: N — C que satisfazem a
recorréncia

fn)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...4arf(n—k), paratodon >k,

é um subespaco vetorial de (CN, +).

116®. Resolva a seguinte recorréncia.

n, sen < 2,
fn) = {2f(n—1)—f(n—2), se n > 2.

117%. Resolva as seguintes recorréncias.

12Fste exercicio usa a notacao do Exercicio 113
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(a)

f(n) = n, sen <2
st —1) —Tf(n—2) +3f(n—3), sen>3.

1, sen=>0
fln) =<9, sen=1oun=2

9f(n—1)=27f(n—2)+27f(n—3), sen>3.

n, sen<1
f(n) =143, sen =2
7f(n—1)—=16f(n —2) +12f(n—3), sen > 3.

118*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)
3, sen <1,
f(n)=1<7, sen =2,
3f(n—1)— f(n—2)+3f(n—3), sen>3.

(b)
2f(n) =3f(n—1) —3f(n—2)+ f(n—3), para todo n > 3,

com
f(n) =n, para todo n < 3.

1, sen=>0
f(n) =<4, sen=1oun=2

6f(n—1)—12f(n—2)+8f(n—3), sen>3.

1, sen=~0
f(n) =< V5427, sen=1oun=2
3fln—1)— f(n—2)—2f(n—3), sen>3.

35



(e)

0, sen=20
f(n) =<3, sen=1oun=2

10f(n—1)—31f(n—2)+30f(n—3), sen>3.

(f)

F(n) = n, sen <2
8 (= 1) = 21f(n—2) +18f(n—3), sen>S3.
()
1, sen =0,
f(n)=1<2, sen=1,
2f(n—1)+4f(n—2), sen>2.
(h)
n, sen <1,
f(”):{ﬂn—n—f(n—m, sen > 2.
(i)
1, sen <1
f(n>:{4f(n—1)—4f(n—2), sen > 2.
()
4n, sen < 2,
f<n)_{4f(n—2), sen > 2.
(k)
1, sen=20
f(n) =146, sen=1
6f(n—1)—9f(n—2), sen>2.

2n, sen < 2,
fln) = {f(n— 2), sen>2.

119*. Resolva as seguintes recorréncias.
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[, sen <1,
T = s — 1) 4t — 170 -2), sen>2.
(b) 14
_fn+1, sen <1,
= {mn —1fn—2), sen>2
(C) 15
o, sen =0,
f“”‘{m, sen > 1.
(d) 16

n+1, sen <1,
f(n)_{f(n—l)f(n—Q), sen > 2.

120*. Resolva a recorréncia

_n, sen <4,
fn) = Tf(n—1)—=19f(n —2) +25f(n—3) —16f(n —4) +4f(n —5), sen >4.

13Sugestao: Considere a funcio

4 Sugestao: Considere a funcio

g(n) =1g f(n).

15Sugestao: Considere a funcao

16Sugestao: Considere a funcio

g(n) =1g f(n).
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6.4 Recorréncias Lineares nao Homogéneas

121®. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)

f(n) = {3’(n_1)+1, zz:gf
(b)
fn) = {g;v(n_1)+1, zzzzgf
(c)
{0
(d)
J(n) = {Z}(n_1)+n, z:Z;
(e) F(n) = 2f(n—1) +n?, para todon > 1
(f)
f(n) = {;f(n o)t L, e i i
()
fin) = {Z}(n_1)+2n—1, z:z;
(h)
fn) = {g}(n—1)+n2+n, zzz;i
()

sen < 2,

f(n):{f’(n—l)—kf(n—?)ﬂLl, sen > 2.
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122~

fn) = n, sen < 2,
TN - 1) —12f(n—2) + 20, sen > 2.

n, sen < 2,

f(n) = {5f(n—1)—6f(n—2)+”-3n7 sen > 2.

f(n) = n, sen < 2,
e 5f(n—1)—4f(n—2)+2n5"+2, sen>2.

O “Triangulo de Cantor”, (batizado em homenagem ao Georg Can-
tor), 6 uma “tabela infinita” triangular em que cada par (i,7) € N?
ocupa uma posicao de maneira que, para todo n € N, a n-ésima li-
nha do triangulo é formada por todos os pares (i, j) € N? satisfazendo
1+ J=n.

As linhas, colunas e posicoes comecam a contar a partir de 0, de cima
para baixo e da esquerda para direita. Assim, por exemplo, (0,0) ocupa
a posicao 0 (linha 0, coluna 0); (0, 1) ocupa a posigao 1 (linha 1, coluna
0); (1,0) ocupa a posigao 2 (linha 1, coluna 1); (0,2) ocupa a posigao
3 (linha 2, coluna 0) e assim por diante. As 7 primeiras linhas do
Triangulo de Cantor sao

3,0
3,1
3
3

i i T R N i
R e R e R e R e e
DD UL W N~ O
— N N S

(
( (3,0)
( (3,1) (4,0)

( (3,2) (4,1 (5,0)
( (3,3) (42) (51) (6,0)

(a) Seja I(n) o numero de pares na n-ésima linha do Tridngulo de
Cantor

w

i. Descreva [(n) como uma recorréncia.

ii. Resolva essa recorréncia.
(b) Seja t(n) o numero de pares no Triangulo de Cantor até a n-ésima

i. Descreva t(n) como uma recorréncia.

39



123*.

124~

1259,

ii. Resolva essa recorréncia.

(c) Seja p(i,j) a posicao ocupada pelo par (7, j) no Triangulo de Can-
tor. Dé uma expressao nao recorrente para p(i, j).

Para cada n € N, seja S(n) o nimero de somas efetuado na execugao
de F(n), o algoritmo do Exercicio 81.

(a) Expresse S(n) por uma recorréncia.

(b) Resolva essa recorréncia.

Para todo n > 0, um n-cubo é um diagrama composto por pontos e
linhas que ligam pares de pontos entre si (ou seja, um grafo). O 0-
cubo tem um ponto e nenhuma linha. Para todo n > 0, o n-cubo é o
diagrama obtido desenhando-se lado a lado duas cépias do (n—1)-cubo
e ligando cada ponto de uma das copias ao seu correspondente na outra
copia por uma linha.

(a) Descreva o numero de pontos de um n-cubo através de uma re-
correncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

(c¢) Descreva o numero de linhas de um n-cubo através de uma re-
correncia.

(d) Resolva esta recorréncia.
6.5 Somatérios

Dado ¢ € C — {0}, uma progressio geométrica'™ de razao q é uma
funcao f: N — C satisfazendo

f(n+1)
f(n)

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao geométrica é
dada por

= ¢, para todon € N.

17¢fr. Exercicio 102
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(a) Expresse a fungdo f acima por meio de uma recorréncia linear
homogénea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao geométrica.

(c) Dé uma expressao livre de somatdrios para s(n).

126®. Uma funcao f: N — C é uma progressio aritmética'® se existe r € C
tal que

f(n+1) — f(n) =r para todo n € N.

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao aritmética é
dada por

(a) Expresse a funcao f acima por meio de uma recorréncia linear nao
homogénea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressdo para o
termo geral da progressao aritmética.

(c) Dé uma expressao livre de somatorios para s(n).
127¢.  Dé uma expressao livre de somatérios para Y i.
128¢.  Dé uma expressao'? livre de somatérios para ., 2.

129*.  Calcule o valor dos seguintes somatérios.

(a)

n

> i

=0

ex:somatorios:13

18¢fr. Exercicio 97
Yefr. Exercicio 47
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ex:somatorios:2i

(c)

=0
ex:somatorios:12561
(d)
ot
_ta
1=0
ex:somatorios:12i-1
(© )
i*(i — 1)
1=0

ex:somatorios:i(2i-i)

130*. A média®® do nimero de comparacoes efetuadas na execucao do algo-
ritmo de busca bindria em um vetor de n posicoes é dada por?!

1 2 4 8
pn)=1x —+2x —+3x —+4x —+...
n n n n
| ollgn|-1
+ llgn) x ——
_ ngnJZifl
+(lign) 1) x o 20

(a) Dé uma expressao livre de somatérios?® para ju(n).

(b) Conclua do item anterior que u(n) ~ |lgn].

20Também chamada niémero esperado ou esperanca.

21 Assume-se aqui que a busca por qualquer dos n elementos do vetor é equiprovavel e
bem-sucedida.

22Sugestao: use os resultados dos Exercicios 46 e 47
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131~

1329,

133¢.

1349,

Dé uma expressao livre de somatorios para

s(n) = ZF(Z'),

onde F(n) é a sequéncia de Fibonacci®s.

Em muitas situacgoes de cdlculo numérico trabalha-se com matrizes tri-
angulares inferiores, isto é, matrizes quadradas cujos elementos acima
da diagonal principal sao todos nulos. Nesses casos ¢ comum represen-
tar uma matriz triangular inferior de n linhas por um vetor contendo
somente as posi¢oes nao-nulas da matriz, o que resulta numa economia
de espaco de quase 50%.

Suponha que a matriz triangular inferior M, de n linhas indexadas de
1 a n, serd representada por um vetor v[0..N(n) — 1], onde N(n) é o
tamanho do vetor necessario para representar uma matriz triangular
inferior de n linhas.

(a) Descreva N(n) através de uma recorréncia.
(b) Resolva esta recorréncia.

(¢) Qual o indice de v que corresponde a posicao Mz, j]?

Resolva a seguinte recorréncia que expressa o numero médio de com-
paragoes na execucao do algoritmo QuickSort.

0, sen < 2,

CO) =\ o ) 200 sy

n

Uma drvore bindria T é uma drvore vazia, denotada por A ou é um
par (E(T),D(T)) onde E(T) e D(T) sao arvores bindrias, chamadas
respectivamente de subdrvore esquerda e subdrvore direita de T'. Vamos
denotar por B o conjunto das arvores binarias.

O tamanho de uma arvore T' é dado por

0, se T'= ),

T =
7l |E(T)|+ |D(T)| +1, caso contrério .

23Veja o Exercicio 53.
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135°.

1369,

A 4rvore de tamanho um ¢é chamada de drvore trivial.

A altura de uma arvore T' é dada por

WT) — 0, seT =\,
1) = max {h(E(T)), h(D(T))} +1, seT # \.

Para cada n € N, seja h™(n) a maior altura possivel de uma &rvore
binaria de tamanho n.

(a) Expresse h'(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Para cada n € N, seja t7(n) o maior tamanho possivel de uma arvore
bindria?* de altura n.

(a) Expresse t*(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Seja AVL o conjunto das arvores bindrias* T satisfazendo

AEAVL e E(T) € AVL e D(T) € AVL

[W(E(T)) = h(D(T))] < 1.
Seja t~(n) o menor tamanho possivel de uma arvore AVL de altura n.

(a) Expresse t~(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

24Veja o Exercicio 134.
%Veja o Exercicio 134.
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