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Hoje

* Reducao de Dimensionalidade

— Principal Component Analysis (PCA)
— Linear Discriminant Analysis (LDA)



Reducao de
Dimensionalidade



Objetivos

* Introduzir os conceitos de PCA e suas
aplicacoes para extracao/reducao de
caracteristicas

— Revisao dos conceitos basicos de estatistica
e algebra linear.

* Apresentar a Linear Discriminant Analysis

— Técnica Supervisionada para reducio de
dimensionalidade



Gene 3

PCA

* Reduzir dimensionalidade explicando
— Nao supervisionado

original data space

component space
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Estatistica

* Variancia
— Variancia de uma variavel aleatéria ¢ uma medida de

dispersao estatistica, indicando quao longe em geral
0S seus valores se encontram do valor esperado.

n—lz:(l1 &

— Desvio padiau € a a1z ua Nariancia

* O resultado do desvio se da na mesma medida
dos dados da populacao ou amostra.
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Estatistica

 Covariancia
— Variancia € uma medida unidimensional.

— E calculada de maneira independente pois
nao leva em consideracao as outras
dimensaoes.

— Covariancia por sua vez, € uma medida
bi-dimensional. Verifica a dispersao, mas
levando em consideracao duas variaveis
aleatorias.

YL (X - X)(Y; - Y)
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Estatistica

 Matriz de covariancia

— Para 3 variaveis aleatorias, X, y e z, o calculo
de todas as covariancias (x-y, X-z e y-z) pode
ser acomodada em uma matriz, a qual
denomina-se matriz de covariancia.

cov(x,xr) cov(x,y) cov(r,z)
C=1\ cov(y,z) ecov(y,y) fml(;r; 2)
cov(z,x) cov(z,y) coul \)

Cov(x,y) = cov(y,X) Cov(z,z) = var(z)



Algebra

 Autovetores

— Como sabe-se duas matrizes podem ser
multiplicadas se elas possuem tamanhos
compativeis. Autovetores sao casos especiais

neste contexto.
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Autovetores

* Nesse caso (3,2) representa um vetor que aponta da
origem (0,0) para o ponto (3,2).

* A matriz quadrada, pode ser vista como uma matriz de
transformacao.

« Se esta matriz for multiplicada por outro vetor, a
resposta sera outro vetor transformado da sua posicao

original.

- E da natureza desta transformac&o que surgem os
autovetores.
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Autovetores

* Propriedades

— Podem ser achados somente em matrizes
guadradas.

— Nem todas as matrizes possuem autovetores.
— Para uma dada n x n matriz, existem n autovetores.

— Se o vetor for multiplicado por uma constante, ainda
obteremos o0 mesmo resultado

1 (2)-(8)
Apenas fazemos o

3 e 94 6 vetor mais longo, mas
)A()I(—):JF(J) nao mudamos a

| 4 16 . ~
" direcao.

i K
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Autovetores/Autovalores

» Todos os autovetores sao ortogonais (perpendiculares),
Ou seja 0s dados podem ser expressos em termos
destes vetores.

« O valor pelo qual o vetor € multiplicado € conhecido

como autovalor
— Um autovetor sempre possui um autovalor associado.
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Definicoes

* Seja A uma matriz de ordem nx n

* O numero A € o autovalor (eigenvalue) de
A se existe um vetor nao-zero v tal que

Av=Av

* Neste caso, o vetor v € chamado de
autovetor (eigenvector) de A
correspondente a A.
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Calculando
Autovalores e Autovetores
* Pode-se reescrever a condicao:
AVv=Av
como
(A-Al)v=0
onde / € a matriz identidade de ordem n x n.

« Para que um vetor nao-zero v satisfaca a equacao,
(A- A1) deve ser nao inversivel.
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Calculando
Autovalores e Autovetores

« Caso contrario, se (A= AI) tiver uma
iInversa, entao

(A=AI)T"(A=AI)v=(A=-AI1)"0
v=0
* Mas, procura-se por um vetor v nao-zero.
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Calculando
Autovalores e Autovetores
 VVoltando, isto €, o determinante de
(A-=AIl) deve serigual a 0.
« Chama-se
p(A)=det(A=A1I)
de polinomio caracteristico de A.

 Os autovalores de A sao as raizes do
polinOmio caracteristico de A.
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Calculando

Autovalores e Autovetores
 Para se calcular o i-esimo autovetor
v=[v.v,;...;v ]
correspondente a um autovalor A, basta

resolver o sistema linear de equacoes
dado por

(A=AI)v=0
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Analise dos Componentes Principais
(PCA)

 Uma maneira de identificar padroes em dados,
colocando em evidéncia suas similaridades e
diferencas.

Ferramenta importante para altas dimensoes,
onde nao podemos fazer uma analise visual.

 Uma vez encontrados esses padroes, podemos
comprimir os dados sem grande perda de
qualidade.

Extrator de caracteristicas (representacao)
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PCA Tutorial

* 1) Escolha um conjunto de dados.
« 2) Normalize esses dados,
o subtraindo-os da media.
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PCA Tutorial

 3) Calcule a matriz de correlacao para os dados
normalizados.
o Uma vez que os dados possuem duas dimensoes,
teremos uma matriz 2x2

. 616555556 .615444444
Cov =
015444444  .716555556
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PCA Tutorial

* 4) Encontre os autovetores e autovalores para a matriz
de covariancia.

— Uma vez que a matriz de covariancia € quadrada
podemos encontrar os autovetores e autovalores.

0490833989 )

etgenvalies = I
J ( 128402771

P C—TAR1TR656  —.67T873390
tgenvectors = o o
genvecto 677873300  —.735178656

O que esses valores significam ??7?
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0.5

PCA Tutorial

Mean adjusted data with eigenvectors overlayed

T !

"F'C.»Bqdataadjl.llst.dat" '
0682469/ 67 1855252)*
| B55252/- TA0682469) "«

+

—. 735178656
OTTET3399

—. 677873399
—. 735178656
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PCA Tutorial

« 5) Escolhendo os componentes que vao formar o vetor
— Como vimos, os autovalores sdo bastante diferentes.

— Isso permite ordenar os autovetores por ordem de
importancia.

— Se quisermos eliminar um componente, devemos
entao eliminar os que tém menos importancia.

FeatureVector = (eigy eigs eigs ... €igy)
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PCA Tutorial

* No nosso exemplo temos duas escolhas
— Manter os dois.

— Eliminar um autovetor, diminuindo assim a
dimensionalidade dos dados
» Maldicao da dimensionalidade

* Quanto maior a dimensionalidade do seu vetor,
mais dados serao necessarios para a
aprendizagem do modelo.
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PCA Tutorial

* 6) Construindo novos dados.

— Uma vez escolhidos os componentes
(autovetores), nos simplesmente
multiplicamos os dados pelo autovetor(es)
escolhidos.

— O que temos?

« Dados transformados de maneira que expressam
os padroes entre eles.

* Os PCs (Principal Components) sao combinacgdes
lineares de todas as caracteristicas, produzindo
assim novas caracteristicas nao correlacionadas.
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Dados transformados
usando 2 autovetores

r y
~827970186 | —.175115307
1.77758033 | .142857227
-992197494 | 384374989
-274210416 | .130417207
-1.67580142 | -.209498461
-912949103 | .175282444
0991094375 | -.349824698
1.14457216 | 0464172582
438046137 | 0177646297
1.22382056 | -.162675287
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PCA Tutorial
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PCA Tutorial

* Exemplo

Usando a funcao pcacov do
Matlab, trés parametros sao
retornados.

g -autovetores

1 -autovalores

-percentagem da variancia
total explicada para cada
modelo
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* Exemplo 2

15

PCA Tutorial

05+

05}

1
0.5

15

AUTOVETORES
-0.6779 -0.7352
-0.7352 0.6779

AUTOVALORES
1.2840
0.0491

VARIANCIA EXPLICADA

96.3181
3.6819
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PCA Tutorial

e Exercicio

— Gere diferentes conjuntos de dados em duas
dimensoes e aplique PCA. Verifique e discuta
a variancia explicada em funcao da dispersao
dos dados.
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PCA Tutorial 2 (1/2)

t = 2*pi*rand(1,1000);
rho = rand(1,1000) ;
xCc=3;yCc=3;
a=3;b=2;phi=atan (2/3);

X = xc + (rho*a) .* cos(t) * cos(phi) - (rho*b) .* sin(t) *
sin (phi);

y = yc + (rho*a) .* cos(t) * sin(phi) + (rho*b) .* sin(t) *
cos (phi);

$data = [x'-repmat (mean(x),1000,1) y'-repmat (mean(y),1000,1)];
data = [x' y'];

covdata = cov (data):;

[autovetor, score,autovalor] = princomp (data);

32



PCA Tutorial 2 (2/2)

%% cov (data) * autovetor(:,1) % A * vl

% lambda * vl

fprintf (1, 'vl = (%7.4f,

$7.4)\n',autovalor (1) *

autovetor(l,1),autovalor(l) * autovetor(l,2)):;

$%cov (data) * autovetor(:,2) % A * v2

% lambda * v2

fprintf (1, 'v2 = (%7.4f,

$7.4)\n',autovalor (1) *

autovetor(2,1),autovalor(l) * autovetor(2,2)):;

hold;
axis ([0 6 0 o©]);
plot(x,vy,'o");

plot ([xc xct+autovalor(1l)
autovetor(2,1)], 'r=-d'");

plot ([xc xct+autovalor (2)
autovetor(2,2)]1, 'r=-d'");

* autovetor (1l,1)], [yc yctautovalor (1)

* autovetor (1,2)], [yc yctautovalor (2)

*

*
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Eigen Faces

Utilizar PCA para o
reconhecimento de faces



PCA Faces
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PCA Faces

 Calcula-se a face média
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PCA Faces

* Subtrair as faces media de cada imagem.
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PCA Faces

» Agora, construimos a matriz N? X M, na
gual cada coluna representa uma imagem.

—>—>—>—>—>—>—>—>

A: Clm,bm,c mo m?fm’gm’ m

« A matriz de covariancia é

Cov = AA"



PCA Faces

* Encontrar autovalores e autovetores para
a matriz Cov
— Matriz muito grande.
— Custo computacional elevado.

* A dimensao da matriz pode ser reduzida
calculando-se a matriz L, que tem o
tamanho M X M.

L=A"A4
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PCA Faces

* Encontrar os autovetores e autovalores de
L (matriz V)
— Os autovetores de L e Cov sao equivalentes.
* A matriz de transformacao € dada por

U=A4V

40



PCA Faces

» Para cada face, calcular a sua projecao no
espaco de faces

o-fi (i) a-fi
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PCA Faces

« Reconhecendo uma face

e Subtrair a face média da face de teste.

h—m,

ry—m,




PCA Face

 Calcular sua projecao no espaco de faces

Q= UT(rm)
« Calcular a distancia para‘todas as faces
conhecidas

g2 =HQ—Qi Y i=12,. M.

 Atribui-se a imagem r a imagem com a menor
distancia,

43



Linear Discriminant Analysis

44



Introducao

« Para utilizar uma funcao discriminante linear
(Linear Discriminant Function) precisamos ter:

— Dados rotulados (supervisao)

— Conhecer o shape da fronteira
— Estimar os parametros desta fronteira a partir dos

dados de treinamento.

* Nesse caso uma reta.

linear
discriminant
function

lightness

45




Introducao: Ideia Basica

9] g g e o w
(q/)) ‘ 3 (a e 8 A
S .g . :0 @ S
Ny B ° <
'g’) ® le # . g’)
. & ®e P 5
. ? o. i .. . =
. . * length
| >
Ruim

Suponha duas classes
Assuma que elas sao linearmente separaveis por uma fronteira 1(6)

Otimizar o parametro 6 (n&o a distribuicao) para encontrar a melhor
fronteira.

Como encontrar o parametro
— Minimizar o erro no treinamento
— O ideal é utilizar uma base de validacao.
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Introducao

* Funcgoes discriminantes podem ser mais gerais do que
lineares
— Quadratica, Cubicas, transcedentais, etc

« Vamos focar em problemas lineares
— Mais facil de compreender
— Entender a base da classificacao linear

* Diferentemente de métodos parametricos, nao
precisamos conhecer a distribuicao dos dados

— Dessa forma, podemos dizer que temos uma
abordagem nao parametrica.
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Analise Discriminante Linear

* LDA tenta encontrar uma transformacgao linear atraves
da maximizacao da distancia entre-classes e
minimizacao da distancia intra-classe.

* O método tenta encontrar a melhor diregdo de maneira
gue quando os dados sao projetados em um plano, as
classes possam ser separadas.

Reta ruim Reta boa
48



LDA
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LDA

Maximizar
inter-classe

Minimizar
intra-classe

Jw)=|m -m,|/(s’+s7)
Jw)=(w!'S,w)/(w'S w)

* Projetar amostras

Yy =WX

* Maximizar J(w), qual w ?

dJw)/dw=0=>S,w - S Aw =0
=>S_.S "w-Aw =0

=>w=SW'1 (m,—m,)

50



LDA

» Diferenca entre PCA e LDA quando
aplicados sobre os mesmos dados

PCA: (¢, )
LDA: v




LDA

e Para um problema

linearmente separavel, o
problema consiste em
rotacionar os dados de
maneira a maximizar a
distancia entre as classes
e minimizar a distancia
Intra-classe.

52



LDA

Exemplo

« 1) Para um dado conjunto de dados, calcule os vetores
medios de cada classe ., e y, (centréides) e o vetor
medio geral, .

x Centroide
0« —T" Classe +1
X +——. Centroide
| | e - | ral
Centroide ///"""'/X{}x R < o
-— | X
Classe -1 I
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LDA Tutorial

Exemplo - 7 pontos
e Calcular as médias de cada classe e a total.

(295 6.63]

2.53 779 (258 4.46]
“=1357 565 x,=|216 622

316 547 327 358

=305 638] p,=[267 473]

n=[288 5676



LDA Tutorial

Exemplo
» Calcular o espalhamento de cada classe

Si =2 (m—=z;)(m — z;)°

 Calcular o espalhamento entre classes (within class)
S,=S,+S,

95



LDA

 Calcular a inversa de SW
— Custo???

* Finalmente, o vetor projecao
— -1
w=S, (m —m,)

* Reprojetando os vetores sobre w
- t
X, =(x, w)w

X, = (X, w)w

t
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LDA Tutorial

Exemplo

» Para visualizar a transformacao, basta aplicar a funcao
discriminante a todos os dados

o7



LDA Tutorial

Taxa de Reconhecimento = 99%
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Exerciclo

» Gere duas distribuicoes
 Classifigue os dados usado LDA

* Verifigue o impacto da sobreposicao das
distribuicoes.

99



Tutorial 1/2 - Matlab

x1l = [ 2.95 6.63; 2.53 7.79; 3.57 5.65; 3.16 5.47];
x2 = [2.58 4.46; 2.16 6.22; 3.27 3.52];
ml = mean(xl);m2 = mean(x2);m = mean ([x1;x2]);
S1 = (xl-repmat (ml,size(x1,1

(x1-repmat (ml,size (x1,1
S2 = (x2-repmat (m2, size ( 1
( ( ( 1

x2-repmat (m2,size (x2,

S = 81 + S2;

w=1inv (S) * (ml-m2) "'



Tutorial 2/2 - Matlab

figure,hold on
axis ([0 8 0 8]);

plot(x1(:,1),x1(:,2), " 'bx");

plot (ml (1), ml(2), 'bd');

plot(x2(:,1),x2(:,2),'rx");

plot (m2 (1), m2(2), 'rd");

plot (m (1), m(2), 'kd");

plot ([w(l) O], [w(2) 0],'g");
w/norm(w) ;

x1l=(x1*w) *w',;, x21=(x2*w)*w';

plot(x11(:,1),x11(:,2),"'bo");
plot (x21(:,1),x21(:,2),'ro'");
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Tutorial 2 1/3

a = 5*[randn (500,1)+5, randn(500,1)+5
b = 5*[randn (500,1)+5, randn(500,1)-5
¢ = 5*[randn(500,1)-5, randn(500,1)+5
d = 5*[randn (500,1)-5, randn(500,1)-5
e = 5*[randn (500,1), randn(500,1)];
Group X = [a;b;c];

Group Y = [d;el;

All data = [Group X; Group Y];

All data label = [];

for k = 1l:length(All data)
if k<=length (Group X)

All data label = [All data label;
else

All data label = [All data label;
end

end

testing ind = [];
for i = l:length(All data)
if rand>0.8
testing ind = [testing ind, 1i];
end
end

4

4

’

’

X'

"Y'

training ind = setxor(l:length(All data), testing ind);
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Tutorial 2 2/3

[ldaClass,err,P,logp,coeff] = classify(All data(testing ind, :), ...
All data((training ind),:),All data label(training ind,:), 'linear');
[ldaResubCM, grpOrder] = confusionmat (All data label (testing ind, :),ldaClass)

K = coeff(1,2).const;

L = coeff(l,2).linear;

f Q(x,y) K + [x y]*L;

h2 = ezplot (f, [min(All data(:,1)) max(All data(:,1)) min(All data(:,2))
max (All data(:,2))1);

hold on

[ldaClass,err,P,logp,coeff] = classify(All data(testing ind,:), ...

All data((training ind),:),All data label(training ind, :), 'diagQuadratic');
[ldaResubCM, grpOrder] = confusionmat (All data label (testing ind, :),ldaClass)
K = coeff(1,2).const;

L = coeff(l,2).linear;

Q = coeff(1l,2).quadratic;

f=0(x,y) K+ [x y]*L + sum(([x y]*Q) .* [x v], 2);

h2 = ezplot(f, [min(All data(:,1)) max(All data(:,1)) min(All data(:,2))

max (All data(:,2))]);

hold on
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Tutorial 2 3/3

Group X testing = [];
Group Y testing = [];

for k = 1l:length(All data)
i1f ~isempty (find(testing ind==k))
if strcmp (A1l data label(k,:),'X")==1
Group X testing [Group X testing, k];
else
Group_ Y testing = [Group Y testing,k];
end
end
end
plot (All data (Group X testing,1l),All data(Group X testing,2),'g.');
hold on
plot (All data(Group Y testing,1l),All data(Group Y testing,2),'r.");
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PCA of IRIS dataset

LDA

Iris database (UCI Machine Learning Repository)
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