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Correlacao

Indica a forca e a direcao do relacionamento linear entre dois

atributos.

Trata-se de uma medida de relacao entre dois atributos, embora

correlacao nao implique causalidade

— Duas variaveis podem estar altamente correlacionadas e nao
existir relacao de causa e efeito entre elas.

Em muitas aplicacdes duas ou mais variaveis estao relacionadas,

sendo necessario explorar a natureza desta relacao

— Correlacao muito proxima de 1 ou de -1 indica relacio linear
entre dois atributos.

— Nesse caso € possivel ajustar um modelo que expresse tal
relacao

— Esse é o0 objetivo da analise de regressao.



Correlacao
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Analise da Regressao

Objetivo: Determinar o modelo que expressa esta relacao
(modelo de regressao) a qual € ajustada aos dados

* Permite construir um modelo matematico que
representa dois atributos (x e y)

« yv=1(x), em que f(.) € a funcido que relaciona x ey

* X € a variavel independente da equacao

« y & a variavel dependente das variacoes de $x$



Analise da Regressao

 Esse modelo pode ser usado
para predizer o valor de y para
um dado valor de x

— Realizar previsOes sobre
um comportamento futuro
de algum fenbmeno da
realidade.

— Extrapolar para o futuro
relacdes de causa-efeito
entre as variaveis, ja
observadas no passado.

— Cuidado com a
extrapolacao

Mas em toda a minha experiéncia
nunca estive em nenhum
acidente... de qualquer tipo digno
de mencdo. S6 vi uma unica
embarcacdo em perigo em todos
os meus anos no mar. Nunca vi
um naufragio nem nunca
naufraguei, tampouco enfrentei
qualquer contratempo que
ameacasse terminar em qualquer
tipo de desastre.

E.]. Smith, 1907, capitido, RMS

Titanic



Analise da Regressao

« A analise de regressao compreende dois tipos basicos:
— Linear
— Linear Multipla
— Nao Linear
 Modelos exponenciais
 Modelos logisticos



Regressao Linear

« Considera que a relacdo da resposta as variaveis € uma fungao
linear de alguns parametros

4
Datapoints
Regression

0.2 04 0.6 0.8 1.0

* Modelos de regressao linear sao frequentemente ajustados usando
a abordagem dos minimos quadrados.



Meétodo dos Minimos Quadrados

« Sejaaequagcaodaretay=ax+b(ouy=a+f3x)que modela a
relacao entre uma variavel independente e uma variavel
dependente.

« Seja um conjunto de n pontos de dados conhecidos:

D= {(z1,91), (z2,92),-- -, (N2, yn)}

» O objetivo é encontrar os coeficientes a e b para o modelo que
minimizem a medida de erro quadratico
RSS (Residual Sum of Squares)

RSS = Z?zl (ZJ — yi)2
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Regressao Linear

Line of best fit

Prasnunsane..

12



Meétodo dos Minimos Quadrados

* Os parametros da reta podem ser estimados através do
conjunto de dados D usando as seguintes equacoes:

n Z?:l wiyi_Z?:1 Ly Z?:l Y;
2
n Z?:l 33?‘(2?:1 ;)

a —

Z?:l xz2 i= 1 Yi— Z?zl LiY; Z?zl Ly

b = :
n S0, 2t (S0, @)
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Meétodo dos Minimos Quadrados

Exemplo

 Considere os dados da tabela abaixo. Encontre os coeficientes a e
b e calcule a posicao (y) no tempo x = 0,6

T X - tempo (s) Y - posiciio (m)

0,100 0,51
0,200 0,59
0,300 0,72
0,400 0,80
0,500 0,92

- Da tabela acima temos, » & = 1.5 Y xy=1.17
Y y=354 Y 22 =055

 Usando as equacoes anteriores, temos a = 1,08 e b = 0,38
« Desta forma, temos o0 modelo de regressao y = 1,08x + 0,38



Meétodo dos Minimos Quadrados

Exemplo

1,0 - -
1 ®  dados experimentais -
0,9- «— método dos minimos quadrados
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 Respondendo a questao anterior, para x = 0,6,y = 1,02



Meétodo dos Minimos Quadrados

Modelos de regressao linear nao costumam ser validos
para fins de extrapolacao, ou seja, predizer um valor
fora do dominio dos dados
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Analise de residuos

 Como avaliar a qualidade do modelo?
— Os erros tém distribuicao normal?
— Existem “outliers™ no conjunto de dados?
— O modelo gerado € adequado?

 Podemos responder essas perguntas analisando os
residuos, o qual € dado pela diferenga entre o y. e sua
estimativa y

ei:yi_gi
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Analise de residuos

Outliers
» Construir um histograma de frequéncia dos residuos
« Normalizar de modo a ter meédia zero e desvio 1

7 = £

o

* O histograma de residuos deve ser semelhante a uma normal.
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Analise de residuos

Outliers
» Se 0s erros tiverem uma distribuicao normal,
— Aproximadamente, 95% dos residuos estarao no intervalo de
um desvio padrao da média
» (Caso contrario, deve existir a presenca de “outlier”,
— Ou seja, valores atipicos ao restante dos dados.
* O que fazer com os outliers?
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Coeficiente de Determinacéo ( R?)

Uma forma de avaliar a qualidade de ajuste do modelo.
Indica a quantidade de variabilidade dos dados que o

modelo de regressao € capaz de explicar.
Varia entre 0 e 1, indicando quanto o modelo consegue

explicar os valores observados.

L(vi—9,)°

R =1 2luv)
S )
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Coeficiente de Determinacéo ( R?)

R? —0.44 R? —0.93
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Regressao Linear

Exercicio

 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Linear Regression Exampleg

print(__doc_ )

# Code source: Jaques Grobler
# License: BSD 3 clause

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from sklearn import datasets, linear_model

from sklearn.metrics import mean squared error, r2 score

# Load the diabetes dataset
diabetes = datasets.load diabetes()

# Use only one feature
diabetes_X = diabetes.data[:, np.newaxis, 2]

# Split the data into training/testing sets
diabetes_X_train = diabetes_X[:-20]
diabetes_X_test = diabetes_X[-20:]

# Split the targets into training/testing sets
diabetes_y_train = diabetes.target[:-20]
diabetes_y_ test = diabetes.target[-20:]

# Create linear regression object
regr = linear model.linearRegression()

# Train the model using the training sets
regr.fit(diabetes_X_train, diabetes_y_train)

# Make predictions using the testing set
diabetes_y_pred = regr.predict(diabetes_X_ test)

# The coefficients
print('Coefficients: \n', regr.coef_)
# The mean squared error
print("Mean squared error: %.27"
% mean squared error(diabetes_y_test, diabetes_y pred))
# Explained variance score: 1 is perfect prediction
print('Variance score: %.27' % r2 score(diabetes_y_test, diabetes_y_pred))

# Plot outputs
plt.scatter(diabetes_X_test, diabetes_y_ test, color='black')
plt.plot(diabetes_X_test, diabetes_y pred, color='blue', linewidth=3)

plt.xticks(
plt.yticks(

—~—

))
))

plt.show()
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http://scikit-learn.org/stable/auto_examples/linear_model/plot_ols.html#linear-regression-example

Regressao Linear

r n
Exe rc I c I o The coefficients, the residual sum of squares and the variance score are also calculated.

Coefficients:
[938.23786125]

Mean squared error: 2548.07

Variance score: 0.47
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Regressao Linear Multipla

« Aregressao multipla funciona de forma parecida com a
regressao simples

 Leva em consideragao diversas variaveis de entrada x,,

=1, ..., p, Influenciando ao mesmo tempo uma unica
variavel de saida, y

y=Po+ Prx1 + Poxs + ...+ Bpxp + €
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Regressao Linear Multipla

Exemplo:

y =10+ 2x1 + 5x9

00000

« A funcao de regressao na regressao multipla e
chamada de superficie de resposta

« Descreve um hiperplano no espaco p-dimensional das
variaveis de entrada x
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Regressao Linear Multipla

Como calcular a superficie de regressao?
« Usar o método dos minimos quadrados como feito na regressao
linear simples
« A diferenca € que agora temos um elevado numero de parametros
na forma

y=P0o+ B1x1 + B2+ ...+ Bpxyp + €

« Solucao: Expressar as operacdes matematicas utilizando notacao
matricial

Y1 1 x31 Xp1 Bo €
Y2 - 1 Xq12°" xpz - Bl ik &y

. y=XB+¢€
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Regressao Nao Linear

Em alguns casos o modelo linear pode nao ser o mais adequado.

Muitas aplicagdes biologicas sao modeladas por meio de relagoes

nao lineares.

Por exemplo, padrboes de crescimento podem seguir modelos:

— Exponenciais: onde a populacdo aumenta sem limites

— Logisticos: onde a populagao cresce rapidamente no inicio,
desacelera e se mantem estavel.

- (K)

Populac¢ao (N)

Tempo (t) Tempo (t)
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Meétodo dos Minimos Quadrados
Caso Exponencial

O método dos minimos quadrados pode ser facilmente adaptado
para o caso exponencial, usando logaritmos neperianos.

* Nesse caso, y' = ln(y)

* A equacao que modela a relacao entre uma variavel independente
e uma variavel dependente € dada por Y = bel®

n Z?:l wz-yi-—Z?zl Ly Z?:l Y;
2
n Z?:l w?—(Z?’zl ;)

a —

b= eV a2
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Meétodo dos Minimos Quadrados
Caso Exponencial

Exemplo
X y In(y) =y' x2 x*y' 3.5
0 312 11378 0 0 & y=3.122e0%
1 2.091 0.7376 1 0.738 3
2 1402 0.3379 4 0.676
3 094 -0.062 9 -0.186
4 063 -0.462 16 -1.848
5 0422 -0.863 25 -4314
6 0.283 -1.262 36 -7.574
7 019 -1661 49 -11.63
8 0.127 -2.064 64 -16.51
9 0.085 -2465 81 -22.19
10 0.057 -2.865 100 -28.65
SUM 55 9.347 -9.49 385 -91.47
AVG 5 -0.863 -8.316




Regressao Logistica

Exemplo

Considere que alguém queira comprar uma casa e esta na busca
por um financiamento.

Os bancos mantém para cada cliente um score, que varia de 300
a 850

Suponha que um dado cliente tem um score de 720 e gostaria de
saber qual € a probabilidade de ter seu crédito aprovado pela
instituicao financeira.

Esse cliente encontrou ainda dados de 1000 clientes com seus
respectivos escores, que tiveram seus pedidos aprovados ou nao.
Notem que nesse caso a variavel y é dicotbmica

— Aprovado (1)

— Negado (0)
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Regressao Logistica

Exemplo

approved 1.0 ccmnme—--—-——————

655
692
681
663
688
693
699
699
683
698
655
703
704
745
702

PRPORORRORRREROODO

0.0 ASEEHOESTENEENRED

30 400 500 0 700 800 %0
* Note que a distribuicao dos dados ¢ diferente (binomial).
« Os modelos de regressao vistos até entido nao funcionam nesse

Caso.

« Solucao: Regressao Logistica N



Regressao Logistica

A regressao logistica tem como objetivo:

Modelar a probabilidade de um evento ocorrer dependendo dos
valores das variaveis independentes.

Estimar a probabilidade de um evento ocorrer (e também de nao
ocorrer) para uma dada observacao.

Pode ser usada como um classificador, atribuindo uma classe ao
padrao de entrada.

— No nosso exemplo, crédito aprovado ou reprovado.
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Regressao Logistica

A variavel dependente na regressao logistica segue
a distribuicao de Bernoulli.

Distribuicao discreta de espaco amostral {0,1} que tem
probabilidade de sucesso p e falha q=1-p

Na regressao logistica estimamos p para qualquer combinacao
linear das variaveis independentes.

—
L 1 e :
= s : /
os/
/°'4 sigmoid function curve
“S” curve
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Regressao Logistica

Isso pode ser alcangado ajustando o seguinte modelo

(fungao logistica)

MLE (Maximum Likehood Estimation) é usada para estimar os
coeficiente do modelo.

s —1 1 ea 08
ogiae(@)s 1+e ¢ - 1+ e%

* sigmoid function curve
“S” curve
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Regressao Logistica

1.0 @

— — — —

— — — — —

300 400 500 600 700 800 900
FICOscore

Esse modelo diz basicamente que a probabilidade de conseguir
crédito sobe em funcao do score
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Regressao Logistica

Exercicio
 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Logistic Function

s

print(__doc_ ) # and plot the result

plt.figure(1, figsize=(4, 3))

plt.clf()
# Code source: Gael Varoquaux plt.scatter(X.ravel(), y, color='black',6 zorder=20)
# License: BSD 3 clause X_test = np.linspace(-5, 10, 300)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt def model(x):
return 1 / (1 + np.exp(-X))

loss = model(X_test * clf.coef_ + clf.intercept_).ravel()

from sklearn import linear_model : 5
plt.plot(X_test, loss, color='red', linewidth=3)

# this 1is our test set, it's just a straight line
# Gaussian noise

xmin, xmax = -5, 5

n_samples = 100

np.random.seed(0Q)

ols = linear model.linearRegression()

ols.Tit(X, y)

plt.plot(X_test, ols.coef_ * X_test + ols.intercept_, linewidth=1)
plt.axhline(.5, color='.5")

X = np.random.normal(size=n_samples) A

, plt.ylabel('y')
y = (X > 0).astype(np.float) plt.xlabel('X')
X[X > 0] *= 4 . plt.xticks(range(-5, 10))
X += .3 * np.random.normal(size=n_samples) plt.yticks([@, 0.5, 1])

_ plt.ylim(-.25, 1.25)

X = X[:, np.newaxis] plt.xlim(-4, 10)
# run the classifier plt.legend(('Logistic Regression Model', 'Linear Regression Model'),
clf = linear model.logisticRegression(C=1e5) loc="lower right", fontsize='small')
clf.Tit(X, y) plt.show()
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Regressao Logistica

Exercicio
 Programa exemplo de regressao usando
scikit-learn: Logistic Function

1.0
0.0 - m== | 0gistic Regression Model
—— Linear Regression Model

~4-3-2~1 0 12 3456 7T 8 9
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