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Hoje

• Regressão
– Linear ( e Múltipla )
– Não-Linear ( Exponencial / Logística )

2



Regressão



4

Agenda

• Regressão
– Correlação
– Análise de Regressão

• Linear
• Não-linear
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• Indica a força e a direção do relacionamento linear entre dois 
atributos.

• Trata-se de uma medida de relação entre dois atributos, embora 
correlação não implique causalidade
– Duas variáveis podem estar altamente correlacionadas e não 

existir relação de causa e efeito entre elas.
• Em muitas aplicações duas ou mais variáveis estão relacionadas, 

sendo necessário explorar a natureza desta relação
– Correlação muito próxima de 1 ou de -1 indica relação linear 

entre dois atributos.
– Nesse caso é possível ajustar um modelo que expresse tal 

relação
– Esse é o objetivo da análise de regressão.

Correlação
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Correlação
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Análise da Regressão

7

Objetivo: Determinar o modelo que expressa esta relação 
(modelo de regressão) a qual é ajustada aos dados

• Permite construir um modelo matemático que 
representa dois atributos ( x e y )

• y = f(x), em que f(.) é a função que relaciona x e y
• x é a variável independente da equação
• y é a variável dependente das variações de $x$
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Análise da Regressão
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• Esse modelo pode ser usado 
para predizer o valor de y para 
um dado valor de x
– Realizar previsões sobre 

um comportamento futuro 
de algum fenômeno da 
realidade.

– Extrapolar para o futuro 
relações de causa-efeito 
entre as variáveis, já 
observadas no passado.

– Cuidado com a 
extrapolação
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Análise da Regressão
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• A análise de regressão compreende dois tipos básicos:
– Linear
– Linear Múltipla
– Não Linear

• Modelos exponenciais
• Modelos logísticos
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Regressão Linear
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• Considera que a relação da resposta às variáveis é uma função 
linear de alguns parâmetros

• Modelos de regressão linear são frequentemente ajustados usando 
a abordagem dos mínimos quadrados.
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Método dos Mínimos Quadrados
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• Seja a equação da reta y = ax + b (ou y = α + β x) que modela a 
relação entre uma variável independente e uma variável 
dependente.

• Seja um conjunto de n pontos de dados conhecidos:

• O objetivo é encontrar os coeficientes a e b para o modelo que 
minimizem a medida de erro quadrático 
RSS (Residual Sum of Squares)
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Regressão Linear
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Método dos Mínimos Quadrados
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• Os parâmetros da reta podem ser estimados através do 
conjunto de dados D usando as seguintes equações:
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• Da tabela acima temos, 

• Usando as equações anteriores, temos a = 1,08 e b = 0,38
• Desta forma, temos o modelo de regressão y = 1,08x +  0,38

Método dos Mínimos Quadrados

Exemplo
• Considere os dados da tabela abaixo. Encontre os coeficientes a e 

b e calcule a posição (y) no tempo x = 0,6
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• Respondendo a questão anterior, para x = 0,6, y = 1,02

Método dos Mínimos Quadrados

Exemplo
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Método dos Mínimos Quadrados

• Modelos de regressão linear não costumam ser válidos 
para fins de extrapolação, ou seja, predizer um valor 
fora do domínio dos dados
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Análise de resíduos

• Como avaliar a qualidade do modelo?
– Os erros têm distribuição normal?
– Existem “outliers'” no conjunto de dados?
– O modelo gerado é adequado?

• Podemos responder essas perguntas analisando os 
resíduos, o qual é dado pela diferença entre o yi e sua 
estimativa ŷi
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Análise de resíduos

Outliers
• Construir um histograma de frequência dos resíduos
• Normalizar de modo a ter média zero e desvio 1

• O histograma de resíduos deve ser semelhante a uma normal.
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Análise de resíduos

Outliers
• Se os erros tiverem uma distribuição normal,

– Aproximadamente, 95% dos resíduos estarão no intervalo de 
um desvio padrão da média

• Caso contrário, deve existir a presença de “outlier”, 
– ou seja, valores atípicos ao restante dos dados.

• O que fazer com os outliers?
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Coeficiente de Determinação ( R2 )

• Uma forma de avaliar a qualidade de ajuste do modelo.
• Indica a quantidade de variabilidade dos dados que o 

modelo de regressão é capaz de explicar.
• Varia entre 0 e 1, indicando quanto o modelo consegue 

explicar os valores observados.
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Coeficiente de Determinação ( R2 )
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Regressão Linear

Exercício
• Programa exemplo de regressão usando 
scikit-learn: Linear Regression Example¶

•
•
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http://scikit-learn.org/stable/auto_examples/linear_model/plot_ols.html#linear-regression-example
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Regressão Linear

Exercício
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Regressão Linear Múltipla

• A regressão múltipla funciona de forma parecida com a 
regressão simples

• Leva em consideração diversas variáveis de entrada xi, 
i = 1, ..., p, influenciando ao mesmo tempo uma única 
variável de saída, y
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Regressão Linear Múltipla

Exemplo:

• A função de regressão na regressão múltipla é 
chamada de superfície de resposta

• Descreve um hiperplano no espaço p-dimensional das 
variáveis de entrada x
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Regressão Linear Múltipla

Como calcular a superfície de regressão?
• Usar o método dos mínimos quadrados como feito na regressão 

linear simples
• A diferença é que agora temos um elevado número de parâmetros 

na forma

• Solução: Expressar as operações matemáticas utilizando notação 
matricial

•
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Regressão Não Linear

• Em alguns casos o modelo linear pode não ser o mais adequado.
• Muitas aplicações biológicas são modeladas por meio de relações 

não lineares.
• Por exemplo, padrões de crescimento podem seguir modelos:

– Exponenciais: onde a população aumenta sem limites
– Logísticos: onde a população cresce rapidamente no início, 

desacelera e se mantém estável. 
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Método dos Mínimos Quadrados
Caso Exponencial

• O método dos mínimos quadrados pode ser facilmente adaptado 
para o caso exponencial, usando logaritmos neperianos.

• Nesse caso, 

• A equação que modela a relação entre uma variável independente  
e uma variável dependente é dada por
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Método dos Mínimos Quadrados
Caso Exponencial
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Exemplo
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Regressão Logística
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Exemplo
• Considere que alguém queira comprar uma casa e está na busca 

por um financiamento.
• Os bancos mantém para cada cliente um score, que varia de 300 

a 850
• Suponha que um dado cliente tem um score de 720 e gostaria de 

saber qual é a probabilidade de ter seu crédito aprovado pela 
instituição financeira.

• Esse cliente encontrou ainda dados de 1000 clientes com seus 
respectivos escores, que tiveram seus pedidos aprovados ou não.

• Notem que nesse caso a variável y é dicotômica
– Aprovado (1)
– Negado (0)
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Regressão Logística
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Exemplo

• Note que a distribuição dos dados é diferente (binomial).
• Os modelos de regressão vistos até então não funcionam nesse 

caso.
• Solução: Regressão Logística
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Regressão Logística
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A regressão logística tem como objetivo:
• Modelar a probabilidade de um evento ocorrer dependendo dos 

valores das variáveis independentes.
• Estimar a probabilidade de um evento ocorrer (e também de não 

ocorrer) para uma dada observação.
• Pode ser usada como um classificador, atribuindo uma classe ao 

padrão de entrada.
– No nosso exemplo, crédito aprovado ou reprovado.
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Regressão Logística
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• A variável dependente na regressão logística segue 
a distribuição de Bernoulli.

• Distribuição discreta de espaço amostral  {0,1}  que tem 
probabilidade de sucesso  p  e  falha  q = 1 - p

• Na regressão logística estimamos  p  para qualquer combinação 
linear das variáveis independentes.
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Regressão Logística
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• Isso pode ser alcançado ajustando o seguinte modelo 
(função logística)

• MLE (Maximum Likehood Estimation) é usada para estimar os 
coeficiente do modelo.
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Regressão Logística
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• Esse modelo diz basicamente que a probabilidade de conseguir 
crédito sobe em função do score
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Regressão Logística
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Exercício
• Programa exemplo de regressão usando 
scikit-learn: Logistic Function
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Regressão Logística
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Exercício
• Programa exemplo de regressão usando 
scikit-learn: Logistic Function
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