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1 Introducao

Cdlculo Numeérico ¢é a obtencdo da solu¢do de um problema pela aplicagdo de método numérico; a
soluc@o do problema serd caracterizada, entdo, por um conjunto de nimeros, exatos ou aproximados.

Método Numérico é um algoritmo composto por um nimero finito de operagdes envolvendo
apenas nimeros (operagdes aritméticas elementares, calculo de funcdes, consulta a uma tabela de valores,
consulta a um grafico, arbitramento de um valor, etc.).

Problema | Modelagem Modelo Resolugdo
Fisico Matematico

Solugéo

Modelagem ¢ a fase de obtengdo do modelo matemadtico que descreve o comportamento do sistema
fisico.

Resolucao ¢ a fase de obtenc@o da soluc@o através da aplicagdo de métodos numéricos (este é o
objetivo de estudo do Calculo Numérico).

2 Conceito de Erro

2.1 Introducéo

A nogdo de erro estd presente em todos os campos do Calculo Numérico. De um lado, os dados,
em si, nem sempre sdo exatos e, de outro lado, as operacdes sobre valores nao exatos propagam esses
erros a seus resultados. Finalmente, os proprios métodos numéricos, freqiientemente métodos
aproximados, buscam a minimizagdo dos erros, procurando resultados o mais préximo possivel do que
seriam valores exatos.

Erro ¢ a diferenca entre o valor exato e o valor apresentado.

No préximo capitulo, sobre representagdo de nimeros reais, iremos analisar vdrias situagdes em
que ocorrem erros, quando utilizamos o computador para realizar os cdlculos. A seguir, analisaremos os
erros que ocorrem durante as fases de modelagem e resolucéo e também sobre erros de arredondamento e
erros de truncamento.

2.2 Erros na Fase de Modelagem

Ao se tentar representar um fendmeno do mundo fisico por meio de um método matematico,
raramente se tem uma descricdo correta deste fenomeno. Normalmente, sdo necessdrias varias
simplificagdes do mundo fisico para que se tenha um modelo.

Exemplo: Estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleragdo constante.
Tem-se a seguinte equagio:

d=do+vo *t+1/2% 0% 1
onde:
d  :distancia percorrida
d, :distancia inicial
vo : velocidade inicial
t  :tempo
a :aceleragdo

Determinar a altura de um edificio com uma bolinha de metal e um crondmetro: 3s
d=0+0%3+1/2%9.8%3*=44.1m

Este resultado é confidavel?
1. Fatores nao considerados:
e resisténcia do ar
e velocidade do vento, etc.
2. Precisdo dos dados de entrada:
® Se o tempo fosse 3,55 = d = 60.025m
e Variacdo de 16,7% no crondmetro — 36% na altura.

2.3 Erros na Fase de Resolucao

Para a resolu¢do de modelos matematicos muitas vezes torna-se necessaria a utilizagdo de
instrumentos de célculo que necessitam, para o seu funcionamento, que sejam feitas certas aproximagoes.
Tais aproximagdes podem gerar erros, tais como: conversao de bases, erros de arredondamento e erros de
truncamento.

2.4 Erros Absolutos e Relativos

Erro absoluto (EA) é a diferenca entre o valor exato de um nimero N e o seu valor aproximado
N’:



N=N + EAy (N>N — EAN>0
N<N — EAy<0)

EAN=N-N Erro absoluto

Por exemplo, sabendo-se que € (3.14, 3.15) tomaremos para © um valor dentro deste intervalo e
teremos, entdo, IEA;l = It - ©°l < 0.01.

Erro Relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

EA -N'
ER, = v o NN Erro Relativo
N' N'

E claro que EAy s6 podera ser determinado se N for exatamente conhecido; como isso € raro, em
célculos numéricos costuma-se trabalhar com uma limitagdo méaxima para o erro, ao invés do préprio
(indicando-se, entdo, | E'| < €, onde € € o limite).

Por exemplo, se o0 = 3876.373 e s6 desejamos a parte inteira o’, o erro absoluto sera:
Ag=la—0o'l=0.373

Se fizermos 0 mesmo com o nimero 3 = 1.373, teremos:
Ag=1B—-P'1=0.373

Obviamente, o efeito de aproximagdo de § é muito maior do que em ¢, mas o erro absoluto é o
mesmo nos dois casos. O erro relativo, entretanto, pode traduzir perfeitamente este fato, pois:

=037 0,000096 < 10 & = 0373

=0,373 < 5*10°
3876

o

2.5 Erro de Arredondamento

Ao se aplicar um método numérico, os erros devidos aos valores iniciais, intermedidrios e finais
conduzem a um erro global (diferenca entre o exato e o obtido) também chamado de arredondamento.

Erros iniciais sdo os cometidos no arredondamento dos dados iniciais. Os erros intermedidrios sdo
decorrentes dos erros cometidos durante a aplicacdo do método numérico e os erros finais decorrentes da
apresentagao final do resultado.

Os tipos de arredondamentos mais conhecidos sdo:
e Arredondamento para baixo ou por falta;
¢ Arredondamento para cima ou por excesso;
e Arredondamento para o numero de maquina mais proximo.

Critério de Arredondamento: no cdlculo manual, ao registrar um valor aproximado, costuma-se
usar a seguinte regra:

1. somar meia unidade apds a ultima casa decimal a conservar;
2. desprezar as demais casas.

Assim, com 2 nimeros significativos tem-se:

V2 =1414..=141 (1414 ...+ 0.005=1419 ... > 1.41)
Y2 =1259..=1.26 (1259 ...+ 0.005 =1.264 ... = 1.26)

O uso deste critério limita o erro a meia unidade da dltima casa conservada:

E=+2 —1.41=141421 ..— 1.41 =0.00421 < 0.005

Os valores aproximados obtidos podem ser inferiores (valor aproximado por falta) ou superiores
(valor aproximado por excesso) aos exatos; 1.41 € o valor aproximado, por falta, de \/E ; 1.26 é o valor de
2, aproximado por excesso.

Para concluir este item de erro de arredondamento, deve-se ressaltar a importancia de se saber o
nimero de digitos significativos do sistema de representacdo da maquina que estd sendo utilizada para
que se tenha a nogao da precisdo do resultado obtido.

Além da precisio decimal, o cdlculo do chamado Epsilon da méquina nos d4 uma idéia da
exatidao da mdquina.

O & da mdquina € o menor niimero de ponto flutuante, tal que: 1 + € > 1. Alguns métodos para
calculo de € ndo dao seu valor exato, mas isto nem sempre é necessario, pois o que importa é a sua ordem
de grandeza.

O programa abaixo, escrito na linguagem C, calcula uma aproximagio do € da mdquina:

#include <stdio.h>
int main()
{
float Eps=1.0;
while (Eps + 1 > 1)
Eps = Eps / 2.0;
printf ("A maquina acha que %1.25f vale zero!\n", Eps);
return 0;

O programa acima, executado num Pentium, obteve a seguinte resposta:
A maquina acha que 0.0000000000000000000542101 vale zero!

Logo, o nimero de digitos significativos € 19.

2.6 Erro de Truncamento

Sdo erros provenientes da utilizacdo de processos que deveriam ser infinitos ou muito grandes
para a determinacdo de um valor e que, por razdes priticas, sao truncados.

Estes processos infinitos sdo muito utilizados na avaliagdo de fun¢Ges mateméticas, tais como,
exponenciagao, logaritmos, fungdes trigonométricas e varias outras que uma maquina pode ter.

Exemplo: Uma mdquina poderia calcular a fun¢do seno(x) e exponencial(x) utilizando as seguintes
técnicas:

3 5 7
seno(x) = x — B
3! 5! 7!
2 X3
=1+ x + = + = +
2! 3!

Fazendo truncamento:
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x3 xS x7 )C”
seno(x)=x - — + — - = + +(-1)"=
3! 5! 7! !
xZ x3 xn
=1 + x + = + = + +=
2! 3! n!

A solucido € a de interromper os cdlculos quando uma determinada precisao € atingida.

De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser diminuido até chegar a
ficar da ordem do erro de arredondamento; a partir desse ponto, ndo faz sentido diminuir-se mais, pois o
erro de arredondamento serd dominante.

3 Representacao dos Nimeros Reais

3.1 Introducéao

Complexos (2+3V-1')
Nimeros { Irracionais (
Reais { Inteiros (-1004; 2)
Ramonals{ Ordinarios (32/7; 1/3)
Fracionérios
{ Decimais (-3.15; 0.33...)
Algumas das propriedades bdsicas da aritmética real ndo valem mais quando executadas no

computador, pois, enquanto na matematica alguns nimeros sido representados por infinitos digitos, no
computador isso ndo € possivel, pois uma palavra de memdria € finita e a propria memoria também.

Exemplos: \/E, \/5, Te %

Se desejassemos calcular a area de uma circunferéncia de raio 100m, obteriamos os seguintes
resultados:

a) A = 31400m>
b) A=31416 m’
) A =31415.92654 m’

Como justificar as diferencas entre os resultados? E possivel obter o valor exato desta drea?

Os erros ocorridos dependem da representagdo dos nimeros na maquina utilizada. A representagio
de um nimero depende da base escolhida ou disponivel na maquina em uso e do nimero maximo de
digitos usados na sua representagao.

O ndmero w, por exemplo, ndo pode ser representado através de um numero finito de digitos
decimais. No exemplo mostrado acima, o nimero ® foi escrito como 3.14, 3.1416 e 3.141592654
respectivamente nos casos (a), (b) e (c). Em cada um deles foi obtido um resultado diferente, e o erro
neste caso depende exclusivamente da aproximacao escolhida para w, Qualquer que seja a circunferéncia,
a sua drea nunca serd obtida exatamente, uma vez que T é um nimero irracional.

Como neste exemplo, qualquer cdlculo que envolva nimeros que nio podem ser representados
através de um nimero finito de digitos ndo fornecerd como resultado um valor exato. Quanto maior o
nimero de digitos utilizados, maior serd a precisdo obtida. Por isso, a melhor aproximagdo para o valor da
area da circunferéncia € aquela obtida no caso (c).

Além disso, um nimero pode ter representacao finita em uma base e nao-finita em outras bases. A
base decimal é a que mais empregamos atualmente. Um computador opera normalmente no sistema

bindrio.

Observe o que acontece na interagdo entre o usudrio (ou dados do programa) e o computador: os
dados de entrada sdo enviados ao computador pelo usuario no sistema decimal; toda esta informacdo é
convertida para o sistema bindrio, e as operagdes todas serdo efetuadas neste sistema. Os resultados finais
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serdo convertidos para o sistema decimal e, finalmente, serdo transmitidos ao usuario. Todo este processo
de conversdo é uma fonte de erros que afetam o resultado final dos calculos.

Na préxima secdo, iremos estudar os processos de conversdo de nimeros do sistema decimal para
o sistema bindrio e vice-versa. Estudaremos também a forma de armazenamento feita pelos computadores
digitais.

3.2 Sistema de Numeracdo

Existem varios sistemas numéricos, dentre os quais destacam-se o sistema decimal (base 10), o
octal (base 8) e o hexadecimal (base 16).

Em um sistema numérico com base £, existem [ digitos e o maior é f— 1. De um modo geral, um
niimero na base £, (ajaj.1...axa1a0)p, 0 < ar < (B - 1), k=1, 2, ..., j, pode ser escrito na forma polinomial:

aij + aj_lﬁj'1+...+ 32B2 + alﬁl + aOBO

Com esta representagdo, podemos facilmente converter um nimero representado em qualquer
sistema para o sistema decimal.

3.2.1 Sistema de Numeracéo Decimal

No sistema de numerac@o usual, o sistema decimal, usamos dez digitos 0, 1, ..., 9. Um niimero
maior que 9 € representado usando uma convengao que atribui significado a posi¢ao ou lugar ocupado por
um digito. Por exemplo, em virtude das posi¢des ocupadas pelos digitos individuais no nimero 2015, este
nimero tem significado numérico calculado como:

2015 = 2#10° + 0%10% + 1¥10" + 5%10° = 2000 + 0 + 10 + 5 = 2015

Notamos que um ndmero é expresso como uma soma de poténcias de 10 multiplicadas por
coeficientes apropriados. No sistema decimal, 10 € a base do sistema. Existem 10 digitos, o maior sendo

9. Em um sistema numérico com base £, existem B digitos e o maior é 3 -1.

3.2.2 Sistema de Numeracéo Binario

No sistema bindrio existem apenas 2 digitos: 0 e 1. Como os circuitos eletrénicos usados no
computador apresentam 2 estados possiveis, convencionou-se chamar o estado desligado de 0 e o estado
ligado de 1. Cada digito de um nimero representado no sistema bindrio é denominado bit (contracdo de
Blnary digiT), o conjunto de 4 bits ¢ denominado nibble e o de 8 bits de byte, termo bastante utilizado na
area de informatica.

3.2.2.1 Conversao do Sistema Binario para Decimal
Quando um niimero € escrito no sistema bindrio, os digitos individuais representam os coeficientes

de poténcias de 2. Por exemplo, o nimero decimal 19 é escrito em representagdo bindria como 10011,
pois este arranjo de digitos bindrios significa:
10011 = 1%2* + 0%2° + 042° + 1%2' + 1#2°= 16 + 0+ 0 + 2+ 1 = 19

3.2.2.2 Conversao do Sistema Decimal para Binario
A conversdo de um nimero decimal para binario € feita da seguinte forma:

8
19 | 2
LsB-»1 9 |2
1 4 |2
0 2|2
0 1 |2
1 0
4

19010 = 10011

O bit menos significativo de um ndmero bindrio recebe a notagdo de LSB (Least Significant Bit) e
o bit mais significativo de MSB (Most Significant Bit).

3.2.2.3 Conversao de Numeros Binarios Fracionarios em Decimais

Consideremos agora a conversdo de um nimero fraciondrio bindrio (base 2) para um ndmero
decimal (base 10).

0.12510=0*10" + 1¥10™" + 2%102 + 5%10° = 0.1 + 0.02 + 0.005 = 0.125¢
0.001, =0%2° + 021 + 0%22 + 1%23 =0+ 0 + 0 + 0.125 = 0.125¢
0.101, =0%2° + 1%271 4 0222 + 1*2° =0+ 0.5+ 0 + 0.125 = 0.6251¢

3.2.24 Conversao de Numeros Decimais Fracionarios em Binarios

Consideremos agora a conversdo de um nimero fraciondrio da base 10 para a base 2. Um nimero
real entre 0 e 1 pode ter representagdo finita no sistema decimal, mas representac@o infinita no sistema
bindrio.

No caso geral, seja » um nidmero entre 0 e 1 no sistema decimal e (0.dd>...dj...), sua representacdo
no sistema bindrio. Os digitos bindrios d,, da, ..., dj, ... s3o obtidos através do seguinte algoritmo:

Passo 0O: n=rk=1

Passo 1: Calcule 2ry.
Se 2r =1, faga: dy = 1,
caso contrario, faca: dy =0

Passo 2: Faca ry1 = 2r— dx
Se ry+1 =0, pare.

Caso contrario:

Passo 3: k=k+1.
Volte ao passo 1.

Observar que o algoritmo pode ou ndo terminar apdés um nidmero finito de passos. Para r =
(0.125)9 teremos: r; = 0.125.

k=1 2r=025 = di=0
1 =025-d; =025

k=2 2,=05 = d=0
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r3=0.5
k=3 2r;=1.0 = dz=1
r4:O

Temos entdo 0.1259 = 0.001,, sendo portanto a representacdo bindria finita. J4 para r = 0.1,
teremos: r; = 0.1

k=1 2r=02 = di=0
r,=0.2

k=2 2r,=04 = dr=0
k=3 2r;=0.8 = d3f()
k=4 2r,=16 = di=1
k=5 2rs=12 = ds=1

Como re¢ = rp, teremos que os resultados para k de 2 e 5 se repetirdo e entdo: rip=re=r=02¢e
assim indefinidamente.

Concluimos que: (0.1);0 = (0.00011001100110011...), e, portanto, o nimero (0.1);p ndo tem
representacao bindria finita.

O fato de um nimero ndo ter representacdo finita no sistema bindrio pode acarretar a ocorréncia de
erros aparentemente inexplicaveis em calculos efetuados em sistemas computacionais bindrios.

Um computador que opera no sistema bindrio ird armazenar uma aproximagdo para (0.1);0, uma
vez que possui uma quantidade fixa de posi¢des para guardar os digitos de mantissa de um nimero, e esta
aproximagao serd usada para realizar os célculos. N2o se pode, portanto, esperar um resultado exato.

Podemos agora entender melhor por que o resultado da operagao:

1000

S=>01
n=1

ndo é obtido corretamente num computador. Supondo uma maquina digital que trabalhe com apenas 9
digitos na mantissa, o nimero (0.1);o seria armazenado como (0.000110011), e este nimero representa
exatamente (0.099609375),o. Portanto, todas as operagdes que envolvem (0.1);¢ seriam realizadas com
esta aproximagdo. Veremos na proxima secdo a representacdo de nimeros em aritmética de ponto
flutuante com o objetivo de se entender melhor a causa de resultados imprecisos em opera¢des numéricas.

1000
O programa a seguir permite calcular ZO.I , sendo 100 o valor exato dessa somatdria.
i=1
#include <stdio.h>
int main ()
{
int i;
float x=0;

for (i=1;1i<=1000; i++)

x =x + 0.1;
printf("x = $.20f", x);
return 0;

}

Quando essa somatéria € efetuada utilizando o computador o valor é: 99.99904632568359380000.
Se trocarmos o tipo float para double (maior precisdo) o resultado serd 99.99999999999859310000.

3.3 Aritmética de Ponto Flutuante

Usa-se, rotineiramente, duas formas para fazer o armazenamento dos nimeros em maquinas:
ponto fixo (para valores inteiros) e ponto flutuante (para valores reais).

Uma mdaquina de calcular, ou um computador digital, representa um nidmero real no sistema
denominado aritmética de ponto flutuante. Neste sistema, o nimero x € representado na forma:

d d- ds d e
x=+|:181+ﬁ2+ﬁ3+...+ﬁt.ﬁ
onde:
[: é a base em que a mdquina opera;
d;: sdo nimeros inteiros contidos no intervalo 0 < i< (B-1); i=1,2, ... d1 #0;
e: representa o expoente de § e assume valores entre / < e < S;
1, S: limite inferior e limite superior, respectivamente, para a variacdo do expoente.
d, d- ds d | . . .
E + ? + F + ...t ﬁ € chamada de mantissa e € a parte do nimero que representa

os seus digitos significativos e # € o nimero de digitos significativos do sistema de representacdo,
comumente chamado de precisdao da maquina.

Exemplo 1: No sistema de base 8 = 10 (decimal), tem-se:

0.12510=(i + l + Sjo 100

10' 10° 10°
3.141510=0.31415-101=(i1 + iz + i3+ % + is) 10
10 10 10010 10

Os nidmeros assim representados estdo normalizados, isto €, a mantissa € um valor entre O e 1. A
forma normalizada € utilizada nas operagdes envolvendo ponto flutuante em computadores digitais.

No sistema de base = 2 (binério), tem-se:
1010= 1010, =0.101 + 2* = (% + % N i). .

1

4,0=100,=0.1 %2 = 3 %93

Exemplo 2: Numa mdquina de calcular cujo sistema de representacdo utilizado tenha f=2, = 10, I = -15
e S =15, o nimero 25y e 3.5¢ é, assim representado:
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2510= 11001, =0.11001 * 2° = 0.11001 * 2'%!

ou, de uma forma mais compacta:

1100100000 0101
Mantissa expoente

Cada digito é chamado de bit, portanto, nesta maquina sao utilizados 10 bits para a mantissa, 4
para o expoente e mais um bit para o sinal da mantissa (se bit=0 positivo, se bit=1 negativo) e um bit para
o sinal do expoente, resultando, no total, 16 bits, que sdo assim representados:

Pn= [oTiTiTo 0T ToTo o o 000t o]
Valor da Mantissa Expoente
— Sinal da Mantissa Sinal Exp.

3.510=0.111 #2'°

[oft[1]1]o]oJoJofofofofofo]o]1]o]

O maior valor representado por esta maquina descrita no exemplo 2 seria:

Loftfufufufufufufufrfafofufefr]u]

que, na base decimal, tem o seguinte valor: 0.1111111111 * ot 3273619
E o menor valor seria: —0.1111111111 * 2" =~ 32736,

Logo, os nimeros que podem ser representados nesta maquina estariam contidos no intervalo
[-32736; 32736].

Nesta maquina, ainda, o valor zero seria representado por:

[oJoofo]o]oJo]ofofo[ofofo]o]o]o0]

O préximo nimero positivo representado seria:

[o[1]oJofofofoJofoJofof 1t 1[1]1]

0.1 * 2715 =0.000015259

O subsequente seria:

[of1]oJofofofoJofoJo[1[1ft]1]1]1]

0.1000000001 * 275 = 0.000015289

Através desses exemplos pode-se concluir que o conjunto dos nimeros representdveis neste
sistema é um subconjunto dos nimeros reais, dentro do intervalo mostrado anteriormente.

Considere, por exemplo, uma maquina que opera no sistema:
B=10; t=3; e [-5,5].

Os nimeros serdo representados da seguinte forma nesse sistema:

0.did>d3 #10°,0<d;<9,d; £0, e € [-5, 5]
O menor nimero (m), em valor absoluto, representado nesta miquina é:
m=0.100 *10° = 10°
e 0 maior nimero (M), em valor absoluto, é:

M =0.999 * 10° = 99900

Considere o conjunto dos nimeros reais R e o seguinte conjunto:

G={xeRIm<IxI<M}

Dado um nimero real x, varias situacdes poderao ocorrer:

1. x € G: por exemplo, x = 235.89 = 0.23589 * 10°. Observe que este nimero possui 5 digitos na
mantissa. Estdo representados exatamente nesta maquina os nimeros: 0.235%10% e 0.236*10°.
Se for usado o truncamento, x serd representado por 0.235%10° e, se for usado o
arredondamento, x serd representado por 0.236*10°. Na préxima segdo, sobre erros,
estudaremos o truncamento e o arredondamento;

2. 1 x| < m: por exemplo, x = 0.345%107. Este niimero ndo pode ser representado nesta maquina
porque o expoente e € menor que —5. Esta € uma situacdo em que a maquina acusa a ocorréncia
de underflow;

3. lx1> M: por exemplo, x = 0.875%10°. Neste caso o expoente ¢ é maior que 5 e a mquina acusa
a ocorréncia de overflow.

Algumas linguagens de programag@o permitem que as varidveis sejam declaradas em precisdo
dupla. Neste caso, esta variavel serd representada no sistema de aritmética de ponto flutuante da maquina,
mas com aproximadamente o dobro de digitos disponiveis na mantissa. E importante observar que, neste
caso, o tempo de execucdo e requerimento de memdria aumentam de forma significativa.

O C fornece trés tipos para nimeros de ponto flutuante. Cada tipo tem um intervalo e uma
precisao especificada:

Tipo N° de bits Intervalo
Inicio Fim
float 32 3.4E-38 3.4E+38
double 64 1.7E-308 1.7E+308
long double 80 3.4E—4932 3.4E+4932

O tipo long double & o tipo de ponto flutuante com maior precisdo. E importante observar que os
intervalos de ponto flutuante, na tabela acima, estdo indicados em faixa de expoente, mas os nimeros
podem assumir valores tanto positivos quanto negativos.

3.4 Propagacao de Erros
Durante as operagdes aritméticas de um método, os erros dos operandos produzem um erro no
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resultado da operagdo; sendo A, a, B, b os valores exatos e aproximados, respectivos, e E, e Ep, 0s erros
dos operandos.

A+B=@+E)+(b+Ey)=a+b+E,+E, . EAass=E.+ By
A-B=(@+E)-(b+E)=a-b+E,—E, .. EApA3=E,-E,
A *B=(a+E, (b+Ep)=ab +aE, + bE, + E,*E, .. EApsg = aEy + bE, + Ey*E,

Vejamos através de um exemplo, como os erros descritos anteriormente podem influenciar o
desenvolvimento de um calculo.

Exemplo: Suponha-se que as operaces abaixo sejam processadas em uma mdaquina com 4 digitos
significativos e fazendo-se: x| = 0.3491%10* e Xy = 0.2345%10° tem-se:

(2 +x1) —x1 = (0.2345%10° + 0.3491#10% — 0.3491+*10*
=0.3491*10* - 0.3491*10*
=0.0000

X2+ (1 —x1) =0.2345%10° + (0.3491*10* — 0.3491*10%
=0.2345 + 0.0000
=0.2345

Os dois resultados sdo diferentes, quando ndo deveriam ser, pois a adi¢do € uma operagio
distributiva. A causa desta diferenca foi um arredondamento feito na adigdo (x; + x;), cujo resultado tem 8
digitos. Como a maquina s6 armazena 4 digitos, os menos significativos foram desprezados.

Ao se utilizar maquinas de calcular deve-se estar atento a essas particularidades causadas pelo erro
de arredondamento, ndo sé na adicdo mas também nas outras operacdes.

4 Zeros de Equacoes Transcendentes e Polinomiais

4.1 Introducéao
Seja F(x) uma fungdo real definida num intervalo [a, b]. Chama-se raiz(es) desta funcdo em [a, b]
a todo & (csi) € (a, b) tal que F(§) = 0, como mostra a figura abaixo.

|

|

|

|

|

|
. 1
i >
4.1.1 Derivada de uma fun¢dao num ponto

A funcdo f : A — R diz-se derivdvel no ponto de acumulagdo a € A quando existe e € finito o
limite:

Ay fO-f@ _ . flatA)-f(a)
lim = lim = lim

a0 Ax x—a x—a Ax—0 Ax
Quando f ¢ derivavel em a, o limite ¢ chamado derivada de f no ponto a.

4.1.2 Tipos de Métodos
Pode-se dizer que sdo dois os métodos para se achar a(s) raiz(es) de uma equagao:

Meétodo direto: quando fornece solugdo em apenas um unico passo. Esta raiz € exata, a menos de
erros de arredondamento.

Exemplo: Seja F(x) = x* — 3x + 2. A solugfo direta pode ser obtida através da férmula de Baskara com a

—btAp —4dac

> , que terd como conjunto solugéo {1, 2}.
a

expressdo: X =

PROGRAM Baskara;

VAR a, b, ¢ : INTEGER;
delta : INTEGER;
x1, x2 : REAL;

BEGIN
a :=1; b := -3; ¢c := 2; {f(x) = x"2 - 3*x + 2}
delta := b*b - 4*a*c;
IF delta >= 0 THEN
BEGIN
x1 := (-b + SQRT(delta)) / (2*a);
x2 := (-b - SQRT(delta)) / (2*a);
WRITELN('xl = ',x1);
WRITELN('x2 = ',x2);
END
ELSE WRITELN('Nao possui raizes reais');
END.

Meétodo iterativo ou indireto: ¢ um processo de célculo infinito, recursivo, em que o valor obtido
a cada passo depende de valores obtidos em passos anteriores. Este tipo de método, na maioria das vezes,
ndo obtém solugdo exata para as raizes, mas sim uma soluc¢@o aproximada dentro de uma faixa de erro
considerada aceitdvel.
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E importante salientar, que normalmente, os métodos iterativos sdo mais precisos quando
executados em um computador que permite agilizar os calculos matematicos, obtendo assim uma melhor
precisao.

Exercicio: Calcular v/4 e de +/2 usando o Método de Newton definido por:

X
—+x

n=1
—1
X, =~—"—~% paran=1,2,3, ...
2
onde: x: o nimero a ser calculado a raiz
Xo: uma atribuicdo inicial qualquer diferente de zero (por exemplo, xp = 1).

Como vimos anteriormente, o cdlculo das duas raizes de uma equag@o do segundo grau, colocada
sob a forma ax® + bx + ¢ = 0, sdo facilmente obtidas pela férmula de Baskara. Entretanto, se colocarmos
uma expressdo em que apareca uma equagdo transcendente, a solugdo ja ndo € tdo simples, como
demonstram os exemplos abaixo:

e +x=0
cos(x)—x=0
In(x)+x-2=0

Mesmo um polindmio de grau maior que tré€s ja ndo tem uma soluc@o algébrica simples como a da
equagdo do segundo grau, a ndo ser em casos particulares. Vamos analisar como enfrentar esse problema,
tdo comum em diversas dreas da engenharia, da economia, das ciéncias, da fisica, entre tantas outras.

Essas equagdes, com enorme freqiiéncia, nos levam a raizes reais nao racionais que, ao serem
representadas no computador, necessariamente, o serdo de forma aproximada, pelas razdes ja expostas no
capitulo anterior, tendo em vista que necessitariam de infinitos digitos, em suas mantissas, para serem
representadas.

Além disso, em geral, estamos interessados em obter esses valores, essas raizes, com uma
determinada precisdo, com um erro tolerdvel, com algumas casas decimais, sem a pretensdo de obter
valores exatos. Isso é mais do que suficiente, para a maioria dos problemas praticos encontrados.

Os métodos numéricos a serem apresentados, partindo de valores inicialmente propostos, buscam
aprimorar esses valores, diminuindo os erros, aproximando-se, assim, dos valores das raizes procuradas,
até que os erros sejam aceitaveis, podendo-se garantir que sejam erros inferiores a valores pré-definidos.

Para se calcular uma raiz duas etapas devem ser seguidas:

e [solar a raiz, ou seja, achar um intervalo [a, b], o menor possivel, que contenha uma e somente
uma raiz da equacdo f{x) = 0;

e Melhorar o valor da raiz aproximada, isto &, refind-la até o grau de exatiddo requerido. Com a
abordagem iterativa precisamos determinar um intervalo inicial para construirmos a seqiiéncia
{xi} e teremos que a raiz x' sera dada por:

x'=limx;

i—oo

Além disto, temos que estipular critérios de parada, pois na pratica ndo calcularemos infinitos
termos, mas apenas o suficiente para atingirmos a exatidao desejada.
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4.1.3 Isolamento de Raizes

Nesta fase € feita uma andlise tedrica e grafica da fungdo f(x). Para tal fim, usa-se freqiientemente
um importante teorema da dlgebra.

Teorema: Se uma func¢do f(x) continua num intervalo [a, b] assume valores de sinais opostos nos
pontos extremos deste intervalo, isto é, fla). fib) < 0, entdo o intervalo contera, no minimo, uma raiz da
equagdo f(x) = 0; em outras palavras haverd, no minimo, um nimero & € (a, b) tal que f{€) = 0.

4.1.3.1 Numero de Raizes Reais

Na secdo anterior vimos como delimitar as raizes reais de F(x) = 0. Agora iremos verificar quantas
raizes existem no intervalo delimitado. Os métodos a seguir ddo uma boa indica¢do sobre o nimero de
raizes do intervalo.

Teorema de Bolzano: Seja F(x) = 0 uma equagio algébrica com coeficientes reais e x € (a, b):

e Se F(a).F(b) < 0, entdo existe um numero impar de raizes reais (contando suas
multiplicidades) no intervalo (a, b).

e Se F(a).F(b) > 0, entdo existe um nimero par de raizes reais (contando suas multiplicidades)
ou nao existe raizes reais no intervalo (a, b).

A determinacdo do nimero de raizes de equacdes transcendentes geralmente é quase impossivel,
pois algumas equacdes podem ter um niimero infinito de raizes.

Nao faremos maiores consideracdes sobre este importante topico, por nio ser o objeto de estudo
neste momento, € por merecer um trabalho a parte, devido a extensdo de seu contetiido. Entretanto,
podemos salientar que o problema de isolar raizes constitui-se da enumeragdo, localizagdo e separagdo
das mesmas.

4.1.3.2 Refinamento
Depois de isolar a raiz no intervalo [a, b], passa-se a calculd-la através de métodos numéricos.
Como veremos adiante, estes métodos devem fornecer uma seqiiéncia {x;} de aproximac@o, cujo limite é
a raiz exata & Em cada aproximagio x,, da raiz exata &, usa-se um destes critérios e compara-se o
resultado com a tolerincia € pré-fixada.
A verificac@o, de que x, esta "suficientemente" proxima da raiz, pode ser feita de dois modos
diferentes (que podem levar a resultados diferentes):

|fix,)1<e  (abordagem pelo eixo y)
| X, = X1 | £ € (abordagem pelo eixo x)

Observa-se que dependendo dos nimeros envolvidos é aconselhdvel usar os testes de erro relativo:
lx, =%, <e
|

I x

n—1

4.1.4 Classificacdao dos métodos

Métodos de quebra: Os métodos de quebra sdo os mais intuitivos geometricamente; contudo, sdo
os que convergem mais lentamente. Estes métodos sdao assim chamados porque a partir de um intervalo
que contenha uma raiz da fungdo, vai-se particionando este intervalo em outros menores, que ainda
contenham a raiz. Dependendo da escolha do ponto de quebra do intervalo, poderemos ter diferentes
métodos, tais como.

e Método da Bissegdo;
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e Meétodo da Falsa Posi¢do.

Métodos de ponto fixo: Nos métodos de ponto fixo comegamos de uma aproximag@o inicial xo e
construimos a seqiiéncia {x;} na qual cada termo é dado por x;;; = {(x;), onde { é uma fungio de iteragdo.
Conforme for {, (dzeta) teremos diferentes métodos de ponto fixo, tais como.

e Meétodo de Newton-Raphson;

e Método da Iteracdo Linear.

Métodos de miiltiplos pontos: Os métodos de miltiplos pontos constituem uma generalizagio do
método anterior, onde para determinar um ponto x,; utilizamos védrios pontos anteriores: X, Xi., ..., Xi-p.
Exemplo:

e Meétodo da Secante.

4.2 Meétodo da Bissecdao

Seja f{x) uma fung¢do continua no intervalo [a, b] e seja & uma raiz desta fungdo, sendo que & € (a,
b), tal que () = 0.

Interpretacdo geométrica do método da bisse¢ao

Dividindo o intervalo [a, b] ao meio, obtém-se x;, havendo, pois, dois subintervalos, [a, xi] e [x],
b], a ser considerados. Se fix;) = 0, entdo & = x;; caso contrdrio, a raiz estard no subintervalo onde a
fungio tem sinais opostos nos pontos extremos, ou seja, se f(a). fix;) < 0 entdo & € [a, x;], sendo f(a). fix|)
>0e&e [x,b].

O processo se repete até que se obtenha uma aproximagdo para a raiz exata &, ou seja, que o
critério de parada seja satisfeito. Entéo, por indug@o, temos:

Algoritmo:

_a+b
n 2

X

, paran=1,2,3, ..

Se fla). fix,) <0, entdo teremos b = x;, sendo a = x,,.

Critério de Parada:

|f (x| <erro

ou
Ib—al<erro

Restric¢ao: E necessdrio conhecer um intervalo que contenha o valor desejado &.

4.2.1 Estimativa do Numero de Iteragoes

Considerando uma precisdo € e um intervalo inicial [a, b] é possivel saber, a priori, quantas
iteracdes serdo efetuadas pelo método da bissecdo até que se obtenha | b — a | < €, usando o algoritmo

deste método.
Vimos que:

b, —a, = b —a, _ boz_kao

Deve-se obter o valor de k tal que by — ax < €, ou seja,

b,—a b,—a
0 - 0<€ 0 0<2k
2 = £

log(bo — ap) — log(e) < k * log(2)

log(b, —a,) —log(€) _
log(2)

k

Portanto, se k satisfaz a relacdo acima, ao final da iteracéo k teremos o intervalo [a, b] que contem a
raiz &,

4.2.2 Consideracées Finais

e Agsiteragdes ndo envolvem calculos laboriosos;

e Apesar de teoricamente seguro, o método pode ter falhas. Se ocorrer um erro de
arredondamento, mesmo que pequeno, no momento em que a maquina avalia o sinal do ponto
médio, poderemos ter um intervalo que efetivamente nao contém uma raiz;

e Pode ser dificil encontrar um intervalo [a, b], tal que f(a). f(b) < 0, em equacdes com raizes de
multiplicidade par ou muito préximas;

e A convergéncia é muito lenta, pois se o intervalo inicial é tal que by — ap>> € e se € for muito
pequeno, o numero de iteragdes (k) tende a ser muito grande;

e Deve ser utilizado apenas para diminuir o intervalo que contém a raiz.

4.2.3 Exemplos

Exemplo 1: Encontrar a raiz da funcio f(x) = x.In(x) — 3.2 contida no intervalo [2, 3], com erro < 102

a) Algoritmo: x, = a;b
b) Escolha do intervalo:

f(2)=-1.81371 f(3)=0.09584

Ee[2.3]
¢) Valor do erro:

erro <107
d) Iteracdes:

a Xn b fla) S Ix,—al [e=1fxy)]

2 2.5 3 —1.81371 |-0.90927 |0.5 0.90927
2.5 2.75 3 —0.90927 |-0.41810 |0.25 0.41810
2.75 2.875 3 —0.41810 |-0.16385 |0.125 0.16385
2.875 2.9375 3 —0.16385 |—0.03467 |0.0625 0.03467
2.9375 296875 |3 —0.03467 [0.03042 |0.03125 |0.03042
2.9375 2953125 [2.96875 |-0.03467 |-0.00217 [0,015625 |0.00217

e) Resposta:



19
A raiz desejada é & =2,953125

Exercicio 1: Encontrar a raiz de f{x) = - 3, contida no intervalo [1; 2], com erro < 102
Resposta: A raiz desejada é & =1.734375

Exercicio 2: Encontrar a raiz da fungio f(x) = ©+ In(x) contida no intervalo [0.5, 1], com erro < 1072
Resposta: A raiz desejada é &=10.65625

Exercicio 3: Encontrar a primeira raiz positiva da fungfo f{x) = ¢ — sen(x), com erro < 107,

Resposta: A raiz desejada é &=0.59375

4.3 Meétodo da Falsa Posicdao

Seja f{x) uma fungdo continua no intervalo [a, b] e seja & uma raiz desta fungio, sendo que § € (a,
b), tal que () = 0.

No caso do Método da Bissecao, x, € obtido através da média aritmética entre os extremos a e b:
a+b
xl! =
2

Na maioria das vezes a raiz esta mais proxima de um dos extremos do intervalo. Se partirmos do
principio de que a raiz deve estar mais proxima do ponto que apresenta o menor valor da funcéo, entdo,
em vez de tomar a média aritmética entre a e b, o método da falsa posicdo toma a média aritmética
ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respectivamente:

_alf®)|+b| f(@)]
X w)|+ f@]

visto que f{a) e f(b) t€m sinais opostos, temos entdo:

_dO)-bfa) _ af®)-bf(a)-af(@+af(a) _  _(b=a).f(a)

o= f ) - f(a) f(b)-f(a) fb)-f(a)

, paran=1,2,3,..

Graficamente, este método procura particionar o intervalo [a, b], na intersecdo da reta que une os
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) com o eixo x. Este ponto é representado como x,. Escolhe-se entdo um novo
subintervalo conforme for a variagdo do sinal da curva f.

O método da falsa posic¢@o aplicado na figura abaixo mostra que f(x;).f(a) < 0, com isso, o novo
intervalo que contém pelo menos uma raiz real é dado por (a, x;). Continuando o processo, determinamos
o ponto x; e verifica-se, agora, que f(x,).f(x)) < 0, dai o processo segue tendo o intervalo (xi, x2).

Ap6s encontrar o ponto x;, devemos verificar, como no caso da bissec@o, se a raiz estd entre o
intervalo (a, x;) ou (x;, b). Se f(a).flx;) < 0, entdo teremos b = x;, caso contrario teremos a = x;. A partir
daf o processo se repete até que o critério de parada seja satisfeito.
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Representagdo geométrica do método da falsa posi¢ao

O algoritmo deste método também pode ser encontrado através da analise dos tridngulos formados
pela reta (a, f{a)) e (b, fib)) com o eixo x. Seja o tridngulo f(a)x;a e o tridngulo f{a)f(b)f(b’), entdo, pela
propriedade da semelhanca de tridngulos temos:

b-a _fB)-f@  b-a _x-a __(b-a)-f(@)
x-a —f@ fb)-f@ -f@ f(b)- f(a)

__(b-a)(f(@)
‘ f)- f(a)

Se fla).fix;) < 0, entdo teremos b = x, sendo a = x;. A partir dai o processo se repete até que o
critério de parada seja satisfeito.

Entao, por indugio temos:

Algoritmo:

_b-a).f(@)

Paran=1,2,3, ..
fb)-f(a)

X, =4

Se fla).flxn) < 0, entdo teremos b = x,,, Sendo a = x;,.

Critério de Parada:
[ xXp—xnq 1<erro (xo=a ou xo=0b)

Pode ser usado também o critério: ‘ f(x,)| <erro

Restricao:
E necessdrio conhecer um intervalo que contenha o valor desejado &.

4.3.1 Casos especiais

Se f(x) é continua no intervalo [a, b] com f{a).f(b) < 0 entdo o método da falsa posi¢do gera uma
seqiiéncia convergente.

Se uma fung@o é cOncava ou convexa em [a, b], ou seja, a segunda derivada existe em [a, b] e
f’(x) ndo muda de sinal nesse intervalo, entdo no método da falsa posi¢do teremos sempre uma das
extremidades fixa. Este caso especial também é chamado de Método das Cordas. A figura abaixo mostra
graficamente os quatro casos que podem ocorrer:
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f'(x)>0 . ! f'(x)>0 ) ,
) = b é ponto fixo ) = a é ponto fixo
fla)<0e f(b)>0 fla)>0e f(b)<0
v1 () %
AC)
|
|
|
l
a Xy !
0 : J s 3 b x 0 X
f(a)
f'(x)<0 . ! f'(x)<0 ) .
) = a é ponto fixo ) = b é ponto fixo
fla)<0ef(b)>0 fla)>0e f(b)<0
vt y
f(x)
)

Método da falsa posicdo com uma das extremidades fixa

4.3.2 Consideracoes finais

e Se o ponto fixo existir e for razoavelmente proximo da raiz, o método tem boa convergéncia;
caso contrario, pode ser mais lento que a bissecao.

4.3.3 Exemplos
Exemplo 1: Determinar pelo método da falsa posi¢do a menor raiz positiva da fung¢do de quarto grau f{x)

= x* — 26x + 24x + 21 até que o erro absoluto seja igual ou inferior a 0.01. Os célculos devem ser
efetuados com 2 casas decimais e com arredondamento.

_(b-a).f(@)
f)-f(a)

o) = x* = 26x% + 24x + 21

Fx)=4x" —52x + 24

) =125 =52

a) Algoritmo: y =a

b) Escolha do intervalo:
Em primeiro lugar, deve-se procurar o intervalo onde possivelmente esteja a primeira raiz
positiva. Através da andlise do valor da fun¢do nos primeiros pontos do eixo dos x temos que:

f0) =21, (1) =20, f(2) =-19, logo, entre (1, 2) existe uma raiz positiva.

¢) Valor inicial:
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ff(H=-40 f'2)=-4 - f’(1).f’(2) >0 .. aconcavidade ndo muda.
temos f”(x) < 0, fla) >0 e f(b) <0, portanto, b é ponto fixo.

d) Valor do erro:
erro <107

e) Iteracdes:

__@ebUM 00 20 g

(f@-f)  (-19-20) -39
lxi—al=1151-11=0,51 > erro

fla)fixy) = (20).(3,16) = 63,2 > 0, portanto a raiz estd no intervalo (xy, b), entdo a = x,

2-15D(f(1,51)) —151- (0,49)(3,16) —151— (1,55)

x2=151- , . =158
(f(2)- f(,51)) -19-(3,16) -2216
lxp—x11=11,58—-1,511=0,07 > erro
Sf@)fln) = (1,51).(1,58) =2,3858 >0, .. a=x,
x3=1,58— (2=1,38)(/(1,58)) =1,58- 0.42)(0.24) =158- 0.10 =159
(f(2)— f(1,58)) -19-(0,24) -19,24

lx3—x1=11,59-1,581=0,01 < erro

f) Resposta:
& = 1,59 é a primeira raiz positiva do polindémio.

Exercicio 1: Calcular a raiz aproximada para a equac@o f{x) = cos(x) + x, com € < 0.001.
Resposta: & =-0.7391 ¢ a raiz procurada da equagao.

Exercicio 2: Calcular a raiz negativa para a fungdo f(x) = ¢* + x, com o erro < 0.01. Sabe-se que a raiz
estd contida no intervalo [—1, 0].

Resposta: & =—0.5677 é a raiz procurada da equagio.

4.4 Meétodo da Iteracédo Linear

Seja f(x) uma fung¢do continua no intervalo [a, b] e seja & uma raiz desta fungdo, sendo & € (a, b),
tal que f(€) = 0.

Por um artificio algébrico, pode-se transformar fix) = 0 em duas fungdes que lhe sejam
equivalentes.

y=

=0
U - {y =g(x)
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onde g(x) é chamada de funcdo de iteragdo.

yl

y=g(x) y=x

Interpretagdo geométrica do método da iteragdo linear

Sendo xo a primeira aproximagdo da raiz &, calcula-se g(xo). Faz-se ento, x; = g(xo), x2 = g(x1), X3
= g(x») e assim sucessivamente.

Entao, por indugio, temos:

Algoritmo:

paran=1,2,3, ..

Critério de Parada:
| X, — X1 | < erro

Melhor extremo:
Empiricamente, sabe-se que o método tem sucesso quando | g'(x) | < 1 em todo intervalo.
O extremo mais rdpido para iniciar o método € aquele para o qual o médulo da primeira
derivada é menor.
Selg'(a)1<1g'(b)|entdo xy = a, sendo xp = b.

4.41 Casos de convergéncia
Seja fix) = x> = 5x + 3. Possiveis g(x):

g0 =212 80 = (5x-3)"
5x-3 -3
g0 =2 sW=—

Como podemos ter varias fungdes g(x), vamos estabelecer algumas condigdes para que os
resultados sejam satisfatorios.

Vamos observar graficamente o problema e verificar que ha fungdes g(x) que ndo sdo indicadas
para a escolha.

Convergéncia monotonica Convergéncia oscilante
O<g'x)<1 -1<g’(x)<0
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Convergéncia no método da iteracdo linear

4.4.2 Consideracoes finais

e A maior dificuldade neste método é encontrar uma fungdo de iteragdo que satisfaca a condigdo
de convergéncia;

e Testedel g'(x) | <1 pode levar a um engano se xy nao estiver suficientemente préximo da raiz.
A velocidade de convergéncia dependera de | g'(§) I: quanto menor este valor maior serd a
convergéncia;

e Devemos observar que o teste de erro ( | x, — x,.1 | < erro ) ndo implica necessariamente que |
xn — &1 < erro, conforme vemos na figura abaixo:

A

y y=x

y=g(x)

4.4.3 Exemplos

Exemplo 1: Dada a fungao f(x) = K+ 3x— 40, obter sua raiz contida no intervalo [4.5, 5.5], pelo MIL,
com um erro < 107,

a) Algoritmo: x, = g(x,_,)

b) Escolha da fungdo de iteragdo:
y=x
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x> =40 . —2x . N .
y= 3 y'= - - divergéncia oscilante
40 . =40 N
y= y=—s - convergéncia oscilante
x+3 (x+3)
y = +40-3x '= _73 - convergéncia oscilante

¢) Melhor extremo (valor inicial):

3
y=+40-3x - Y=
2*4/40-3x

y'(4.5)=-0.2914 ¥'(5.5) =-0.3094 xo=4.5

d) Valor do erro:
erro< 10

e) Iteracdes:

x;=5.14782
x2=4.95546
x3=5.01335
x4=4.99599
x5=5.00120
x6 =4.99964
x7=5.00011
x3 =4.99997
X9 = 5.00000 | x9 — xg | = 0.00003 < erro
f) Resposta:

A raiz desejada é & = 5.00000

Exercicio 1: Dada a fungido f(x) = 4 3x— cos(x) — 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1],
pelo MIL, com um erro < 107

Resposta: A raiz desejada é & =10.8161

4.5 Método de Newton-Raphson ou Método das Tangentes

Seja f{x) uma fung@o continua no intervalo [a, b] e seja & uma raiz desta fungdo, sendo & € (a, b), tal

que fil€) =0 e f(x) %0.
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Interpretagdo geométrica do método de Newton

Tomemos xo=b. Entdo temos:

. , S (x) S (x)
1ga=f'(xy) o flx)="—""" o x=x,—"
Xo =X I'(x0)
Se ‘x, —xo‘ <erro, entdo x; ¢ a raiz desejada, sendo deve-se calcular x,, que é obtido com base no
L Lo f(x)
mesmo raciocinio anterior: x, =x, —-=— .
f'(x)
Se ‘xz —x,‘ <erro, entdo x, é a raiz desejada, sendo deve-se calcular x3, ..., x, até que
‘x” — x”_,‘ < erro. Ento, por inducio, temos:
Algoritmo:
X,
x, :x”_]—M, paran=1,2,3, ..
S(x,)
Critério de Parada:
X, —X,_,|<erro

Restricao:
E necessério conhecer um intervalo que contenha o valor desejado &.

Melhor extremo:
Para decidir qual o melhor extremo do intervalo (a, b) a iniciar o método, basta verificar
qual dos extremos possui funcio e segunda derivada com mesmo sinal:

fx). f"(x)>0 Para i = {extremos do intervalo}

4.5.1 Consideracoes finais
e Requer o conhecimento da forma analitica de f'(x), mas sua convergéncia é extraordindria.

4.5.2 Exemplos
Exemplo 1: Calcular a raiz positiva da equagdo f{x) = 2x — sen(x) — 4 = 0, com erro < 10”, usando o
método de NR.
_ S xn)
S,

a) Algoritmo: x, =x,_,

flx) =2x—sen(x) — 4
f(x)=2—-cos(x)
J'(x) = sen(x)

b) Escolha do intervalo:
f(2) =-0.9093 f(3)=1.8589
f2).f3)<0 — Ee[2,3]

¢) Melhor extremo (valor inicial):

(2) =-0.9093 £(3) =1.8589
£(2) =0.9093 £3)=0.1411
SoXo = 3

d) Valor do erro:



erro <107

e) Iteracdes:
f(3) —3- 1.8589
'3 2.9900

x1=3-

X1 —x01=12.3783

x2=2.3783~

Xy —x; 1=12.3543

x3=2.3543~-

SQ3T8Y ) 1783
£'(2.3783)

S@3543) ) 3543
£1(2.3543)

=2.3783

—-31=0.6217 > erro

00653
2.7226

=2.3543

—2.37831=0.0240 > erro

_ 0.0002
2.7058

=2.3542
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[x3—x21=12.3542 —2.3543 | = 0.0001 < erro

f) Resposta:
A raiz desejada é & =2.3542

Exercicio 1: Obter a raiz cibica de 5, usando o método NR sendo o erro < 1073,

fx) = -5
fix) =34
Sf'(x) = 6x

Resposta: A raiz desejada é &=1.7100
Exercicio 2: Calcular a raiz negativa de f(x) = £ -5 +x+ 3, com erro < 10,

f(x)=x3—5x2+x+ 3
F)=3"-10x+ 1
fi(x)=6x-10

Resposta: A raiz desejada é & =—0.64575

Exercicio 3: Seja a fungdo f{x) = sen(x) — tg(x). Deseja-se saber uma das raizes desta fungio, sabendo-se
que estd contida no intervalo (3, 4). Todos os célculos devem ser realizados com 4 casas decimais com
arredondamento e erro ndo superior a 0.001.

fx) = sen(x) — tg(x)
f(x)=cos(x) — secQ(x)
f"(x) = —sen(x) — 25602()() tg(x)

Resposta: A raiz desejada é &=3.1416

4.5.3 Condicoes de Newton-Raphson-Fourier

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma raiz em seu método, bastaria que o intervalo
(a, b) em andlise fosse suficientemente pequeno. Contudo, Raphson e Fourier concluiram que um
intervalo pequeno € aquele que contém uma e somente uma raiz. Com isso, algumas condigdes foram
estabelecidas para que tal exigéncia fosse valida:
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12) Se f(a). fib) > 0, entdo existe um nimero par de raizes reais (contando suas multiplicidades) ou
ndo existe raizes reais no intervalo (a, b) (Teorema de Bolzano);

22) Se f(a).fib) < 0, entdo existe um nimero impar de raizes reais (contando suas multiplicidades)
no intervalo (a, b) (Teorema de Bolzano);

32) Se f(a). f(b) > 0, entdo o comportamento da funcdo neste intervalo poderd ser apenas
crescente ou apenas decrescente, e nunca os dois se alternando;

42) Se f'(a). f(b) < 0, entdo a fungdo terd o comportamento de ora crescer ora decrescer;

52) Se f"(a). f"(b) > 0, entdo a concavidade ndo muda no intervalo em analise;

62) Se f"(a). f'(b) <0, entdo a concavidade muda no intervalo em anélise.

Portanto, haverd convergéncia a uma raiz no intervalo (a, b) se e somente se:
Sfla). fib) <0, f(@).f(b)>0 e f'@. f'(b) > 0.

Exemplo 2: Seja a fungdo fix) = x> = 9.5x + 8.5, obter a raiz contida no intervalo [8, 9]. Os calculos
devem ser realizados com 4 decimais com arredondamento e erro nio superior a 0,001.

. Sx,)
a) Algoritmo : = -

) Al KT
fx)=x*-9.5x+8.5
f(x)=2x-95
=2

b) Escolha do intervalo:
f(8)=-3.5; f9) =4
f8).f9)<0 — Ee[8,9]

¢) Melhor extremo (valor inicial):
f&=-35 f9=4 f8).f19) <0
f(8)=6.5 f(9)=85 f18).f19)>0
F@®=2 '®=2 F18).£19>0

R 9

d) Valor do erro:
erro <107

e) Iteracdes:

X1=9- fO) =9—i=8.5294
' 8.5

lx1—x01=18.5294 -9 1=0.4706 > erro

f(8.5294) —8.5204— 0.2214
f'(8.5294) 7.5588
[ x2—x1 1=18.5001 — 8.5294 1= 0.0293 > erro

X2=8.5294— =8.5001

SB8:500D _ 8.5001— 0.0008 _ 8.5000
f'(8.5001) 7.5002
| x3—x 1=18.5000 — 8.5001 | = 0.0001 < erro

X3=8.5001-

f) Resposta:
A raiz desejada é & = 8.5000
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Exercicio 4: Calcular a raiz da equagio f(x) = Xox+1= 0, contida no intervalo [-2, —1], com um erro <

107,
foy=x-x+1
Fx)=32-1
Sf7(x) = 6x

Resposta: A raiz desejada é & =-1.3247

4.6 Meétodo da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade de se obter a derivada f'(x) e
calcular o seu valor numérico a cada iteracdo.

Para contornar este problema podemos substituir o cédlculo da primeira derivada f’(x,) pelo
quociente das diferencas, usando assim, um modelo linear baseado nos dois valores calculados mais
recentemente:

)= f ()

n n—1

f(x,)

onde x, e x,.; sdo duas aproximagdes para a raiz.

Substituindo o valor aproximado da derivada acima, a func¢do de iteragdo fica:

S ()

Xntl=Xn——F———F——
" f )= f(n-1)
Xn— Xn-1
B AR Gt ) [ 6. I S

)

Para iniciar o método necessitamos de duas aproximacdes (xy € x;) para a raiz.

A

o

Interpretacdo geométrica do método da secante

Neste método partimos das duas aproximagoes iniciais xo e x| e determinamos a reta que passa
pelos pontos (xo, f (x0)) e (x1, f (x1)). A intersec¢@o desta reta com o eixo x fornece o ponto x;. Em seguida
¢é calculado uma nova aproximagao para a raiz a partir dos pontos (x1, f{x1)) € (x2, f (x2)). O processo se
repete até que seja satisfeito o critério de parada.

Observe que neste método ndo necessitamos da caracteristica que é fundamental no método da
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falsa posi¢io que exige que f(x,). fix,1) < 0. E importante salientar também que a raiz nio necessita estar
entre as duas aproximagdes iniciais (xp € x1).

A convergéncia deste método € mais rdapido que o método da bissecdo e o da falsa posicao,
contudo, pode ser mais lento que o método de Newton-Raphson.

Algoritmo:

X _ = x ) f(x,)
T f(x) - f(x,) | paran=1,23, ..

Critério de parada:
| X041 — X, | < erro

4.6.1 Exemplos
Exemplo 1: Calcular a raiz da funcio f(x) = PHx— 6,sendoxo=1.5,x;=1.7e0erro< 1072
(x, —x,)-f(x,)

Fx)=f(x,.)

a) Algoritmo: X, =X, —

b) Valor inicial:
X0 = 1.5 X1 = 1.7

¢) Valor do erro:
erro < 107

d) Iteracdes:

_(L7-15).f(L.7) —17 (0.2)(-1.41) —17- (-0.282)

X2=1.7 - =1. =2.0357
fAT) = f(L5) -1.41-(-2.25) 0.84
[ x—x1 1=12.0357 - 1.7 1=0.3357 > erro
X3=2.0357— (2.0357-1.7).£(2.0357) —2.0357— (0.3357)(0.1798) ~1.9977
f(2.0357) - f(1.7) 0.1798—(-1.41)
[x3—x21=11.9977 -2.0357 1= 0.038 > erro
X4=1.9977~- (1.9977 - 2.0357).f 1.9977) = 1.9977—w =2.0000

£(1.9977)— f£(2.0357) —0.0115-(0.1798)
| x4 —x31=12.0000 —1.9977 | = 0.0023 < erro

e) Resposta:
& =2.0000 € a raiz procurada.

Exercicio 1: Calcular a raiz da fun¢io f(x) = 3x — cos(x), sendo xo =0, x;=0.5e 0 erro < 10™. Efetue os
célculos com 5 casas decimais com arredondamento.

Resposta: € =10.31675 é a raiz procurada.
Exercicio 2: Calcular a raiz da fung¢do f(x) = X —4,sendoxo=1,x =2 e o0 erro<0,05.

Resposta: & =1,5914 € araiz procurada.
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4.7 Método Misto
O método misto, consiste na aplicacao seqiiencial dos métodos NR e Falsa Posi¢ao, nesta ordem.

O método NR € aplicado no primeiro passo, sempre a partir do melhor extremo. Entdo, com o novo
resultado obtido xlN , determina-se qual valor dos extremos do intervalo sera substituido ( f(a). f(xlN )< 0
— b= x', sendo a = x|') e ento aplica-se 0 método da Falsa Posi¢do. O resultado obtido em x’ serd

utilizado na préxima iteragdo pelo método NR, mas antes € feito o teste do erro para verificar o critério de
parada.

Assim, por inducdo, seguem-se as iteragdes seguintes. Quando o critério de parada for satisfeito,
tira-se a média aritmética simples do resultado da dltima iteracdo de ambos os métodos e obtém-se a

resposta desejada.

Algoritmo:

, param=1,2,3, ...

Critério de parada:

F

N
I x, —x, |<erro

4.7.1 Exemplos

Exemplo 1: Determinar pelo método misto, a raiz da fung@o f{x) = 10sen(x) + cos(x) — 10x contida no
intervalo [0.5, 1], com tolerdncia de 2#10™ e cdlculos com 4 casas decimais com arredondamento.
N F
X, +x,

m

a) Algoritmo: x,, = 3

fix) = 10sen(x) + cos(x) — 10x
f(x) = 10cos(x) — sen(x) — 10
f'(x) = (—=10)sen(x) — cos(x)

b) Valor do erro:
erro < 0.0002

¢) Escolha do intervalo:
f(0.5)=0.6718 f(1) =-1.0450

d) Iteracdes:

Melhor extremo:
£0.5)=0.6718 A1) =-1.0450
f'(0.5) =-5.6718 f'(1) =-8.9550 ox) =1

RS R AR H Gl e LUBP Y0 1
£ (—5.4384)

extremo a trocar: f). fx)=70.5). f0.8078) = (0.6718)(—0.1594) < 0
- a=05 b=0.8078

r _ o5 (0807805 7(05) _ o (0.3078)*(0.6718)

xf = =0.7488
£(0.8078)— £(0.5) (0.1594) — (0.6718)
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| x = x 1=10.7488 — 0.8078 | = 0.0590 > erro

extremo a trocar: £(0.5). f(0.7488) = (0.6718)(0.0521) > 0

- a=0.7488 b=0.8078
5 =0.7488 - LT _ 540 Q02D _ 5645
£7(0.7488) (-3.3557)
extremo a trocar:  f(0.7488). f{0.7643) = (0.0521)(-0.0008) < 0
- a=0.7488 b =10.7643
— #* #*
= 0.7488— (0.7643-0.7488) * f£(0.7488) _ 0.7488—w — 07641

£(0.7643) — £(0.7488) (~0.0008) — (0.0521)
| x5 — x) 1=10.7641 - 0.7643 | = 0.0002 < erro

e) Resposta:
= 0.7641 ; 0.7643 — 07642

Exercicio 1: Dada a funcdo f(x) = K+ 3x— cos(x) —2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1] pelo
método misto, com erro < 107 e cdlculos com 4 decimais com arredondamento.

f(x) = &% + 3x — cos(x) — 2.45
F(x) = 2x + 3+ sen(x)
f'(x) =2 + cos(x)

_0.82+0.82

Resposta: £ =0.8200

4.8 Meétodo para Equacées Polinébmiais

4.8.1 Introducao

Embora qualquer um dos métodos estudados anteriormente possam ser usados para encontrar zeros
de um polindmio de qualquer grau, o fato de os polindmios aparecerem com tanta freqiiéncia em
aplicagdes faz com que seja dedicada uma ateng@o especial.

Normalmente, um polindmio de grau n é escrito na forma:
—_ 2 n
P,=a,+tax+a,x" +...+a,x para a,#0

Sabemos da dlgebra elementar como obter os zeros de um polindmio do segundo grau P»(x), ou
seja, n = 2. Existem férmulas fechadas, semelhantes a formula para polindmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polindmios de grau 3 e 4. Agora, para n > 5, em geral, ndo existem férmulas
explicitas e somos for¢cados a usar métodos iterativos para encontrar os zeros dos polindmios.

Muitos dos teoremas da algebra sdo tteis na localizag@o e classificacdo dos tipos de zeros de um
polinémio. O estudo serd dividido em localizagdo de raizes e determinagdo das raizes reais.

4.8.2 Localizacao de Raizes
Vejamos alguns teoremas que serdo tteis para efetuar a localiza¢do de raizes.
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Teorema Fundamental da Algebra: Se P,(x) é um polindmio de grau n > 1, ou seja, P,(x) =
a, +a,x+a,x> +...+a,x", para a,,d,,d,,...,a, reais ou complexos, com a,#0, entdo P,(x) tem pelo

n

menos um zero, ou seja, existe um nimero complexo & tal que P,(&) = 0.

Para determinarmos o nimero de zeos reais de um polindmio com coeficientes reais, podemos
fazer uso da regra de sinal de Descartes: Dado um polindmio com coeficientes reais, o nimero de zeros
reais positivos, p, desse polindmio nao excede o nimero v de variagdes de sinal dos coeficientes. Temos
ainda que v — p € um nimero inteiro, par e no negativo.

Exemplos: Dados os polindmios a seguir, determinar o nimero de raizes reais positivas:
a) Ps(x) =+ 30 -2 -+ 2x + 1

+ - - 4+ 4+
[— [—
1 1

sev—p=0,p=2
=>v=2 = p: b P ou
sev—-p=2,p=0

b) Ps(x) = +3x° =26 + 4x’ —x - 1

+ - o+ = -
I S| —
1 1 1

sev—p=0,p=3
=>v=3 = p: ou
sev—-p=2,p=1

OP()=+x +1

+ 4+

[
0

=>v=0e¢ p:{v-p<0 = p=0}.

Para determinar o nimero de raizes reais negativas, neg, tomamos P,(—x) e usamos a mesma regra
para raizes positivas:

a) Ps(x)=+3x5—2x4—x3+2x+l
Ps(—x)=-3x - 2x* + X - 2x + 1

- - + - o+
I I | —
1 1 1

sev—neg =0,neg =3
=>v=3 = neg: ou
sev—neg=2,neg=1

b) Ps(x) =+ 3x° - 280 + 4x” —x — 1
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Ps(—x) =— 3+ 280 + 4 +x— 1

sev—neg =0,neg =2
=>v=2 = neg: ou
sev—neg =2,neg =0

Q) Pi(x)=+x +1
Pix)=—x"+1

-+
[
1

Neste caso, vimos que ndo existe zero positivo. Temos ainda P7(0) = 1 # 0. Temos entdo que, v =
1 e neg: {v—neg=0 = neg =1}, ouseja, P,(x) =0, ndo tem raiz real positiva, o zero ndo € raiz e tem
apenas uma raiz real negativa donde tem trés raizes complexas conjugadas.

4.8.3 Determinacao das Raizes Reais

Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polindmio, isto porque em
qualquer dos métodos este calculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteracdo.

Por exemplo, o Método de Newton, que veremos a seguir, a cada iteracdo deve-se fazer uma
avaliac@o do polindmio e uma de sua derivada.

4.8.3.1 Método para Calcular o Valor Numérico de um Polinémio
Para exemplificar o método, estudaremos o processo analisando um polindmio de grau 4:

Pa(x) = a4x4 + a3x3 + a2x2 +a,x+a,

Este polindmio pode ser escrito na forma:

Piy(x) = (((asx + az)x + az)x + al)x + a0
conhecida como forma dos parénteses encaixados.

Temos entdo, no caso de n = 4, que

P,(x) = (((ax + a))x + a,)x + a)x + a
[

Para se calcular o valor numérico de P4(x) em x = ¢, basta fazer sucessivamente:

bi=ay
b3 =asz+ b4C
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b2 =ap+ b}C
bl =a;+ sz
bo =ap+ b]C

= P(c) = by.

Portanto, para P,(x) de grau n qualquer, calculamos P,(c) calculando as constantes bj, j=n,n— 1,

..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

b,=a,

b_,-=a_,-+b_,-+1c j=}’l—l,l’l—2,...,l,0

e by serd o valor de P,(x) para x = c.

Podemos calcular o valor de P’,(x) em x = ¢ usando os coeficientes b; obtidos anteriormente.

Tomando como exemplo o polindmio de grau 4, temos:

P’4(x)

4.8.4

Py(x) = a,x* +ax’ +a,x* +ax+a, = P’y(x) = 4a,x’ +3a,x* +2a,x+a,.

Usando os valores de a; do cdlculo anterior e dado que ja conhemos b, b1, by, bz € bs:

= 4a,x’ +3a,x” +2a,x +a,
= 4b,c* +3(b, —b,c)c” +2(b, —b,c)c + (b, —b,¢)
= 4b,c* =3b,c’ +3b,c* = 2b,c* +2b,c + b, —b,c

Assim, P’4(x) = b,c’ +b,c” +byc+b,
Aplicando o mesmo esquema anterior, teremos:

C4 = b4

Cc3 = b3 + c4C
Cy = bz + c3C
cp = b] + ¢

Calculamos, pois, os coeficientes cj, j =n,n —1, ..., 1 da seguinte forma:

cn=b,

¢j=bj+cjic j=n-1,n-2,..,1

Teremos entdo = P’(c) = c;.

Método de Newton para Zeros de Polindmios

Seja Pu(x) = a,x" +a, ,x"" +---+a,x* +a,x+a, uma aproximagio inicial para a raiz procurada.

n-1

Conforme vimos, o Método de Newton consiste em desenvolver aproximagdes sucessivas para & a

partir da iteraco:

P(x,)
P'(x,)

Xyl = Xk — parak=0,1,2, ...

Exemplo 1: Dada a equaco polinomial x° — 3.7x* + 7.4x° — 10.8x* + 10.8x — 6.8 = 0, temos que:

Ps(1)=-2.1
Ps(2)=3.6

Entéo, existe uma raiz no intervalo (1, 2).

Partindo de xo = 1.5 e considerando € < 0.02, o Método de Newton para polindmios fornece:
P’(x) = 5x* - 14.8x° + 22.2x* = 21.6x + 10.8
(((x=3.7x+74)x-10.8)x + 10.8)x - 6.8

as = 1

asg = -3.7
as = 7.4
a»=-10.8
ay = 10.8
ap = -6.8

b5 =1 C5 = 1

by=-37+1(1.5)=-22 cy=-22+1(1.5)=-0.7
b3=74-22(15)=4.1 c3=4.1-0.7(1.5) =3.05

by =-10.8 + 4.1(1.5) = -4.65 ¢ =-4.65 +3.05(1.5) =-0.075
b1 =10.8 —4.65(1.5) =3.825 ¢1 =3.825-0.075(1.5) =3.7125
bo=-6.8 +3.825(1.5) =-1.0625

P(1.5)=-1.0625 e P'(1.5)=3.7125
_PAS)

5 (1.0625)
P15

=1.5-(-0.2862) = 1.7862
(3.7125)

lx1—x01=11.7862-1.51=0.2862>¢

b5 =1 Cs = 1

by =-3.7+1(1.7862) =-1.9138 cys=-1.9138 + 1(1.7862) =-0.1276

b3 =7.4-1.9138(1.7862) = 3.98158 c3=3.98158 — 0.1276(1.7862) = 3.75366
by =-10.8 + 3.98158(1.7862) = -3.68812 ¢, =-3.68812 + 3.75366(1.7862) = 3.01667
by =10.8 —3.68812(1.7862) =4.21228 c;=4.21228 +3.01667(1.7862) = 9.60065
bo=-6.8 +4.21228(1.7862) = 0.72398

P(1.7862) = 0.72398 e P'(1.7862) = 9.60065
X2 =X — M: 1.7862 — (0.72398) =1.7862 - (0.07541) = 1.71079
P'(1.7862) (9.60065)

lxy—x 1=11.71079 - 1.7862 | = 0.07541 > €

b5 =1 Cs = 1

by=-3.7+ 1(1.71079) = -1.98921 ¢y =-1.98921 + 1(1.71079) = -0.27842

b3 =7.4-1.98921(1.71079) = 3.99688 c3=3.99688 — 0.27842(1.71079) = 3.52056
by =-10.8 + 3.99688(1.71079) = -3.96218 ¢, =-3.96218 + 3.52056(1.71079) = 2.06077
b1 =10.8 -3.96218(1.71079) = 4.02154 c; =4.02154 +2.06077(1.71079) = 7.54707
by =-6.8 +4.02154(1.71079) = 0.08001

36
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P(1.71079) = 0.08001 e P(171079)=7.54707
v =xy— LTI 54599 - Q080D 5109 (0.01060) = 1.70019
P(1.71079) (7.54707)

lx3—x 1=11.70019 - 1.71079 1= 0.0106 < €
A raiz procurada é: 1.70019

Exercicio 1: Calcular a raiz positiva do polindmio P(x) = 2x° — 2x* + 3x — 1, com erro <= 10, pelo
método de Newton para polindmios.

P'(x)=6x"—4x+3

A raiz procurada é: 0.39661
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5 Sistemas Lineares

5.1 Introducéao
Sistemas Lineares sdo sistemas de equagdes com m equagdes e n incégnitas formados por
equacdes lineares. Um sistema linear com m equagdes e n incégnitas € escrito usualmente na forma:

anxX,tapx, "t al,,xn=b1
anX,tanx,* -+ az,,xn=b2

AuXi T Ao X2+ A X, = b,

onde
ajj : coeficientes 1<i<m, 1<j<n
x; :1incognitas j=1,2,...n
b; : constantes i=1,2,..m

A resolug@o de um sistema linear consiste em calcular os valores de xj, j = 1, 2, ..., n, caso eles
existam, que satisfagam as m equacdes simultaneamente.

Usando notag@o matricial, o sistema linear pode ser representado por AX = B, onde

an dn 7 A b]
Ay An ' Awn bz

Aw Aw  Aw b,

M=

¢ chamada matriz completa ou matriz aumentada do sistema.

an de 7 A

A=| @ Az @21 | & 3 matriz dos coeficientes
Am Aw 7 An
Xi

_ | X2 4 P

X =|7""| éo vetor das incdgnitas, e
X
b

B= b,2 ¢ o vetor constante (termos independentes).

5.1.1 Classificacdo Quanto ao Numero de Solucées
Um sistema linear pode ser classificado quanto ao nimero de solugdes em:
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) determinado (o sistema linear tem solucéo tnica)
e Compativel — < . . . . o B
indeterminado (o sistema linear admite infinitas solu¢des)
e [ncompativel — (o sistema linear ndo admite solugdo).
Quando todos os termos independentes forem nulos, isto é, se b; =0, i =0, 1, ..., m, o sistema é

dito homogéneo. Todo sistema homogéneo é compativel, pois admitird pelo menos a solugdo trivial (x; =
0,j=0,1,2,...,n).

5.2 Meétodos Diretos (Algoritmos Diretos)

Um método € dito direto quando a solugdo exata X do sistema linear é obtida realizando-se um
ndmero finito de operagdes aritméticas. S3o exemplos conhecidos a Regra de Cramer, o Método da
Eliminacdo de Gauss (ou triangula¢do) e o Método de Jordan.

5.2.1 Regra de Cramer

Seja um sistema linear com nimero de equagdes igual ao nimero de incégnitas (um sistema n x
n), sendo D o determinante da matriz A, € Dy, Dxy, Dx3, ..., Dy, 0s determinantes das matrizes obtidas
trocando em M, respectivamente, a coluna dos coeficientes de xj, x3, X3, ..., X, pela coluna dos termos
independentes, temos que:

O sistema S serd compativel e terd solucdo tnica se, e somente se, D # (. Neste caso a tnica
solugdo de S € dada por:
X = D _ Do _ D _ Du

D D i D D

A aplicacdo da Regra de Cramer exige o cdlculo de n + 1 determinantes ( det A e det A;, 1 <i<n);
para n = 20 o ndmero total de operagdes efetuadas serd 21 * 20! * 19 multiplicagdes mais um nimero
semelhante de adi¢des. Assim, um computador que efetue cerca de 100 milhdes de multiplicacdes por
segundo levaria 3 x 10° anos para efetuar as operagdes necessarias.

Com isso, a regra de Cramer ¢ invidvel em fungdo do tempo de computagdo para sistemas muito
grandes.

5.2.1.1 Exemplos

Exemplo 1: Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

X1+t xatxs=1
2x1— X2+ x3=0
X +2x2—x3=0

Calculando os determinantes D, Dy, Dy> € Dy3 temos:

1 1 1 1 1 11 1 1 1
D=2 -1 1|=7 Dy=0 -1 1|=-1 Dp=12 0 1(=3 D=2 -1 0=5
1 2 -] 0 2 -l 1 0 -1 1 2 0
Entdo, x;= D :;1, xzz&zé, e 353:@:é e a solugdo do sistema é
D 7 D 7 D 7
1 3 5\t
(_?’?’?j
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Exercicio 1: Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

2x1+x2—x3=0
X1+2x2+x3=3
3xi—x2—x3=-2

A solugao deste sistema é x: (0, 1, 1)T

5.2.2 Meétodo da Eliminagao de Gauss

O método da eliminacdo de Gauss consiste em transformar o sistema linear original num outro
sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois estes sdo de resolucio
imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes quando possuem a mesma solugdo. O
determinante de sistemas lineares equivalentes sdo iguais.

Com (n — 1) passos o sistema linear AX = B é transformado num sistema triangular equivalente:
UX = C, o qual se resolve facilmente por substitui¢des.

Vamos calcular a solugdo de AX = B em trés etapas:

12 etapa: Matriz Completa
Consiste em escrever a matriz completa ou aumentada do sistema linear original.

2 2 etapa: Triangulacao
Consiste em transformar a matriz A numa matriz triangular superior, mediante uma
seqiiéncia de operacdes elementares nas linhas da matriz.

3 2 etapa: Retro-substituicao
Consiste no célculo dos componentes xj, xa, ..., X, solugdo de AX = B, a partir da solu¢do
do dltimo componente (x,), e entdo substituirmos regressivamente nas equagdes anteriores.

Teorema: Seja AX = B um sistema linear. Aplicando sobre as equagdes deste sistema uma
seqiiéncia de operagoes elementares escolhidas entre:

i) Trocar a ordem de duas equagdes do sistema;
i) Multiplicar uma equag@o do sistema por uma constante nao nula;
iii) Adicionar um multiplo de uma equag@o a uma outra equagao;

obtemos um novo sistema UX = C e os sistemas AX = B e UX = C sdo equivalentes.

5.2.2.1 Resolucdo de Sistemas Triangulares

Seja o sistema linear AX = B, onde A: matriz n X n, triangular superior, com elementos da diagonal
diferentes de zero. Escrevendo as equacdes deste sistema, temos:

anX,tanX.tapx;t ot a,,,x,Fb]
AnXot Ao X; Tt az,,xnzbz
asX;T ot a},,xn=b3

anX,=b,

Da ultima equacio deste sistema temos:
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bn

Ann

Xp =

X1 pode entdo ser obtido da pendltima equagdo:

_ b= an-10xn

Xn-1 =
An-1,n-1

€ assim sucessivamente obtém-se x,,,, ..., X, € finalmente x,:
bi—anXx2=—anx3= """~ dinXn

X1 =
an
5.2.2.2 Estratégias de Pivoteamento
O algoritmo para o método de eliminagdo de Gauss requer o cdlculo dos multiplicadores:

ma=-G ksl nek=1,23,.,n1

a cada etapa k do processo. Sendo o coeficiente ax chamado de pivd.
O que acontece se o pivo for nulo? E se o pivo estiver préximo de zero?

Estes dois casos merecem atencdo especial pois é impossivel trabalhar com um pivd nulo. E
trabalhar com um pivé préximo de zero pode resultar em resultados totalmente imprecisos. Isto porque
em qualquer calculadora ou computador os cdlculos sdo efetuados com precisao finita, e pivos proximos
de zero sdo origem a multiplicadores bem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliagdo
dos erros de arredondamento.

Para se contornar estes problemas deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento, ou seja, adotar
um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

Esta estratégia consiste em:

i) no inicio da etapa k da fase de escalonamento, escolher para pivd o elemento de maior médulo
entre os coeficientes: ay, i =k, k+ 1, ..., n;

ii) trocar as linhas k e i se for necessario.

5.2.2.3 Classificacdo do Sistema Triangular

Seja U um sistema triangular superior escalonado de m equacgdes e n incognitas, teremos as
seguintes possibilidades:

i) m = n — sistema compativel e determinado;

ii) m < n — sistema compativel e indeterminado.

Se durante o escalonamento surgir equagdes do tipo: Ox; + Ox, + ... + Ox, = b, entdo:
i) Se b, = 0, entdo eliminaremos a equagio e continuamos o escalonamento;
ii) Se b, # 0, entdo conclui-se que o sistema € incompativel.

5.2.2.4 Exemplos
Exemplo 1: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss.

Xi+2x2+x3=3
2x1+x2—x3=0
3xi—x2—x3=-2
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1 2 etapa: Matriz completa:

1 2 1
M=|2 1 -
3 -1 -

2 2 etapa: Triangulacao:

Iremos se referir as equagdes como: E; (primeira equagdo), E, (segunda equag@o) e assim por
diante. O componentes <x> indica o pivo.

H 2 113 12 13
& —_ |
Ev e Es 2E‘ 0 -3 -3 -6| - E3=E3—%E2 S0 (-3) -31-6
_ |
Ex—Em2h 0 -7 —4l-11 0 0 313

3 2 etapa: Retro-substituicao:
Da terceira linha temos: 3x3=3 = x3=1
Substituindo x3 na segunda linha temos: =3x, =3(1)=—-6 =>x; =1
Substituindo x3 e x; na primeira linha temos: 1x; +2(1) + 1(1) =3 =>x; =0
A solugao deste sistema é x: (0, 1, I)T

Exercicio 1: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:

0,25x1+0,5x2+ x3=0,25
0,09x1+0,3x2+ x3=0,49
0,01x1+0,1x2+x3=0,81

A solugdo deste sistema é x: (1, -2, 1)T
Exercicio 2: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:
Ox, +1x, —2x;, =0

Ix, —=3x, —1x; =2

—1x; +4x, —1x; =-2

5.2.3 Meétodo de Jordan

Consiste em aplicar operacdes elementares sobre as equagdes do sistema linear dado até que se
obtenha um sistema diagonal equivalente.

5.2.4 Exemplos
Exemplo 1: Resolver o sistema linear pelo método de Jordan:
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X1+ x24+2x3=4
2x1—x2—x3=0
Xi—x2—x3=—1
1 2 etapa: Matriz completa:
1 1 2.4
|
M=[2 -1 -1 0
1 -1 -11-1
2 2 etapa: Diagonalizacao:
) () 1 214] 1 1 214
«— FE,— \
Ebf ’if :‘ -3 -5|-8| - Es=Es—~E, — |0 (-3) -5|-8| —
e —_ |
R 0 2 -3!-5] 0o 0o Yy
1/ 14/ Ei<—E-FE !
N 1o KL B 10 ol
Ei < E 3Ez S 10 =3 0 3_3 - Ex———FE 5 10 1 01
2
seseist oo fiu| e boih

3 2 etapa: Célculo da solucdo do sistema:
Da primeira linha temos: x; = 1

Na segunda linha temos: x, =1

Na terceira linha temos: x3 =1

A solugdo deste sistema é x: (1,1, 1)T

5.3 Fatoracdo LU
A base do método chamado Fatoragdo ou Decomposi¢do LU, estd apoiada na simplicidade de
resolugdo de sistemas triangulares.

Seja o sistema linear Ax = b

O processo de fatoragdo para resolu¢do deste sistema consiste em decompor a matriz A dos
coeficientes em um produto de dois ou mais fatores e, em seguida, resolver uma sequéncia de sistemas
lineares que nos conduzird a solucdo do sistema linear original.

Suponhamos que seja possivel fatorar a matriz A dos coeficientes num produto de uma matriz
triangular inferior com diagonal unitdria L e uma matriz triangular superior U, isto é:

A=LU

Nestas condi¢des, o sistema Ax = b pode ser reescrito na forma LUx = b, 0o que permite o
desmembramento em dois sistemas triangulares

Ly=>b e Ux=y
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Resolvendo o primeiro sistema, calculamos y que, usado no segundo sistema, fornecerd o vetor
procurado x.

. . . , . 2 - . .
Dessa maneira, conhecidas L e U, o sistema sera resolvido com 2n” operacGes (dois sistemas
3

. . 2n - .
triangulares), o que representa um ganho substancial comparado com as S operagdes do método da
eliminagdo de Gauss.

5.3.1 Calculo dos FatoresLe U
Os fatores L e U podem ser obtidos através de férmulas para os elementos /j; e u;;, ou entdo, podem
ser construidos usando a idéia basica do método da Eliminagdo de Gauss.

Veremos a seguir como obter L e U através do processo de Gauss.

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja Ay a matriz constituida das primeiras k linhas e

colunas de A. Suponha que def(Ay) #0 parak =1, 2, ..., (n — 1). Entlo, existe uma tnica matriz triangular
inferior L = (my), com m;; = 1, 1 <i < n, e uma tnica matriz truangular superior U = (u;) tais que LU = A.
Ainda mais, det(A) = uy ;... Up,.

Exemplo 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoragdo LU:
Xi+2x2—x3=2

2x14+3x2-2x3=3
xXi—2x2+x3=0

1 2 -1
SejaA=|2 3 -2
1 -2 1

Calculando os m;; e u;;, usando o processo de Gauss sem estratégia de pivoteamento parcial. Para
triangular A, temos:

Etapa 1:
Pivo=a® =1
. ay 2 a? 1
Multiplicadores: myy = ;(')) = 1 =2 ms) = a?(l” = i =1
11 11
Entao:
E < E 1H 2 -1
E.E,—2E, — AVY=0 -1 0
E:< E;—E, 0 -4 2

Uma vez que os elementos a) e ai) sdo nulos, podemos guardar os multiplicadores nestas

posigdes, entdo:



1 2 -1
A= 2“—1 0
11-4 2
Etapa 2:
Pivo = af) =-1
o
Multiplicadores: May = % = —‘1‘ =4
22 -
Entao:
E < E; 1 2 -1
Er < E» - A®=10 (-1) 0
Es < E;—4E, 0 0 2
1 2 -1
AP=12 -1 0
1 4 2
Os fatores L e U sao:
1 00 1 2 -1
L={2 1 0 e Uu=|0 -1 0
1 41 0o 0 2

Para resolvermos o sistema Ax = (2, 3, O)T, resolvemos Ly = b

1 0 0|y 2 yi=2

2 1 0.y, |=13 ou 2y1+y2=3 = Vi=2y=-1;y3=2
1 4 1| |y, 0 yi+dy:+y3=0

y=02.-1,2)"

e, com estes valores, calculamos x através de Ux =y

1 2 -1||x 2 X1+2x2—x3=2
0 -1 0| |x,|=]|~-1 ou —x2=-1 = xn=lLx=1x=1
0 0 2]|x 2 2x3=2

A solugdo do sistema é x =(1, 1, 1)T

Exercicio 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fatora¢do LU:
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3xi14+2x2+4x3=1
Xi+X2+2x3=2
4x1+3x2+2x3=3

A solugdo do sistema é X = (-3, 5, O)T
Exercicio 2: Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoragio LU:

Xi1+x24+2x3=4
2x1—x2—x3=0

Xi—x2—x3=—1
A solugdo do sistema é ¥ =(1, 1, 1)T
5.4 Meétodos lterativos (Algoritmos lterativos)
5.4.1 Meétodo de Gauss-Jacobi ( Algébrico )

Seja o sistema abaixo:
an X+ Qo Xot+ A X, = b,

A X, TAn Xt T2 X, = bz

A Xt AnXot+ad.Xx.= b,

<

Pode-se afirmar que o mesmo € convergente, se o sistema estiver na forma diagonalmente
dominante, isto ¢:

‘all‘ z ‘Clm‘ + ‘a31‘+“'+‘anl ‘an‘ 2 ‘alz‘ +‘a13‘+---+‘a1"

>

+‘a23‘+...+

‘azz‘ 2 ‘alz‘ + ‘a32‘+“'+‘anz ou ‘Clzz 1923 A,

>

+

+...+

a2 @+ a - Ha,, Al 2|l T .

Entdo, isola-se em cada uma das equacdes ordenadamente, uma das incognitas.

m_ 1 © © (0
.x1 :*(bl—alzxz _6113X3 _'“_al/x-xn )

m_ 1 ©) © ()
X =;(bz—a21x, “AxXy ~ "X, )

22

o 1 (0) (0 (0)
X = D= AnXi ~AnXs ~ T Aot X

nn

0 0 0) ~ . .~ o e . L
onde, X(l ), X(z L X/(, ’ sd0 as atribui¢des inicial do método.

Condicoes de Parada:
0 _ G
.

Se para todo ‘ X, — X,

s D s ~ .
‘ <erro,entdo x° sdo as solugdes do sistema.
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5.4.1.1 Exemplos @
Exemplo 1: Resolver por Gauss-Jacobi, com 4 decimais com arredondamento e erro menor ou igual a z
0,01 o sistema abaixo:

= é( 18— 1,0562 —2,2583 ) =2,9371

x+8y-z=16 o_ 1 G- 5
6x—y+z=17 X =g(7+2,2379—2,9371)=1,0501 2™ - 2™ 1=0,0003 < erro
X+y+5z=18 1
¥ = Z(16- 1,0498 +2,9371 ) =2,2359 1y - y#1=0,002 < erro
a) Verificacao da convergéncia: ;3
6x _sy = Z6 = g( 18 — 1,0498 — 2,2379 ) = 2,9425 127 - 2%1=0,0054 < erro
x+8y—z=
xX+y+5z=18
A solugdo deste sistema é: (1,0501; 2,2359; 2,9425)T
b) Isolamento das incognitas:
1 Exercicio 1: Dado o sistema, pede-se sua solugdo por Gauss-Jacobi, com 4 decimais com
x= g( T+y-2z) arredondamento e erro menor ou igual a 0,02.
1
y=g(16fx+z) 10x+y+z=12
1 x+5y+9z=15
z=—=(18-x-y) 2x+8y—4z=06
A solugdo deste sistema é: (0,9975; 1,0051; 0,9916)T
¢) Atribuicao inicial:
=0 y9=0 29=0 5.4.2 Método de Gauss-Jacobi ( Matricial )
. Baseado no algoritmo anterior, o método consiste na transformacao do algoritmo em um sistema de
d) Iteracdes: matriz. Portanto, no algoritmo:
1 1 "
@ 2 O _ 0y _ 1 _ — 1 -
x —6(7+y z )_6(7+0 0)=1,1667 xi“=*<b,-—2,a,-,-x§k”)
ii J=
1 1 ji
o_1loje_ o, oy_1 _ j
yos 8 (16-x7+27) 8 (16-0+0)=2 a mesma situacdo pode ser escrita na forma:
1 1
) ©) _ 0
= — 1 — — = — 1 -0 - = - — =
= 21820 -y = = (18-0-0)=36 anx’'=b-anxs - asx’ " —anx,”")
1 a2 Xs' = (b= X\~ an X X))
x(2):g(7+2—3,6)20,9
1 AnXs =B, = AuX) = A Xs e Qi X))
y(2) — g( 16 —1,1667 + 3,6 ) =2,3042 nn Aon n nl Al n2 A2 nn—1 A n—1
o 1 Sendo A a matriz dos coeficientes, onde A = D + I + S, no qual D é a matriz diagonal, / a matriz
= g( 18 -1,1667 -2 ) = 2,9667 inferior e S a matriz superior, a expressao anterior podera ser reescrita na forma:

(k) (k=1)
=B -(S+1
= ém +2,3042-2,9667 ) = 10562 DX"=B-(S+D) X

o 1 16— 0.9 +2.9667 ) = 2.2583 Multiplicando ambos os termos pela matriz inversa da diagonal,
=—(16-09+2, =2,
yU=3 ( )

= %( 18-0,9-2,3042 ) = 2,9592 D'DX"=D'B-D'(S+I) X
~X"=-D'(S+) X""+D "B

(k=)

(k-1)

x = é (7 +2,2583-2,9592 ) = 1,0498 — —
1x"=7 X""+E|

Y@ = é( 16 — 1,0562 +2,9592 ) = 2,2379 onde
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J =-D"'(S+1)
E-D'B
5.4.2.1 Exemplos
Exemplo 1: Seja o sistema abaixo:
x+y-5z=-6
4x—-y+2z=19
x+3y-z=14

obter a sua solucdo por Gauss-Jacobi Matricial com 3 decimais com arredondamento e erro menor ou
igual a 0,05. Admitir solugdo inicial nula.

a) Verificacdo da convergéncia:

4x—-y+2z=19
x+3y-z=14
x+y-5z=-6

b) Obtencao do Algoritmo:

00 0 0 -1 1 40 0 19
J=[1 oo §=l0o 0 -1] p=03 0| B=|14
110 00 0 00 -5 -6
1
]AO 0
= 1
D'=|o ¥ o
00—%
Entao,

¢) Atribuicao inicial:
0
X ©_lo
0
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d) Iteracdes:

4,750 5617 4,850 4951 5,031
X" =]4667|. X7 =|3483 |- X "=[3822 | X =|4057|. X =|3995
1,200 3,083 3,020 2,934 3,002
4,998 0,033
- X=|3991 X~ X |=|0004|<erro
3,005 0,003

A solugdo deste sistema é: (4,998; 3,991; 3,005)T
Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

Sx-y =13
2x+4y=14

obter a solu¢do por Gaus-Jacobi Matricial com 4 decimais com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solugdo inicial nula.

A solugao deste sistema é: (3,0004; 1,9985)T

5.4.3 Método de Gauss-Seidel ( Algébrico )
Derivado do método de Gauss-Jacobi, este método utiliza a cada iteracdo os valores j prontos na
propria iteracdo, para tentar assegurar convergéncia mais rapida, ou seja,

w_ 1 (k=1) (k-1) (k-1) (k-1)

Xi _;(b]_aIsz TAiXs T AuXs T T AuXa )
1

w1 (k) (k1) (k1) (k1)

X2 _;(bz_a21X1 “AnXs “AuXe " uX. )
»

w_ 1 (k) (k) (k=1) (k=1)

X3 _7(b3_a31X1 TAnXy T AuXs T T X )
33

w_ 1 ) 0] (k) ®)

Xo =D, AuXy ~AnX: ~AnXs T Aot X

nn

Portanto, o algoritmo do método pode ser expresso por:

w_ 1 . 3 (ky—i>j
Xi aii(bi ;a,-,-x, (k-1)>i<j

j#E

5.4.3.1 Exemplos
Exemplo 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005 o sistema abaixo.

x+8y—-2z=16
6x—y+z=7
x+y+5z=18

a) Verificacao da convergéncia:
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6x—y+z=7 x+8y+z=30
x+8y—-2z=16 2x—-y+5z=21
x+y+5z=18

A solugdo deste sistema é: (2,0001; 3,0003; 4,0000)T

b) Isolamento das incégnitas:
5.4.4 Método de Gauss-Seidel ( Matricial )

- 1 7 )
x= g( +y-2) Seja o sistema abaixo,
1
=z - 0] (k-1 (k1) ()
y 8(16 x+2) an X, :bl_alz.Xz “AiXs T AuXa
1 ©_p - *) G-n (k-1
z=—(18-x-y) AnX> 0~ Aa X1 —AxX3 T Ao X
5
¢) Atribuicgio inicial: An Xy =D, = An X = A Xy = Qs X
0= y(O)=0 Z(O)=0

que pode ser representado na forma matricial:
d) Iteracdes:

D= %(74—0_0):1’1667 D X(k):B _I X(k)_S X(kil)"'(D +I)X(k):B _S X(kil)

y(l) _ é( 16— 1,1667 +0 ) = 1,8542 Multiplicando ambos os membros pela inversa de ( D + [ ), temos:
-1 k) _ -1 _ -1 (k=1)
z“)z%(184,16674,8542):2,9958 D+ D+DX =D+ B-D+[) S X
(k) -1 (k—1) -1
x@):é(7+1,85424,9958):0,9764 X =-(D+I) §X +(D+I) B
y¥= é( 16 - 0,9764 +2,9958 ) = 2,2524 |X<k’ =G X""+F ‘
@= %( 18 —0,9764 — 2,2524 ) =2,9542 onde,
G=-D+I)"S
1 F=D+I)"B

K= 5 (7 +2,2524-2,9542 ) = 1,0497

1 5.4.4.1 Exemplos

6 _ _ ) _
yo= g( 16 - 1,0497 +2,9542) =2,2381 Exemplo 1: Dado o sistema abaixo,
1 x+6y=-21
= g( 18 — 1,0497 - 2,2381 ) = 2,9424 5x—y=19
obter suas solu¢des por Gauss-Seidel Matricial com 3 decimais com arredondamento e erro inferior ou igual a
= é (7 +2,2381 —2,9424 ) = 1,0493 [x® .= 0,0004 < erro 0,005. Admitir nula a solugdo inicial.
a) Verificacio da convergéncia:
Y@= é( 16 - 1,0493 + 2,9424 ) = 2,2366 1y 91 20,0015 < erro ) e y(;: e g
1 x+6y=-21
2= —(18-1,0493 -2,2366 ) = 2,9428 12%-271=0,0004 < erro
3 b) Obtencao do Algoritmo:
5 : £. . . T
A solugao deste sistema é: (1,0493; 2,2366; 2,9428) - |:5 0} ) {0 0} G- {0 B 1} ) { 19 }
Exercicio 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais com arredondamento e erro menor ou igual a 0 6] ’ 1 o]’ 0 0 ’ =21

0,01 o sistema abaixo.
Entao,

Ix+y-2z=13



o o %]

L -21) ~9%s
Logo,
o KT %
X(k):[ R 5 .X(k 1)+ B 5
0 o) s

¢) Atribuicao inicial:
0
) _
Xl
d) Iteracdes:
3,800 2973 3,001 3,000
m _ s . @ _ > & _ s @ _ >
X {—4,133}“)( {—3,996} X [—4,000} X {—4,000}

0,001
= <erro
0,000

(€] (3)
X-Xx

A solugdo deste sistema é: (3; -4)T
Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

Sx—-y=13
2x+4y=14

obter a solu¢do por Gaus-Seidel Matricial com 4 decimais com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solug@o inicial nula.

A solugdo aproximada deste sistema é: (3,0004; 1,9998)T
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6 Interpolacao

6.1 Introducdo

A interpolag@o € outra das técnicas bem antigas e basicas do calculo numérico. Muitas fungdes sao
conhecidas apenas em um conjunto finito e discreto de pontos de um intervalo [a, b], como, por exemplo,
a tabela abaixo que relaciona calor especifico da dgua e temperatura:

X,' X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

Temperatura (°C) 20 25 30 35 40 45 50 55

Calor especifico |0.99907 | 0.99852 | 0.99826 | 0.99818 | 0.99828 | 0.99849 | 0.99878 | 0.99919
Tabela 1 - Calor especifico da agua.

A partir desses dados suponhamos que se queira calcular:

a) o calor especifico da 4gua a 32.5° C
b) a temperatura para a qual o calor especifico € 0.99837.

A interpolac@o tem o objetivo de nos ajudar na resoluc@o deste tipo de problema, ou em casos em
que possuimos um conjunto de valores obtidos através de alguns experimentos.

Interpolar uma fungdo f(x) consiste em aproximar essa fungdo por uma outra fungdo g(x),
escolhida entre uma classe de funcdes definida a priori e que satisfaca algumas propriedades. A fungdo
g(x) é entdo usada em substitui¢do a fungdo flx).

A necessidade de se efetuar esta substituicdo surge em varias situagdes, como por exemplo:

a) quando sdo conhecidos somente os valores numéricos da fun¢@o por um conjunto de pontos
(ndo dispondo de sua forma analitica) e é necessario calcular o valor da fungdo em um ponto néo tabelado
(como € o caso do exemplo anterior).

b) quando a fungdo em estudo tem uma expressdo tal que operagdes como a diferenciagdo e a
integracdo sdo dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem realizadas. Neste caso, podemos procurar uma
outra func¢do que seja uma aproximagao da fungdo dada e cujo manuseio seja bem mais simples.

As fungdes que substituem as func¢des dadas podem ser de tipos variados, tais como: polinomiais,
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas. N6s iremos considerar apenas o estudo das fungdes
polinomiais.

6.1.1 Conceito de Interpolagao
Seja a fungdo y = f(x), dada pela tabela 1. Deseja-se determinar f(x), sendo:

a) X € (xg,x7) e X #x, 1=0,1,2,..,7

b) X & (xo, x7)

Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpolagdo. E, sendo assim, determina-se o polindmio
interpolador, que ¢ uma aproximacdo da fung@o tabelada. Por outro lado, para resolver (b), deve-se

realizar uma extrapolago.

Consideremos (n + 1) pontos distintos: xo, Xxj, X, ..., X, chamados nds da interpolagdo, e os
valores de f(x) nesses pontos: f{xo), f(x1), f(x2), ..., flxxn).

A forma de interpolacdo de f(x) que veremos a seguir consiste em se obter uma determinada
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funcdo g(x) tal que:

8(xo) = flxo)
8(x1) = flx)
8(x) = flxz)
200 = fix)
Graficamente temos:

A

y

N

Interpretagdo geométrica paran =5

6.2 Interpolacéo Linear

6.2.1 Obtencéo da Formula

Dados dois pontos distintos de uma fungéo y = f(x) : (xo, yo) € (x1, y1), deseja-se calcular o valor de
y para um determinado valor de X entre X € x;, usando a interpola¢do polinomial.

O polindmio interpolador é uma unidade menor que o nimero de pontos conhecidos. Assim
sendo, o polindmio interpolador nesse caso tera grau 1, isto &,

Pi(x) =ax +ay
Para determina-lo, os coeficientes ay e a; devem ser calculados de forma que tenha:

P1(x0) = fixo) = yo
Pi(x1) = flxr) =y

ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo:

axo+ao= yo _ .
onde a; e ag sdo as incognitas e
axi+ao= Vi
Xo 1 B . -
A= X 1 ¢é a matriz dos coeficientes.
1

O determinante da matriz A € diferente de zero, sempre que xy # x;, logo para pontos distintos o
sistema tem solucdo unica.

O polindmio interpolador P(x) = aix + ap tem como imagem geométrica uma reta, portanto
estaremos aproximando a fung@o f{x) por uma reta que passa pelos dois pontos conhecidos (xo, yo) € (x1,

56
.

A figura abaixo mostra, geometricamente, os dois pontos, (xo, yo) € (x1, y1), € a reta que passa por
eles.

6.2.2 Exemplos

Exemplo 1: Seja a fungdo y = f{x) definida pelos pontos (0.00; 1.35) e (1.00; 2.94). Determinar
aproximadamente o valor de f{0.73).

Pi(x) = aix + ap é o polindmio interpolador de 1° grau que passa pelos pontos dados. Entdo
teremos:

a) Pontos utilizados:
(0.00;1.35) e (1.00; 2.94)

b) Calculo dos coeficientes:
Pi(0)=a;+0+ap=1.35 - ap=1.35
P1(1)=a1-1+a0=2.94 - a1=1.59

¢) Polindmio interpolador:
Pi(x) =1.59x + 1.35 (equagio da reta que passa pelos pontos dados)

d) Resposta:
P1(0.73) =159 0.73 + 1.35
P1(0.73) =2.51

O resultado obtido acima estd afetado por dois tipos de erros:

a) Erro de arredondamento (E,) - é cometido durante a execug@o das operagdes e no caso de um
resultado ser arredondado.

b) Erro de truncamento (E7) - é cometido quando a férmula de interpolagdo a ser utilizada é
escolhida, pois a aproximagdo de uma fung@o conhecida apenas através de dois pontos dados é feita por
um polindmio de 1° grau.

Exercicio 1: Dada a fungdo f(x) = 10x* + 2x + 1 com os valores de f(0.1) e f(0.2) determinar P;(0.15) e o
erro absoluto cometido.

Polindmio interpolador: Pi(x) =2.15x + 0.986
P1(0.15) = 1.3085
E4=-0.0034375

Exercicio 2: Calcular o calor especifico aproximado da d4gua a 32,5° C, usando os valores da tabela 1.

Usando as temperaturas 30° C e 35° C.
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Polindmio interpolador: Pi(x) =-0.000016x + 0.99874
P1(32.5) = 0.99822

6.3 Interpolacdo Quadratica

6.3.1 Obtencéo da Féormula
Se conhecermos trés pontos distintos de uma fungdo, entdo o polindmio interpolador sera:

Py(x) = a2,x2 +ax +ay
O polindmio P(x) é conhecido como fungdo quadrética cuja imagem geométrica é uma paréabola,
portanto, estaremos aproximando a fungao f{x) por uma parabola que passa pelos trés pontos conhecidos
(%0, yo), (x1, y1) € (x2, y2).

Para determinarmos os valores de a», a; € ag é necessario resolver o sistema:

2 _
axxp + aixo+ao=Yyo
2 _
axxi +aixy+ao=yi
arx5 + Ay +dg =y,

onde ay, a; e ap s30 as incégnitas e os pontos (xo, ¥o), (X1, y1) € (x2, y2) sdo conhecidos.
A matriz dos coeficientes é:

x(zj xo 1
V= xlz xi 1

2 x 1

=

Como os pontos sdo distintos, entdo o sistema terd soluco unica.

6.3.2 Exemplos
Exemplo 1: Utilizando os valores da funcdo seno, dados pela tabela abaixo, determinar a fungdo

2
2sen” X

quadrética que se aproxima de f(x) = T trabalhando com trés casas decimais.

X sen(x) f(x)

0 0 0.000
z 1 0.328
6 2

z 2 0.560
4 2

a) Pontos utilizados:
(0;0) (m/6;0.328) (m/4;0.560 )

b) Célculo dos coeficientes:
Py(x) = a2x2 + a1 x + agp

P2(0)=az+0*+ai+0+ao=0
PxH=are(Ff +are(F)+an=0328
Pz(%) =az. (%)2 +ai. (%)+ ao=0.560
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Da primeira linha temos que ap = 0. Logo, o sistema passa a ser:

0.274a2+0.524a:1=0.328
0.617a2+0.785a1=0.560

Resolvendo o sistema acima encontraremos a solugdo aproximada:
a>=0.333 a; =0452 ap=0

c¢) Polindmio interpolador:
Py(x) =0.333 x* +0.452x

Exemplo 2: Determinar o valor de f(0.2) e o erro absoluto ocasionado pela aplica¢do da interpolacdo
quadritica, no cdlculo deste valor, usando os valores tabelados da funcfo f{x) = x* — 2x + 1. Utilizar duas
casas decimais.

x Sx)
0.5 0.25
0.3 0.49
0.1 0.81
a) Pontos utilizados:
(0.5;0.25) (0.3;0.49) (0.1;0.81)

b) Calculo dos coeficientes:
Py(x) = agx2 +a1x + ap

0.25a2+0.5a1+ ao=0.25
0.09a2+0.3a1+ao=0.49
0.0la2+0.1a1+ao=0.81

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss, vem:
a, =1.00 a;=-2.00 ap=1.00

c¢) Polindmio interpolador:
Py(x)=x*—2x+1

d) Resposta:
P»(0.2) = (0.2)* —2.(0.2) + 1
P>(0.2) =0.64

Calculo do erro absoluto:

Eq=f0.2) — P»0.2)
Eq=0.64 - 0.64
EA=0

Podemos observar que o polindmio interpolador € igual a fungdo dada. Isto ocorre porque a fungao

dada é polinomial de 2° grau e, a partir de trés pontos da funcdo, consegue-se determind-la sem erro.
Contudo, poder4 existir o erro de arredondamento.
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Exercicio 1: Usando trés pontos da Tabela 1, determinar o calor especifico aproximado da dgua a 31° C

Pontos utilizados: (20; 0.99907), (30; 0.99826) e (40; 0.99828)

Polindmio interpolador: Py(x) = 0.00000415x% — 0.0002885x + 1.00318
P5(31) =0.99822

6.4 Interpolacédo de Lagrange

As interpolagdes vistas anteriormente sdo casos particulares da interpolagdo de Lagrange. Vamos
estudar agora o polindmio interpolador de grau menor ou igual a n, sendo dados n + 1 pontos distintos.

Teorema: Sejam (x;, y;),i =0, 1,2, ..., n, n + 1 pontos distintos, isto &, x; # x; para i # j. Existe um
unico polindmio P(x) de grau menor ou igual a n, tal que P(x;) = y;, para todo i.

O polinémio P(x) pode ser escrito na forma:
Py(x) = ap+ aix + X’ + ... + ax”  ou Py(x) = za/_xi
i=0

P(x) é, no maximo, de grau n, se a, # 0 e, para determind-lo, deve-se conhecer os valores de ay, a1,
<oes @y. Como P,(x) contém os pontos (x;, ,), i =0, 1, ..., n, pode-se escrever que P,(x;) = y;.

Com isso temos:

2 n
QT XoT A XoTFA X0 =Y,

2 n
avtaxtaxtra.x =Yy,

2 n
atax.Tax.tra.x.=y

n

Resolvendo o sistema acima, determina-se o polindmio P,(x). Para provar que tal polindmio é
unico, basta que se mostre que o determinante da matriz A, dos coeficientes das incognitas do sistema, é
diferente de zero. A matriz A é:

L X Xy = Xo
2 n
Azl XX o X

Mas o determinante da matriz A é conhecido como determinante das poténcias ou de
Vandermonde e, da Algebra Linear, sabe-se que seu valor é dado por:

det(A) = H(x,_ -Xx,)- Como x; # xj para i # j, vem que det(A) # 0.

i>]
Logo, P(x) € tnico.

Exemplo: Sejam os valores: xo = 1, x; =0, x, = 3 e x3 = 2. Determinar: H(x,- -xj)-

i>j

[TGi—x) =@ —x0) (2 —x0) (2= x1) (3 = x0) (3 = x1) (13 = x2) =

i>j
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==DH@GMA-D =12

Este valor € igual ao determinante da matriz:

1111

1000
139 27
1 2 438

6.4.1 Obtencao da Féormula
Serd mostrado, agora, a deducdo da férmula de interpolacdo de Lagrange.

Sejam x, x1, X2, ..., Xn, (n + 1) pontos distintos e y; = fix;), i =0, 1, ..., n.

Seja Py(x) o polindmio de grau < n que interpola fem xo, ..., x,. Podemos representar P,(x) na
forma Py(x) = yoLo(x) + y1Li(x) + ... + y,Lu(x), onde os polindmios Li(x) sdo de grau n. Para cada i,
queremos que a condicdo Pp(x;) = y; seja satisfeita, ou seja:

Pu(xi) = yoLo(xi) + y1Li(x;) + ... + yuLa(x)) = y;

A forma mais simples de se satisfazer esta condi¢@o € impor:
0 se k#i . -
Li(x;) = . e, para isso, definimos Ly(x) por
1 se k=i

(X =Xo)(X = X1)...(X = Xk = 1)(X = Xk +1)...(X — Xn)
(X — Xo)( Xk — X1)...( Xk — Xic - 1)( Xk = Xk +1)...( Xk — Xin)

Como o numerador de Li(x) ¢ um produto de n fatores da forma:

(x=x)),i=0,1, ..., n, i #k, entdo Li(x) ¢ um polindmio de grau n e, assim, P,(x) € um polindmio
de grau menor ou igual a n.

Além disso, para x = x;, i =0, ..., n temos:

Py(x) = )y, Le(x)) = yili(xi) = i

k=0

Entdo, a interpolag@o de Lagrange para o polindmio interpolador é:
Pyx) =Yy, Li(x)
k=0

onde Ly(x) = ﬁm

=0 (e = x7)
Jj#k
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Py(x) = Z H ((; %) , ¢ aférmula da interpolagio lagrangeana.
;:tk

6.4.2 Exemplos:

Exemplo 1: No caso da interpolagio linear, visto anteriormente, temos dois pontos distintos: (xo, f(xo)) €
(x1, f(x1)) com n igual a 1.

a) Pontos utilizados:
(0.00; 1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dos coeficientes:
Pi(x) = yoLo(x) + y1Li(x), onde

_ (x=x)
Lotx) = (x0—x1)
_ (x—=x0)
L= (x1— x0)

Assim, Py(x) =y, (x—x1) + (x X0)
(xo—x1) " (x1—x0)

que € exatamente a equagao da reta que passa por (xo, fixo)) € (x1, f(x1)).

c¢) Polindmio interpolador:

Py =135 459 =0
0-1) 1-0)

que € a mesma expressao obtida no exemplo 1 de interpolagdo linear.

=-135x+ 1.35+2.94x=1.59x + 1.35

Exercicio 1: Determinar o polindmio de interpolagido de Lagrange para a fungdo conhecida pelos pontos
tabelados abaixo e o resultado em P(0.5):

i X; Yi
0 0 0
1 1 1
2 2 4

Resposta: P5(0.5) = (0.5)2 =0.25

Exercicio 2: Determinar o polindmio interpolador de Lagrange para a fungdo conhecida pelos pontos da
tabela abaixo:

i Xi Yi
0 -1 4
1 0 1
2 2 1
3 3 16

Resposta: P3(x) = X©—dx+1
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6.5 Interpolacao Parabdlica Progressiva

Na interpolagd@o parabdlica progressiva precisamos de n + 1 pontos, onde n € o grau do polindmio
desejado. Em seguida, tomamos os pontos mais préximos, do ponto que queremos, na hora de montar a
tabela.

Polindomio de grau 0:

Polinomio grau 0
GO —

CTE
Poy(x) = ag
Polin6mio de grau 1:

Polinomio grau 0
Gl - +
CTE

Polinomio grau 1

passando por x,

Pi(x) =ao + a;.(x — xo)

Polindmio de grau 2:

Polinémio grau 0
G2 — +
CTE

Polinémio grau 1 Polinémio grau 2

+
passando por X, passando por X, e por X,

Py(x) = ap + ar.(x — xp) + az.(x — x0).(x — x1)

Polindomio de grau n:

P,.(x) = ap + a;.(x — xo) + az.(x — x0).(x — x1) + ... + @u.(x — x0).(x — x1).(x = x2) ... (X = Xxp1)

Impondo que P,(x) passe por todos os n + 1 pontos da tabela, temos que:

Pn(xo) =f(x0)
P (1) = flxy)
Pu(x2) = fixz)
Pu(t) = flx)

Validade:
X=X Pox)=a,= f(x)

fo-a  fOo-Pux)
=X Pl(xl)=a0+a](xl—x0):f(xl) S = — T _
X1~ Xo X1~ Xo
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f)-Px

X=X Pz(.xZ):a0+a1(.xZ_XO)+az(Xz_.XO)(.xZ_.X1):f(xz) AT (x _x)(x _x)
2 0\ X2 1

x=x,P.(x)=a,*a(x,~ x)+t+a,(x,~ x)x, = x,.0=f(xX)-

_ f(x)-P.x)
O X006 X

aVl

Exemplo 1: Dados os pares abaixo, determinar a expressio analitica destes mesmos:

—
[\

Xi -5 -3
Sflxi) -8 —4 4 6

1* Hipétese:

X=X P,(x)=-8

2% Hipétese:
X=xa= JOOPx) _ 448 =2 o P(x)=—8+2(x+5)=2x+2
X1~ Xo —3+5
3* Hipétese:
f(x)-P(x) 4-4
— = = =0 .. =2x+2
I o (T ([ R
4* Hipétese:
f(x)-P.(x) 6-6
I ; - -0 - —2x+2
X - x) (- X)) 2+5)2+3)2-1) Pto=2x

Logo, a expressao é : Pi(x) =2x +2
6.6 Interpolacdo de Newton com Diferencas Divididas

6.6.1 Diferencas Divididas
Seja f(x) uma fungdo tabelada em n + 1 pontos distintos xo, x|, X2, ... X,. Definimos o operador
diferencas divididas por:

Sxo] = f(xo)
o] = LIS _ F5) = f ()
X — X, (x, —x,)
f[xo’xl,xz] - f[xlaxz]_ f[x()’x]]
Xy = X,

fIxx,.0x, 1= flxg,x..x,, 1

Sxox1.x2, ... Xp] =

64
Dizemos que fxo.x1,x2,...x¢] € a diferenca dividida de ordem k da fungdo f{x) sobre os k + 1 pontos.

Conhecidos os valores que f{x) assume nos pontos distintos xo, X1, X2, ... X,, podemos construir a
tabela:

Xj Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem n
X Sxol fxox1] Sxox1,%0] Hxox1%2 ... X4]
X1 Sfxil Sx1x0] Sx1x0,%3] -

b Sx2l fx2.x3] Sx2.x3,%4] -
Xn-2 X2l Sxna Xl | fXn2,Xn-1,%] -
Xn-1 Xl HXn1,%] - -

xn f[‘x"l] - - -

6.6.2 Propriedade do Operador Diferenc¢as Divididas
Pode-se provar que as diferencas divididas satisfazem a propriedade de ser simétrico nos
argumentos.

Exemplo:

f[x()sxl] — f[xl]_f[xo] — f[xO]_f[x]]:f[Xl,X()]

X=X Xo =X

Pode-se provar que cada coeficiente a, do polindmio interpolador de Newton corresponde ao
operador de grau n de diferengas divididas:

Sfxol = ao
fxoxi] =a;
fxox1.x2] = az

fxox1.x0,....%,] = a,

P,(x) = ap + a1.(x — x0) + az.(x — x0).(x = x1) + ... + @p.(x — X0).(x — x1).(x — x2) ... (x —Xxp1)

Py(x) = flxo] + flxo.x1] - (x — xo) + flxo.x1,x2] . (x — x0) . (x —x1) + ...
+ fX0sX15X25 woe Xn] - (X —X0) - (X —x1) . (X —x2) o (X — Xpe1)

6.6.3 Exemplos
Exemplo 1: Obter f{(0.5) usando um polindmio interpolador de Newton do segundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

x; -1 0 1 2 3
F(x) 2 1 2 5 10

a) Calculo dos coeficientes de P,(x):

X |OrdemO0 |Ordem1 | Ordem 2 | Ordem 3 | Ordem 4
X0 -1 2 -1 1 0 0
X1 0 1 1 1 0
X 1 2 3 1
X3 2 5 5
X4 3 10
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onde:
Jxo] = flxo) =2
f[xl] :f(Xl)zl
Al =fx) =2
f[X3] :f(X3):5
flxal = fle) = 10
fxoxi] = Slx 1= fIx,1 _ f(x) = f(xy) _ 1-2 .
hTh (= x,) 0+1
Mooy = el =flal _2-1
X277 X1 1-0
Slxoxs] = 2 3
Axzxg = Slxal = flxsl - 10-5 _s
N X477 X3 3-2
Sxox1.x0] = S5 1= flx. 6l 1+
X2 %o 1+1
Sx1x0.x3] = Slosxl= flael _ 3-1
X3~ X1 2-0
Ax2x3.04] = Sl = flo,xl _5=3
X4= X2 3-1
fTxo.x1,%0.X3] = S xas x31= fLxos x5 x2] _ 1-1 o
X3 Xo +1
flx1,%2,%3, x4] = Flxasx3, x4l — flx1s x25 x3] _ i o
X4— X1 3-0

Sl x2 x35 x4l = flxos x15 X2, 331 _0-0 -0

Mxox1,x0.X3,%4] = =
X4~ X0 3+1

b) Polindmio interpolador:
Pyx)=2-1x+1)+1(x+1)x-0)
P(x)=2—-(x+1)+x(x+1)
P(x)=2-x-1 X 4x
Pyx)=x*+1

c) Resposta:

P5(0.5)= (0.5 +1=1.25

Exemplo 2: Obter f(40) usando um polindmio interpolador de Newton de grau 3 (4 pontos). Considere a
seguinte tabela:

Xi 30 35 45 50 55
F(xy) 0.5 0.574 0.707 0.766 0.819
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a) Calculo dos coeficientes de P,(x):

Pegar os pontos mais préximos do ponto que desejamos:

X | Ordem0 | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
X0 30 0.5 0.0148 —0.0001 0

X1 35 0.574 0.0133 —0.0001
X 45 0.707 0.0118
X3 50 0.766

Como o polindmio obtido ndo terd grau 3, devemos escolher um novo conjunto de pontos:

X | Ordem 0 | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3

X0 30 0.5 0.0148 —0.0001 [—0.0000002
X1 35 0.574 0.0133  [-0.000105
X2 45 0.707 0.0112
X3 55 0.819

b) Polinémio interpolador:

P3(x) =0.5 +0.0148(x — 30) — 0.0001(x — 30)(x — 35) — 0.0000002(x — 30)(x — 35)(x — 45)
c) Resposta:

P5(40) = 0.5 + 0.0148(10) — 0.0001(10)(5) — 0.0000002(10)(5)(=5)

P5(40) = 0.64305

Exercicio 1: Obter f(0.47) usando um polindmio interpolador de Newton do segundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

Xi 0.2 0.34 04 0.52 0.6 0.72
F(xi) 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37

Polindmio interpolador: P5(x) = 0.27 + 0.16667(x — 0.4) + 1.041665(x — 0.4)(x — 0.52)
P»(0.47) =0.27802

Exercicio 2: Obter f(0.5) usando um polindmio interpolador de Newton do quarto grau (5 pontos).
Considere a seguinte tabela:

X 3 0 1 2 3
F(x) 1 1 0 -1 )

Polindmio interpolador:
Pyx)=1+0.x+1)+ (_?1) (x+ D(x) + (éj (x+ D@)x-1) +(;—:) x+ DEE-DEx-2)
P40.5)=1-0.375-0.0625 — 0.02344 = 0.53906

6.7 Interpolacdo de Gregory-Newton

Muitas vezes sdo encontrados problemas de interpolagdo cuja tabela de pontos conhecidos tem
valores que sdo igualmente espacados, ou seja:

X|—X0=Xp—X|=X3—X2=...=X,— Xp.1 = h
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Assim x;; — x; = h , para todo i, sendo & uma constante.

X -1 0 1 2 3
x,~=x,~_1+h—>x,-=x0+i*h f(x,-) 2 1 2 5 10

6.7.1 Diferengas Ordinarias ou Finitas a) Tamanho do intervalo:
A’fix) = fix) h=1
A'f(x) = fx + h) = fix)

A’fx) = A'fix + h) — A'flx) b) Cilculo dos coeficientes de P,(x):

X"ﬂx) = A""fx + h) - A" )

X [Ordem 0 |Ordem1 | Ordem 2 | Ordem 3 | Ordem 4
Xo -1 2 -1 2 0 0
Xi Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem n X1 0 1 1 2 0
X0 Sxo) A'fxo) A*f(xo) A"f(x0) X2 1 2 3 2
x1 S Alfix) Aflx) — X3 2 5 5
x2 BE) A'fx) Afx) - x | 3 10
Xnz f();_ﬁ A{f‘.(;n»Q) Azf.(;;n»Z) _ ¢) Polindmio interpolador:
Xu1 Joxn1) A fx1) - - Pyx) =2+ (_—lj G+ 1)+ [ 2 )(x + 1))
Xn fox) - - - 1 20’
Px)=2-(x+1)+x(x+1)
6.7.2 Relacao entre diferencas divididas e diferencas ordinarias Pyx)=2-x—1+x+x
0 Pyx)=x*+1
Teorema: Se x; = xo + j.h, paraj=0, 1, 2, ..., n, entdo flxo.X1,X2,....Xn] = % . :
n:
d) Resposta:
P :
rova Py(0.5) = (0.5 +1=125
fixl =f(X0])C[x 1= flx ] FO)—f(x)  flxg+h)—f(x)  Af(x,) Exercicio 1: Obter f{0.04) usando um polinémio interpolador de Gregory-Newton do segundo grau (3
Sxo.x1] = ! 0- = ! o) _ S Yo) _ Yo pontos). Considere a seguinte tabela:
X~ X (x, = x,) h h
X 0.01 0.03 0.05 0.07
Af(x) A (xy) F(x)) 1.01 1.09 1.25 1.49
Totys] = 1= flex] _ n NG
o X, — X, 2h 2n* Polindmio interpolador: Pa(x) = 100x> + 1

P,(0.04)=1.16
indugdo pod t t ¢ valid 1 i 2.
© POr iAo pocemos mostrar que esta regra © vatlda para valores Maores que Exercicio 2: Obter f(3.7) usando um polindmio interpolador de Gregory-Newton do terceiro grau (4

6.7.3 Gregory-Newton usando Diferencas Ordinarias pontos), onde f(x) = In(x). Considere a seguinte tabela:

Partindo da formula original do método de Newton, que é T > 3 )
Xi

F(x)) 0 0.6931 1.0986 1.3863

Pu(x) = flxo] + flxoxi1]-(x — x0) + flxox1,x2].(x — x0).(x — x1) + oot fIX0X1,X25000%0].(X — X0).(x — x1).(x —
X2)(X = Xp-1)

Polindmio interpolador: P3(x) = 0.6931.(x — 1) — 0.1438.(x — 1)(x — 2) + 0.0283.(x — 1)(x — 2)(x — 3)

podemos derivar a nova formula que utiliza as diferengas ordindrias: P3(3.7) = 1.30225590

Pu(x) = flxo) +

X2).(X = Xp-1)

Xo) +

%.(X - Aﬂf(;v(]) (x = x0).(x —x1) + ... + Af (%)

0 7T (x = x0).(x = x1).(x —

6.7.4 Exemplos

Exemplo 1: Obter f{0.5) usando um polindmio interpolador de Gregory-Newton (G-N) do segundo grau
(3 pontos). Considere a seguinte tabela:
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7 Ajuste de Curvas

Uma das formas de se trabalhar com uma fun¢do definida por uma tabela de valores é a
interpolagdo polinomial. Contudo, a interpola¢do nio é aconselhdvel quando:
a) E preciso obter um valor aproximado da fung¢do em algum ponto fora do intervalo de
tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar.
b) Os valores tabelados sdo resultados de algum experimento fisico ou de alguma pesquisa,
porque, nestes casos, estes valores poderdo conter erros inerentes que, em geral, ndo sdo
previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas fungdes tabeladas uma fungdo que seja uma "boa
aproximagao” para os valores tabelados e que permita extrapolar com certa margem de seguranca.

O problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos (xi, fix1)), (x2, f(x2)),
wees (X, flxy)) com x4, Xo, ..., X, pertencentes a um intervalo [a, b], consiste em: escolhidas n funcdes
g1(x), g2(x), ..., gn(x), continuas em [a, b], obter n constantes o, O, ..., O, tais que a fungdo @(x) = o g;(x)
+ 0ga(X) + ... + 0,g,(x) se aproxime ao maximo de f(x).

Genericamente, no caso linear, estaremos supondo que os dados serdo aproximados por uma
func¢@o do tipo:
Jx) = 0(x) = 0ug1(x) + 0rga(x) + ... + Cgn(x)

onde as fungdes gi(x), g2(x), ..., gu(X) sdo preestabelecidas.

Dizemos que este € um modelo matemadtico linear porque os coeficientes a determinar, o, O, ...,
o, aparecem linearmente, embora as fungdes g1(x), g2(x), ..., gn(x) possam ser fun¢des ndo lineares de x,
como por exemplo, gi(x) = €', g2(x) = ()c2 +2), 23(x) = sen(x), etc.

A escolha das fungdes pode ser feita observando o grafico dos pontos conhecidos ou baseando-se
em fundamentos tedricos do experimento que nos forneceu a tabela.

Portanto, dada uma tabela de pontos (xi, fix1)), (x2, f(x2)), ..., (Xm, fixn)), deve-se, em primeiro
lugar, colocar estes pontos num grafico cartesiano. O grafico resultante é chamado diagrama de
dispersdo. Através deste diagrama pode-se visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados.

Exemplo: Seja a tabela:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Xi -1.0 | 075 | 0.5 | -0.25 0.25 0.5 0.75 1.0
J(x») 2.1 1.3 1.1 0.2 0 0.5 0.6 1.5 2.2

[«

O diagrama de dispersao serd conforme mostrado abaixo:

25
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Portanto, é natural escolher apenas uma fungdio g,(x) = x° e procurar entdo @(x) = o’ (equago
geral de uma pardbola passando pela origem).

Se considerarmos uma experiéncia onde foram medidos vdrios valores de corrente elétrica que
passa por uma resisténcia submetida a vdrias tensdes, colocando os valores correspondentes de corrente e
tensdao em um grafico, poderemos ter:

A

4

neste caso, existe uma fundamentac@o tedrica relacionando a corrente com a tensdo V = Ri, isto €, V é
uma fungdo linear de i.

Assim, g1(x) =ie ¢(i) = agi(i)

O problema é determinar qual pardbola com equagdo o’ se ajusta melhor ao primeiro grafico e
qual reta, passando pela origem, melhor se ajusta ao segundo grafico.

No caso geral, escolhidas as fungdes g;(x), g2(x), ..., g.(x) temos de estabelecer o conceito de
proximidade entre as fun¢des @(x) e f{x) para obter as constantes 0, 0y, ..., O,.

Uma maneira € impor que o desvio (f(x;) — @(x;)) seja minimo, para i = 1, 2, ..., m. Veremos a
seguir o método conhecido como Mérodo dos Quadrados Minimos.

7.1 Método dos Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos é provavelmente a técnica de aproximacdo mais usada na
andlise numérica e em problemas praticos. Isto se deve tanto a sua simplicidade quanto ao fato de que em
geral, buscamos aproximagdes para dados que sdo medidas obtidas experimentalmente com um certo grau
de incerteza. Veremos que o método dos quadrados minimos contempla a possivel existéncia de erros nos
dados a serem aproximados. O critério de aproximacdo consiste em minimizar os residuos.

Chamaremos de f(x) a fun¢do que serd convenientemente aproximada por outra fungdo @(x). No
caso dos quadrados minimos lineares, partimos da hipétese de que temos algumas informagdes sobre o
comportamento de @(x). Poderiamos saber, por exemplo, que @(x) é uma reta, ou seja:

O(x) = 0 + opx

A questdo € encontrar qual € esta reta, ou seja, quais sdo os valores de o e 0, que ajustam os
pontos conhecidos.

Num outro exemplo, vamos procurar valores para 0., 0, € 03 que tornam a funcdo:

Q(x) = 04y + Oipx + Ozx”
uma boa aproximagio dos dados.
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Sejam dados os pontos (x1, fix1)), (x2, fix2)), ..y (Xms flxm)) € as n fungdes gi(x), g2(x), ..., gu(x)
escolhidas de alguma forma. Considerando que o niimero de pontos m, tabelados, € sempre maior ou igual
a n o nimero de fungdes escolhidas ou o nimero de coeficientes o, a se determinar.

Nosso objetivo é encontrar os coeficientes o, 0y, ..., O, tais que a fungdo @(x) = 01g1(x) + Oga(x)
+ ... + 0,8,(x) se aproxime ao maximo de f(x).

Seja di = f(xi) — @(xx) o desvio em x;. O conceito de proximidade € que dy seja minimo para todo k
=1, 2, ..., m. No método dos quadrados minimos consiste em escolher os a;'s de tal forma que a soma dos
quadrados dos desvios seja minima.

7.1.1 Ajuste Linear Simples

Dada uma tabela com m valores (x;, f(x;)), i = 1, 2, ..., m, queremos encontrar a reta que melhor
ajusta esta tabela, no sentido dos quadrados minimos. Como o ajuste sera feito por uma reta, tomaremos
g1(x) =1e ga(x) =x, isto é:

S = @(x) = oy + opx

O residuo para cada par (0, 0) e para cada x serd (0, Op; x) = fix) — 0j — Ox. Assim, pelo
método dos quadrados minimos devemos procurar Q; € 0 que minimizam a fungéo:

<r, r> (0, 0) = < flx) — o — Ox, flx) — O — Olpx> = i(f(xi )—a, —a,x,) .

i=1

Do Cilculo Diferencial sabe-se que a condi¢@o necessdria do ponto critico € que as derivadas nele
se anulem, esto é:

e) e)
—<rr>=—x<rr>=0
2, o,

ou ainda, procedidas as respectivas derivacdes na expressdo <r, r> temos:
-2 (fx) - —a,x,) =0 e =2) (f(x) -, —a,x,)x, =0
i=1

i=1

Ap6s o desenvolvimento, estas duas equagdes formam um sistema linear com as incdgnitas o, e
O, que podem ser reescrito na forma:

m m

D) =Y =D ax, =0
i=l i=1 i=l

m m m
zxif(xi) _zal‘xi - ZaZ‘xiZ =0
i=1 i=1 i=1
ou

m

m
m(x1+ocsz,. =) f(x)
i=1 i=l
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m

" "
(xlzx,.+otg x} :Zx,.f(x,.)
i=1 i=1 i=1

A solucdo deste sistema pode ser obtida pelo método da Elimina¢do de Gauss. Através das
substitui¢des retroativas obtém-se:

m> ) -3 xS £ )
- i=1 i=1 i=1

O =

if(xi)_[ixiJQZ

i=1

3 e [04]
m ) m m
my x| 3%,
i=1 i=1
Assim, a solucdo do sistema de equagdes lineares é o e 0, dados pelas equagdes acima, e com

estes valores os residuos apresentam o seu menor valor.

Como este método consiste em achar o minimo de uma funcgio quadrdtica, ele é conhecido como
método dos minimos quadrados.

Exemplo 1: Ajustar os dados da tabela abaixo a uma reta de modo que o residuo seja o menor possivel.

i 1 2 3 4 5
Xi 1.3 34 5.1 6.8 8.0
Sx) 2.0 5.2 3.8 6.1 5.8

Usando os valores da tabela temos:
a) Calculo dos somatorios:
m=5

Sx =(1.3)+ (34 +(5.1) + (6.8) + (8.0) = 24.6

ix,? =137+ BAH*+(5.1)7+(6.8) +(8.0)* =149.5
i=1

if(xi) =(2.0)+(5.2) + (3.8) + (6.1) + (5.8) = 22.9

i=1

Zslxif(xi) =(1.3)(2.0) + (3.4)(5.2) + (5.1)(3.8) + (6.8)(6.1) + (8.0)(5.8) = 127.54

i=1
b) Resolucao do sistema:

Assim, os valores de o e o, da melhor reta (no sentido dos quadrados minimos) sio obtidos pelo
sistema:

Sa, +24.60, =22.9
24.6a, +149.5, =127.54

Resolvendo o sistema, obtem-se o = 2.0098 e o, = 0.5224.



Usando as férmulas de o e 0, temos:

O =

m;x"f (x")_;x’;f () _ (5)(127.54)~ (24.6)(22.9) _ 637.7-563.34 _
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74.36

(5)(149.5) — (24.6)°

2
n n
2
mz X; —(E xij
i=1 i=1

m

Z::f(xi)—(zx

7
por J P 229-(24.6)(0.5224)  22.9-12.851
m 5

o) =

=2,0098

Entao, a melhor reta que passa pelos pontos, usando a equagao, é:
@(x) =2.0098 + 0.5224x.

¢) Calculo do quadrado dos residuos:

T 747.5-605.16

=0.5224
142.34

Os valores de @(x;) e os respectivos residuos (r(x;) = f(x;) — ¢(x;)) estdo na tabela abaixo:

1 1 2 3 4 5

xi 1.3 34 5.1 6.8 3.0
o) 2.0 52 38 6.1 5.8
o(r) | 268892 | 3.78596 | 4.67404 | 5.56212 | 6.18900
r(;) | —0.68892 | 1.41404 | —0.87404 | 0.53788 | —0.38900

Neste exemplo, a soma dos quadrados dos residuos é:

5
D ori(x,) =3.6787

i=l

Exercicio 1: Considere o ajuste da tabela abaixo por uma reta. Calcular a soma dos quadrados dos

residuos.
i 1 2 3 4 5
Xi 0 0.25 0.5 0.75 1.00
J(x) 1.0000 | 1.2840 | 1.6487 | 2.1170 | 2.7183
Resposta:

o(x) = 0.89968 + 1,70784x.

5
A soma dos quadrados dos residuos é: Z r’ (x;) =0.039198

i=1

7.1.2 Ajuste Polinomial

O ajuste linear simples € um caso especial do ajuste polinomial. A equagdo geral do ajuste

polinomial é dada por:

Q(x) = 04 + 00X + Ol3x” + ... + Oy X"

e as equagdes normais ficam:

L = i=1 i=1 i=1 1l a,

Exemplo 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo & equacdo @(x) = 0 + 0ox + 03x”. Calcular a soma dos

quadrados dos residuos.

5

m

2 X))
>

m

DXl f(x)

L i=1

i 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 2.2 3.1
§iD) -30.5 | =202 | 33 8.9 16.8 214

O vetor o € a solugdo do sistema acima, que, neste caso, torna-se:

m

I D 3ol D Wies

Zx,. Zx,.‘ Zx? o, |= inf(x,.)

l;] . I;] . I;] . l;l .

DIEDIE DI P DREACA)
i=1

a) Calculo dos somatorios:

m=6

X =(2)+-19)+O)+(H+(22)+@3.1)=2.8

o

Dx} =27+ (=157 + (07 + (1)’ + (227 + 3.1’ =217
i=1

o

Dx) =27+ (=157 +(0) + (1)’ + (22 + 3.1)’ = 30.064
i=1

6

Sxt =2+ 15T+ O + (D' + 2.2+ (3.1 =137.8402

i=1

if(xi) =(-30.5) + (-20.2) + (-3.3) + (8.9) + (16.8) + (21.4) =-6.9

i=1
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zﬁlxl. F(x) = (=2)(=30.5) + (-1.5)(=20.2) + (0)(-3.3) + (1)(8.9) + (2.2)(16.8) + (3.1)(21.4) = 203.5

i=1

ixf F(x)= (=2)%(=30.5) + (-1.5)%(=20.2) + (0)*(-3.3) + (1)*(8.9) + (2.2)*(16.8) + (3.1)*(21 .4) = 128.416

i=1
b) Resolucao do sistema:

O sistema é:

6 2.8 21.7 a, -6.9
28 217 30.064 || o, |=| 203.5
21.7 30.064 137.8402|| 128.416

A solugdo deste sistema é:

o =-2.018
o = 11.33
o3 =-1.222

Portanto, @(x) =-2.018 + 11.33x — 1.222x%

¢) Calculo do quadrado dos residuos:

i 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 22 3.1
Sx) -30.5 —20.2 -3.3 8.9 16.8 214

o(x;) | —29.566 | -21.7625 | 2.018 | 8.09 | 16.99352 | 21.36158
r(x;) —0.934 1.5625 -1.282 | 0.81 | -0.19352 | 0.03842

A soma dos quadrados dos residuos é:
6
> ri(x;) =5.652312337
i=1
Exemplo 2: Considerando a fungio tabelada abaixo

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xi -1.0 | 075 | -0.6 | 0.5 —0.3 0 0.2 0.4 0.5 0.7 1
Jx) 205 | 1.153 | 045 0.4 0.5 0 0.2 06 | 0512 1.2 2.05

a partir do diagrama de dispersdo, deve ser ajustada por uma pardbola passando pela origem, ou seja, f(x)
=)= oi3x” (neste caso temos apenas uma funcao g(x) = Xeoy=0eay=0).

Temos entdo o sistema abaixo:
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m Z X; z x/.z 0 Zm: f(x)
n oom u!
in fo Zx? 10 |= inf(xi)
"

DI S Y | U D SFH )

ou seja,

ixf o3 = if(x,)

no m
in o = inf(xi)
i=1 i=1
m m

ZX? 03 = inzf(xi)
= =

Tomando a dltima equag@o temos:

m=11

ixf = (1) + (0.3164) + (0.1296) + (0.0625) + (0.0081) + (0) + (0.0016) + (0.0256) + (0.0625) +
i=1

(0.2401) + (1) = 2.8464

ixf F(x,) = (2.05) + (0.6486) + (0.162) + (0.1) + (0.145) + (0) + (0.008) + (0.096) + (0.128) + (0.588)
i=1

+(2.05) = 5.8756

5.8756

Assim, a nossa equagdo ¢ 2.84640;3 = 5.8756 = 03 =
8464

=2.0642

Portanto, @(x) = 2.0642x% ¢ a pardbola que melhor se aproxima, no sentido dos quadrados
minimos, da fungao tabelada.

Exercicio 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo A equagio @(x) = 04 + Opx + 0zx’. Calcular a soma dos
quadrados dos residuos.

1 1 2 3 4 5 6 7
Xi -0.75 | 0.5 | -0.25 0.25 0.5 0.75
J(x») 1.3 1.1 0.2 0 0.5 0.6 1.5

(=)

Resposta:
¢(x) =0.17619 — 0.01429x + 2.26666x>.

7
A soma dos quadrados dos residuos é: Zrz (x;) =0,250952

i=l
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8 Integracao Numérica

8.1 Introducéo

Do ponto de vista analitico existem diversas regras, que podem ser utilizadas na prética. Contudo,
embora tenhamos resultados bédsicos e importantes para as técnicas de integracdo analitica, como o
Teorema Fundamental do Célculo Integral, nem sempre podemos resolver todos os casos. Nao podemos
sequer dizer que para uma fun¢do simples a primitiva também serd simples, pois f{x) = 1/x, que é uma
fung@o algébrica racional, possui uma primitiva que ndo o é; a sua primitiva é a funcdo In(x) que é
transcendente.

Quando ndo conseguirmos calcular a integral por métodos analiticos, mecanicos ou graficos, entdo
podemos recorrer ao método algoritmico. Em algumas situacdes, s podemos usar o método numérico.
Por exemplo, se ndo possuirmos a expressao analitica de f, ndo podemos, em hipétese nenhuma, usar
outro método que ndo o numérico. A integragdo numérica pode trazer 6timos resultados quando outros
métodos falham.

A solugdo numérica de uma integral simples é comumente chamada de quadratura.

Sabemos do Calculo Diferencial e Integral que se f{x) é uma fungdo continua em [a, b], entdo esta
func@o tem uma primitiva neste intervalo, ou seja, existe F(x) tal que | flx) dx = F(x) + C, com F’(x) =
f(x); demostra-se que, no intervalo [a, b],

[ (e = F(b)- F(a)

tais métodos, embora variados, ndo se aplicam a alguns tipos de integrandos f(x), ndo sendo conhecidas
suas primitivas F(x); para tais casos, e para aqueles em que a obtencdo da primitiva, embora viavel, é
muito trabalhosa, podem-se empregar métodos para o cdlculo do valor numérico aproximado de

b
j F(x)dx.

A aplicagdo de tais métodos € obviamente necessaria no caso em que o valor de f{x) é conhecido
apenas em alguns pontos, num intervalo [a, b], ou através de um grafico.

b n
Lembrando que I f(x)dx = h'mz f(xi)Axi (Riemann), onde Xi € [x;;, x;] partes de [a, b], com
/ e £

n
Xo=a,x,=beAx;=|x;— x; |, para n suficientemente grande e Ax; suficientemente pequeno, Z f(xi)Axi

i=1

b
representa uma boa aproximagao para I f(x)dx.

a

b
Convém lembrar, também, que, sendo f{x) ndo negativa em [a, b], j f(x)dx representa,

numericamente, a drea da figura delimitada por y =0, x = a, x = b e y = f{x), como mostra a figura abaixo:
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y=f(x)

A= Tf(x)dx

Quando f(x) ndo for somente positiva, pode-se considerar f{x) em médulo, para o calculo da érea,
conforme figura abaixo:

c b
T

A |

|

|

A= Jr.f(x)+jilf(x)|dx ou A= jlf(x)ldx

A idéia bdsica da integragdo numérica € a substitui¢do da func¢do f{x) por um polindmio que a
aproxime razoavelmente no intervalo [a, b]. Assim o problema fica resolvido pela integragdo de
polindmios, o que € trivial de se fazer. Com este raciocinio podemos deduzir férmulas para aproximar

b
j F(x)dx.
As férmulas que deduziremos terdo a expressao abaixo:
b
[ F e = Aofizo) + Aifw) + .+ Auflv). i€ la bl i=0.1,m.

8.1.1 Férmulas de Newton-Cotes

Nas férmulas de Newton-Cotes a idéia de polindmio que aproxime f(x) razoavelmente é que este
polinémio interpole f{x) em pontos de [a, b] igualmente espagados. Consideremos a parti¢do do intervalo
[a, b] em subintervalos, de comprimento £, [x;, Xi1], i =0, 1, ..., n-1. Assim xj4; —x; =h = (b —a)/n.

As formulas fechadas de Newton-Cotes sdo formulas de integracdo do tipo x, = a, x, = b e
Xn

b n

j F(x)dx = j f(dx = Ag fix)) + Ap flx) + o + Ay fix) = > Aif (xi), sendo os coeficientes A;
a X0 =0

determinados de acordo com o grau do polindmio aproximador.

Analisaremos a seguir algumas das férmulas fechadas de Newton-Cotes como regra dos
retangulos, regra dos trapézios e regra de Simpson.
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n=1
(x4 x,,

Existem ainda as formulas abertas de Newton-Cotes, construidas de maneira andloga as fechadas, R(hy) = hZf (/Tﬁj
comx, € X, € (a, b). =0
8.2 Regra dos Retangulos Em geral, quando utilizarmos a regra dos retangulos iremos efetuar os célculos através do caso (c),

. . . . . . . . . . n-1

Seja o intervalo finito [a, b] no eixo x que é Partlcmnado emn submtervalos. igualmente espagados ou seja, R(hy) = hZ F(%), sendo % = X+ Xy ]

[xi, Xiss], com xg = a e x, = b e h; = x;41 — x;. Seja f uma fungdo continua ou simplesmente Riemann i=0 2

integravel, cuja integral ndo é conhecida.
8.2.1 Exemplos

b
Nosso objetivo € calcular J. f(x)dx pelo método da area dos retangulos. Tais retdngulos podem 1

a Exemplo 1: Calcular _[
ser considerados de diversas maneiras, conforme mostra as figuras abaixo: o l+x

B AT - a) Numero de intervalos:
N ﬂ V/r‘\ ~N n=10
|

X

5 dx . Considere n = 10 e 4 casas decimais com arredondamento.

|
| | I = |
T | I | g |
I I I I | [ 1
} | | } : l Do l b) Tamanho do intervalo
| | | | _
R | R | R RIR R L LR R R n=2"% _a-0y/10=0.1
|
SRR EEEEEE
| : : : | g bt ‘ c) iteracgdes:
A N N NN S S i xi f(xi)
() (b) © 0 (0+0.1)=0.05 0.0499
1 (0.1 +0.2)=0.15 0.1467
No primeiro caso, figura (a), a area de cada retangulo € f(x;) » h;; no segundo caso é f(x;.1)*h; € no 2 (0.2+03)=0325 02353
P p N . . = 3 (0.3 +0.4)=0.35 0.3118
altimo f((x; + x;41)/2) » h;. Em qualquer caso a soma das dreas dos retdngulos serd uma aproximagio para
» 4 (0.4 +0.5)=0.45 0.3742
j f(x)dx. 5 (0.5+0.6) =0.55 0.4223
a 6 (0.6 +0.7) =0.65 0.4569
7 (0.7 +0.8)=0.75 0.4800
Subdividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos, pela regra dos retangulos, que serd indicado 8 (0.8+0.9)=0.85 0.4935
por R(h), é dada pelas férmulas: 9 09+1)=0.95 0.4993
n-l ¥ - 3.4699

R(h) =Y f(x).hi ., ou

Rihy) = ’if(xm Vi ou R(0.1)= hZf(Ei) =(0.1).(3.4699) = 0.34699
i=0

( X+ X, Jh' d) método analitico:
2 LIL

Ro =Y f

p 1
[ Xy = lln(1+x2)} = L n(2) = In(1)) = 0.34657 .
1+ x° 2 0o 2

0
conforme for tomado o caso (a) ou (b) ou (c) da figura acima.
Exemplo 2: Quando nio for possivel conhecer f(x;) pode-se usar f{ xi) = (f(xi.;) + f(x;))/2, para o cdlculo

Como h; é constante, temos h = b-a . Entao : anterior, ter-se-ia:
8 -l a) Numero de intervalos:
R(hy) = hz fx) n=10
ou . b) Tamanho do intervalo:
R(hn)= hY f(x) h=2=9 _1_0ys10=0.1
ou - "

¢) iteracgdes:
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i SfGxi) f(xi)
-1 0 —

0 0.0990 0.0495
1 0.1923 0.1457
2 0.2752 0.2338
3 0.3448 0.3100
4 0.4000 0.3724
5 0.4412 0.4206
6 0.4698 0.4555
7 0.4878 0.4788
8 0.4972 0.4925
9 0.5000 0.4986
X — 3.4574

R(0.1) = hZf(Tc;) =(0.1).(3.4574) = 0.34574

1
Exercicio 1: Calcular I xdx, paran=38.
-1

R(0.25) = hZf(fi) =(0.25).(0.0000) = 0.0000
! 4

método analitico: J. xdx = xj L 0.
-1

8.3 Regra dos Trapézios

Seja o intervalo finito [a, b] no eixo x que € particionado em n subintervalos igualmente espacados
[x;, Xi41], com xg = a e x, = b e h; = x;1; — x;. Seja f uma funcdo continua ou simplesmente Riemann
integravel, cuja integral ndo é conhecida.

Numericamente: A regra dos trapézios é obtida aproximando-se f por um polindmio interpolador do 1°
grau (ao invés de zero, como na regra dos retdngulos). Se usarmos a férmula de Lagrange para expressar
o polindmio p;(x) que interpola f(x) em xj e x; temos:

b

[ roax= }T})l (X)dx = T{(X::') Flx)+

a a=xo X0l

(x—x,

; ) p) x=1r

Assim, I = g[f(xo) + f(x, )], que € a drea do trapézio de altura i = x; — xo e bases f{xo) e flx).

Geometricamente: Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:

(%) fx) P(x)

f(x)

Xi Xi+1

Interpretagdo geométrica da regra dos trapézios
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A area de cada trapézio € (f(x;) + flxi+1))/2 * h;. A soma destas dreas serd uma aproximagdo para

jif(x)dx.

8.3.1 Regra do Trapézio Repetida

Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos, pela regra dos trapézios, o resultado, que serd
indicado por T(h), é dada pela férmula:

1) = 5 LI,

b—a

Como h; é constante, temos h = . Entdo :

n

7,y =g (L) ),

ou

I(h,) =g[f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+m+2f(X,,_,)+f(x”)]

8.3.2 Exemplos
36

Exemplo 1: Calcular Ildx pela regra dos trapézios e, depois, analiticamente. Considere n = 6 e 4 casas
3,0

decimais com arredondamento.

a) Numero de intervalos:
n=6

b) Tamanho do intervalo:

h=t=% _36-30)/6=01

c) iteragdes:

i Xi Stx) ci ¢ flxi)
0 3.0 0.3333 1 0.3333
1 3.1 0.3226 2 0.6452
2 3.2 0.3125 2 0.6250
3 33 0.3030 2 0.6060
4 3.4 0.2941 2 0.5882
5 3.5 0.2857 2 0.5714
6 3.6 0.2778 1 0.2778
) - - - 3.6469

T(he) =§[f(xo)+2f(xl)+2f(xz)+~.+2f(x5)+f(x(,)]

7(0.1) = % (3.6469) = 0,182345
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d) método analitico:

3.6 3,6
j L= In(x)] = n(3.6) - In(3.0) = 0.18232156
3'0)6 3.0

1
Exercicio 1: Calcular I(Zx +3)dx pela regra dos trapézios e, depois, analiticamente. Considere n =1 e 4
0

casas decimais com arredondamento.
1
(1) = N ®)=4

1 1
método analitico: _[(Zx +3)dx= x>+ Sx] =1+3-(0+0)=4
0 0

Como a regra dos trapézios aproxima por uma reta e a funcio integranda é f(x) = 2x + 3 (uma
reta), o valor da integral obtido é exato.
2
Exercicio 2: Calcular _[xln(x)dx pela regra dos trapézios, considerando diversos valores para n e,
1
depois, analiticamente.

(1) = % (1.3863) = 0.6932

7(0.5) = 075 (2.6027) = 0.6507

7(0.25) = 0—225 (5.1191) = 0,6399

7(0.125) = % (10.1951) = 0,6372

i 2 2x°In(x) -5’ p

FIn(x) ¥ ]1 = =0.63629436

método analitico: xIn(x)dx = = | =
',[ %) 2 4 ]‘ 4

8.4 Regra de Simpson

A regra de Simpson é obtida aproximando-se f por um polindmio interpolador de 2° grau, ou seja,
uma parabola.

Numericamente: Novamente podemos usar a férmula de Lagrange para estabelecer a formula de
integragdo resultante da aproximagdo de f(x) por um polindmio de grau 2. Seja p>(x) o polindmio que
interpola f{x) nos pontos xo = a, x; =xo+ h e xo =xo + 2h = b:

(x—x1)(x—x2) . (x—x0)(x —x2) ] (x = x0)(x —x1)
ez T men T anm

paAx)= f(x2)

Assim,

84
ff(x)dx = | o= [ prtonte =

f(x0)

> f(x —x1)(x —x2)dx —f(if])’f(x —x0)(x — x2)dx + f(ixf)’f(x —x0)(x — x1)dx
2K s 20 %

X0 X0

Resolvendo as integrais obtemos a regra de Simpson:
X2 h
[Feode=ZLreo+aren+ fo]=1s
Xo

Geometricamente: Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:
Pa(x)

f

Xo=a X, X,=b

h h
Interpretacdo geométrica da regra de Simpson simples

8.4.1 Regra de Simpson Repetida

Aplicando a regra de Simpson repetidas vezes no intervalo [a, b] = [xo, x,]. Vamos supor que x,
X1, ..., X, s30 pontos igualmente espagados, i = x;;1 — x;, € n € par (isto é condi¢do necessdria pois cada
pardbola utilizara trés pontos consecutivos). Assim teremos:

b
If(x)dx = S(hn)=g[f(xo)+4f(xl)+2f(x2)+4f(x3)+2f(x4)+...+4f(x”_])+f(x”)]

8.4.2 Exemplos
1
Exemplo 1: Calcular uma aproximacao para _[e*dx usando a regra de Simpson com n = 10.
0
a) Numero de intervalos:

n=10
b) Tamanho do intervalo:
h=2=%_(1_0ys10=01
c) iteracgdes:
i Xi Sxi) Ci ¢i flxi)
0.0 1 1 1

1 0.1 1.1052 4 4.4208
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2 0.2 1.2214 2 2.4428
3 0.3 1.3499 4 5.3996
4 0.4 1.4918 2 2.9836
5 0.5 1.6487 4 6.5948
6 0.6 1.8221 2 3.6442
7 0.7 2.0138 4 8.0552
8 0.8 2.2255 2 4.4510
9 0.9 2.4596 4 9.8384
10 1.0 2.7183 1 2.7183
) — — — 51.5487

S(l’llo) = % [eo’o + 4e0’] + 2e0'2 + 4>e0'3 +..42 e()'8 + 4e0'9 + el’o] =1,71829

d) método analitico:
1

J.e*'dx = e"]:] =¢'—¢"=2,7182818-1=1,7182818
0
1
Exercicio 1: Calcular o valor de 7, dado pela expressdo 4'[1%dx , considerando n = 10.
ol+x”
0,1

S(hio) = 3

[F(x0)+4F (1) + 2 (x2) + 4 £ (x3)+.. 42 F (x8) + 4 f (x0) + £ (x10)] = 3,14157

1

. 1

método analitico: 4] 1
0

1
S dx=4( arctg(x)] ) =4.(arctg(l) — arctg(0)) = 3.14159265
+x 0

2

Exercicio 2: Calcular len(x)dx pela regra de Simpson, considerando diversos valores para n e, depois,
1

analiticamente.

$(0.5) = % (3.8191) = 0,6365

5(0.25) = 0'—325 (7.6355) = 0.63629167

5(0.25) = % (15.2711) = 0,63629583

2 2 2 5 2 — 2
método analitico: [ xIn(x)dx= % In(x¥) _x"p_2x7In(0)=x ] = = 063629436
4 2 44 4 1
1
Exercicio 3: Calcular uma aproximagfo para _[ x*+1 dx usando Simpson com n = 2.
0

5(0.5) = %[1+4(1.25) +2] = % =1.33333...

86
1 3 3 3
. oy ) I 0’ 4
método analitico: [ *+1 dr= -+ = —+1)—(=+0)=— =1.33333...
[« s =GHD- G0 =3

0

Como a regra de Simpson se aproxima por uma pardbola e, sendo f{x) = x* + 1 uma pardbola, o
valor da integral obtido € exato independente do nimero de subintervalos utilizado no calculo.
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