Matematica Discreta
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29 de setembro de 2019
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4@,

o*.

1 Elementos de Loégica

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) “2 S 37).
(b) “10 > 20”.
(C) “xQ S ZIZ'”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.
(a) (1<2)e(2<3) = (1<3),

(b) (1<2) = (10 < 30),

(c) 1>2 = 2<3,

(d)1>2 = 2>3.

Sejam P e () os seguintes predicados.
P(z) : x<a2?

Qz,y) + <y’

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(2).

(b) P(1/2).

(c) Q(1,1).

(d) R(t) = Q(1,1)

Seja P(x) o predicado “zx < x?”.

Das proposigoes abaixo, indique as verdadeiras e as falsas.

(a) P(x), para todo z € R.

(b) P(z), para algum z € R.

(c) P(x), para todo z > 1.

(d) P(z), paraalgum 0 < x < 1.

Prove que se A, B e C sao proposicoes, entao
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(a) = A, ou seja, a partir de uma proposi¢ao falsa pode-se
concluir qualquer coisa.

(b) (A = B) = ((ndo B) = ( ndo A)), também conhecida
como contrapositiva da implicacao. Uma “prova de A = B por
contrapositiva” ¢ uma prova de que (( ndo B) = ( ndo A)).

(¢) (A = F) = ndo A, ou seja, uma implicagdo cujo consequente
é falso s6 pode ser verdadeira se o antecedente é falso. Este é o
principio por baixo das “provas por contradi¢ao”.

(d) (A = B)ou(A = C))=(A = (B ou(C)) (distributivi-
dade da disjuncao pela implicagao).

(e) (A = B)e(A = () = (A = (Be()) (distributivi-
dade da conjungao pela implicacao).

f) (B = A)ou(C = A)) = ((BeC) = A) (outra
distributividade).

(g) (B = Ae(C = A) = ((BoulC) = A) (outra
distributividade).

(h) (A = B)e (A = (ndo B))) = ( ndo A) (outar maneira
de expressar o principio por baixo de uma prova por contradi¢ao).

Considere os seguintes predicados.

I(z) = z€Z,
v) = I(z) = I(f(2)),
Qf,x) = I(f(x) = I(x).

Dé um exemplo de funcao g: R — R que

(a) satisfaz o predicado P(g,x), para todo x € R.

(b) nao satisfaz o predicado P(g,z), para todo x € R.
c) satisfaz o predicado ndo (P(g,z), para todo x € R).
)
)
)

(

(d
(
(

satisfaz o predicado Q(g, ), para todo x € R.
e) nao satisfaz o predicado Q(g,x), para todo = € R.
f) satisfaz o predicado ndo (Q(g,x), para todo = € R).



7*.  Considere os seguintes predicados.

L(f) lim f(n) = 0,
P(n, f,g.h) = f(n)=g(n)(1+ h(n)),
B(f,g,h) = L(h) e (P(n,f, g,h), paratodon € N),
9)

A(f, = B(f,g,h), para algum h: N — R.

Dé um exemplo de funcoes f,g: N — R que

(a) satisfazem A(f,g).
(b) néo satisfazem A(f, g).
(c) satisfazem ndo A(f,g).

8%. Seja O(f) o seguinte predicado (onde f: N — R).
((n>k = |f(n)] <c), para algum k > 0), para algum ¢ > 0), para todo n > k.

Avalie as seguintes proposicoes justificando cada uma, isto é, apresen-
tando uma prova de se sao verdadeiras ou falsas.

(a) O(n/(n—1)),
(b) O(n),

(c) O(10 + 1/n),
(d) O(logn),

(e) O(42).

9#. Considere os seguintes predicados.

Pi(f,g.¢,n) = |f(n)] < clg(n)],

Py(f,g9,¢,k) = Pi(f,g,¢,n), para todo n > k,

PS(f g,c ) = P2<fagvca k)? para algum k € Na
9) (

O(f, = Ps(f,g,c¢), paraalgum c € R.

Para cada par de funcgoes f, g: N — R, classifique as proposi¢oes abaixo
como verdadeiras ou falsas.



(a) O(f,9), para f(n) =n e g(n) =n
(b) O(g, f), para f(n) = n e g(n) = n’.
(c) O(f,9), para f(n) =n/2 e g(n) =n.
(d) O(g, f), para f(n) =n/2 e g(n) =n.

10%. Sejam D(x,y,d) e M(z,y) os seguintes predicados, respectivamente.
D(:L‘7yad): |ZL‘ - y| < da
M(z,y): x> y.

Use os predicados D(x,y,d) e M(x,y) para expressar os seguintes pre-
dicados.

Ly(f.a.1) hmf()

( —a
Ly(f,0): lim f(z) =
Ls(f, a): 11mf():oo.

(f

Ly(f): hmf(x):oo



2 Conjuntos e Inteiros

11®. Seja A um conjunto finito e seja B C A. Prove que

A=(A—-B)UB,

12. Sejam A, B e C' conjuntos finitos. Prove que

(AUB)NC =(ANC)U(BNO),

13#. Seja A um conjunto e seja k € N. Vamos denotar por (’2) o conjunto
dos subconjuntos de k elementos de A, isto é,

(1) - tscalisi=n.

= ()
a = (A,
A = [SUufa}|SeAt).

A —
— A" UA
() =oa

14. Dados f,g: A—>Ce X C AeceC,éverdade que

(a)
H c=c|X]|?

zeX

Dado a € A, sejam

Prove que

(b)
II (@) +g@@) = 1] f@)+ ] o@)?

zeX reX zeX

; S f@)gle) = (Z f<x>) (Zg<x>)?

zeX zeX zeX

Justifique.



3 Aproximacao Assintotica

15. Seja P: N — R dado por

P(n) = agn’® + ayn' + aon?® + ... + azn”

um polinémio de grau k (e, portanto, aj # 0).

Prove que P(n) =~ ayn®

16. Prove que
n n*
< ) R o Para todo 0 < k <n/2.

17. Prove que

18.  Prove que

5-3V5 (1—ﬁ>"+5+3\/5 <1+\/5>"_1%5+3\/5 (1+\/5>n

10 2 10 2 10 2

199, Prove que

(a)

n\ _n?
2) 7 2
(b)
Sintt
: 2
i=1
(c)
log, n! ~ nlog,n, paratodo b > 1
(d)

Zlogbi ~ nlog,n, para todo b > 1
i=1



20™.

217,

227,

237,

24.

25.

(e)

Seja ¢ € C— {0, 1} e seja

Prove que

(a) se ¢ > 1, entao s(n) ~ C:jll,

(b) se ¢ <1, entao s(n) ~ .

Sejam F, f,g,h: N = R e ny € N tais que F(n) = f(n), F(n) = h(n),
e
f(n) < g(n) < h(n), para todo n > ng,

Prove que, neste caso,
a

Q

f~g=h.

Sejam f,g: N — R. Prove que f(n) ~ g(n) se e somente se existe
e: N — R tal que

f(n) = g(n)(1 +e(n)),

lime(n) = 0.

Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto das fungoes
N — R.

3.1 Chao e Teto
E verdade que | f(n)| =~ f(n) para toda f: N — R? Justifique.

E verdade que 327, | f(n)] ~ 37, f(n) para toda f: N — R? Justi-
fique.



26%. A soma

n

> i (1)

i=1

aparece com certa frequéncia em aplicagoes ligadas a computagao.

(a) Prove que, dado k € N, temos
llgi] = |lgk]| para todo i € [2U8k] ollekl+l 1]

(b) Use esta observagao para agrupar convenientemente os termos em
(1).

(c) Prove que'
Z llgi] =n|lgn]| — (2Ug”J+1 — |lgn| — 2) )

(d) Prove que

n n

Z llgi| ~ Zlgi.

=1

(e) Prove que’

Z |lgi| =~ nlgn.

i=1
(f) Prove que

lgn! =~ nlgn.

(g) As proposicoes acima podem ser generalizadas para logaritmos em
outras bases além de 27 Como?

!Sugestao: use o resultado do Exercicio 32 e o fato de que Y- 2" = 2" (n—1)+2.
2Sugestao: use o resultado do Exercicio 32
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4 Chao e Teto

27*. Prove que [z] é o unico inteiro que satisfaz
r<|zr] <z+1,
para todo z € R.

28*.  Prove que
[x] +z=[x+z].

para todo x € R e todo z € Z.

29*. Sejam n,m: Z X Z — Z dadas por

n(a,b) = b—a+1,

mla,b) — L“;bJ ,

Prove que, para todo a,b € Z,

(a) a+ b é par se e somente se n(a,b) é impar.

(b) n(a, m(a,b)) = [”(a’ b)]

30*. Prove que, para todo = € R,



31~

329,

33*.

347,

35%.

Prove que
max{k€Z |k <z}=[z—-1],

para todo x € R.

Prove que, para todo inteiro n > 0,

< 2llen] <y < oflenl ~ 9p,

—~
&

) %
(b) % < gmgr S 1< gy <2
(¢) |57 =1, para todo n > 0.
(d) [2] =0 se e somente se k > |lgn] .
(e) |lgn| > [lg(n —1)] se e somente se n é poténcia de 2.
(f) [lgn] < [lg(n + 1)] se e somente se n é poténcia de 2
(g) Meg(n+1)] = [lgn] +1.

4.1 Funcao integralizada

Seja f: R — R uma funcao crescente e continua satisfazendo

f(z) € Z = x € Z, para todo = € R.

Prove que

Prove que

(a) f uma fungao continua.
(b) f uma fungao crescente.

(¢) f(zr) € Z = =z € Z, para todo z € R.

Se f: A— Beg: B— C sao fungbes continuas, entdao fog: A — C
¢ uma funcao continua.

12



367 .

37#.

Sejam A, B,C CRe f: A— Beg: B— C funcoes crescentes. Prove
que fog: A— C é uma fungao crescente.

Dizemos que uma funcao f: A C R — R ¢é integralizada se

f(z)€Z — x €7, paratodo x € A,

Sejam A, B,C' C R. Prove quese f: A — B e g: B — C sao fungoes
integralizadas, entao fog: A — C' é uma funcao integralizada.

13



5 Inducao

38¢. Prove que
n+1

ZC e—1 7

para todo n € N e todo ¢ € C —{0,1}.

39*.  Prove por inducao que

n

it =2~ 1)+ 2,

=0

para todo n € N.

40*. Dados n,k € N, o coeficiente binomial (Z) ¢é definido da seguinte ma-

neira
1, se k=0,
n
(1) =40+, ser<hsn
0, caso contrario.

Prove, por inducao em n, que

()

k=0

41*.  Prove por inducao em n que, dados z,y € C,
- n i, n—1 n
> (7)o
i=0

para todon € Nen > 0.

Conclua a partir dai que

para todon € Nen > 0.

3Sugestao: Observe que (}) = (";1) + (Zj), (nL) =0e(")=0

14



42®. Prove por inducao em n que

2" < n!, paratodon > 4.

43®. A sequéncia de Fibonacci é a funcdo F: N — N dada por

n, sen <1
F(n) =
Fn—1)4+F(n—2), sen> 1.

(a) Prove por indugao em n que

F(n)= \/?5 <<1+2\/5> - (1_2\/5> >, para todon € N

(b) Conclua que

V5 (1+V5)
5 2

44*. A sequéncia de Fibonacci é a funcao F: N — N dada por
Fn) = n, sen <1
Fin—1)4+F(n—2), sen> 1.
Prove, por inducao em n, que
?:O(F( ))2 = F(n)F(n+1), paratodon € N
i F'(2j) = F(2n 4+ 1) — 1, para todo n € N
" F(2j —1) = F(2n), para todo n € N
(d) Fin+1)F(n—1) — (F(n))2 = (—1)", paratodon € N
4

onde F': N — N ¢é a sequéncia de Fibonacci®.

45*.  Prove que

( 1 (1) )n - ( F(]?(;t)1> F(Z:L(ﬁ>l) ) , para todo n > 0,

onde F' ¢ a sequéncia de Fibonacci (cfr Exercicio 44)°.

4Veja o Exercicio 43
SEste é um dos algoritmos mais eficientes para o célculo da sequéncia de Fibonacci.

15



46°.

47~

489,

49~

50*.

ol1*.

Prove por indugao em n que se Ay, ..., A, e B sao conjuntos, entao

(04) oG

Use o fato de que se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos entre si
entao

|AUB| = |A] + B,

para provar, por inducao em n que, se Ay, ..., A, sdo conjuntos finitos
dois a dois disjuntos entre si, entao,

= 1A
=1

n

U

i=1

Prove, por indugao em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
T]c=c*.
reX

Prove, por indugao em |X| que, se X é um conjunto finito e ¢ € C,

entao
Z c=cX].

zeX

Prove, por indugao em |X| que, que se f,g: A - Ce X C A é um
conjunto finito, entao

d (@) +g@) =) fl@)+ > glx).

zeX zeX zeX

Prove, por indugao em |X| que, que se f: A - Ce X C A é um
conjunto finito, e ¢ € C, entao

S cf@) =Y fla)

zeX zeX

16



52. Prove por indugao que qualquer valor maior ou igual a 4 reais pode ser
obtido somente com cédulas de 2 e 5 reais.

53. Prove, por inducao em n, que n? — 1 ¢ divisivel por 8 para todo n € N
impar.

5.1 Descrigoes Recursivas

54¢. Seja l: N — N dada por

1, sen =1,
in) = {l ([%J) +1, sen>1.

Prove por inducao em n que

l(n) = |lgn| + 1, para todo n > 0.

55¢.  Sejam
b(n) : o nimero de digitos 1 na representagao binaria de n.

e f: N— N a funcao dada por

0, sen =0,
f<”>{f<ta>+<nmod2> se 110,

(a) Prove que o nimero de digitos 1 na representagao binaria de n é
f(n), para todo n > 0.

(b) Prove que
f(n) < |lgn] + 1, para todo n > 0.

56*. Seja M(n): N — {0} — N dada por
M (n) := a posicao do bit mais significativo na representac¢ao bindria de n,
sendo que os bits sao contados da direita para a esquerda a partir de

0. Por exemplo, M (1) =0 e M(10) = 3.

17



(a) Proponha uma expressao recursiva para M(n).

(b) Prove que a expressao proposta esta correta.

57*.  Considere o Algoritmo Exp(z,n) dado por

Exp(z,n)

Sen=0

Devolva 1
e < Exp(z, [n/2])
e exe

Se n € par
Devolva e

Devolva = x e

(a) Execute Exp(2,n) para n € {0,1,2,5,11,15,16,20} e, para cada
execucao, mostre o resultado do algoritmo e o nimero de multi-
plicacoes efetuadas.

(b) Prove por inducao em n que Exp(z,n) = a™ para todo = # 0 e
todo n € N.

(¢) Prove que a execugao de Exp(z,n) efetua |lg(n) |+ b(n) + 1 multi-
plicagoes para todo = # 0 e todo n € N, onde b é a fun¢ao definida
no Exercicio 55.

(d) Prove que a execucao de Exp(x,n) efetua no maximo 2(|lgn| +1)
multiplicacoes para todo x > 0 e todo n > 0.

58*.  Considere o Algoritmo Minimo(v, a,b) dado por

Minimo(v,a,b)

Sea=05b
Devolva a
m < [457]
my < Minimo(v, a,m)
ms < Minimo(v, m + 1,b)
Se v[my] < v[my]
Devolva my
Devolva ms

Prove por indugao em b — a que, a execugao de Minimo(v, a,b) faz b—a
comparagoes entre elementos de v sempre que a < b.

18



29*.

60*.

61*.

62*.

n

Prove, por indugao em n, que o seguinte algoritmo devolve [[_, ¢, para
todon € N

Fatorial(n)

Sen=20
Devolva 1
Devolva n x Fatorial(n — 1)

Prove, por inducao em n, que o seguinte algoritmo devolve 3" — 2",
para todo n natural.

A(n)

Sen<l1
Devolva n
Devolva 5 x A(n — 1) — 6 x A(n — 2)

Considere o seguinte algoritmo

Multiplica(z,n)

Sen=20

Devolva 0
Se n € par

Devolva Multiplica(z + x, %)
Devolva Multiplica(x + z, "5*) + «

(a) Prove, por indugao em n, que Multiplica(z,n) devolve o valor de
nx para todo x € C e todo n € N.

(b) Enuncie e prove um teorema estabelecendo um limite superior (em
funcao de n) para o nimero de somas efetuadas por Multiplica(z, n)°.

Combine as informagoes dos Exercicios 44, 45, 57 e 55 para propor um
algoritmo para o cdlculo de F'(n).

Seja s(n) o numero de somas efetuadas pelo seu algoritmo para calcular
(a) Expresse s(n) por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

6Sugestao: compare este exercicio com o Exercicio 57.

19



63*. Considere o seguinte algoritmo de ordenagao, conhecido como “or-
denacao por inser¢ao”.

Ordena(v, a, b)

Sea>b

Devolva v
Ordena(v,a,b—1)
Insere(v, a, b)
Devolva v

onde

Insere(v, a, b)

p < Busca(v[b],v,a,b—1)

14 0b

Enquanto: > p+1
Troca(v,i,i — 1)
14+—1—1

Devolva v

Busca(z, v, a,b)

Sea>b
Devolva a — 1

m < [45*]
Se x < v[m]
Devolva Busca(x,v,a,m — 1)

Devolva Busca(xz,v,m + 1,b)

(a) Fazendo n = b — a + 1, prove que o nimero de comparagoes na
execugao de Busca(z,v,a,b) é no maximo |lgn| + 1 para todo
n > 1.

(b) Use o resultado do Exercicio 26 para estabelecer o nimero maximo
de comparagoes na execugao de Ordena(v, a, b) em funcao do valor
den=b—a+1.

64*. Considere o problema de sortear um elemento de uma lista de tamanho
desconhecido, isto é, deseja-se um algoritmo que recebe como entrada
uma lista [ de n > 1 itens e devolve como resposta um destes itens
escolhido aleatoriamente de maneira que cada item da entrada [ tenha

20



657 .

667 .

67.

68.

a mesma probabilidade 1/n de ser a resposta. A dificuldade é que o
tamanho n da lista é desconhecido até que o ultimo item seja lido e a
lista nao pode ser armazenada em memoria.

Prove por inducao em n que o seguinte algoritmo resolve este problema.

Escolhe(l)

k<« 0
Enquanto a entrada | nao acabou
k<« k+1
p < proximo item de [
r < um numero aleatério uniformemente escolhido em[1..£]

Ser=k
e<p
Devolva e

Proponha uma expressao recursiva para a fun¢ao B(n,k): N — N de
tal forma que B(n, k) represente o valor do k-ésimo bit na representagao
bindaria de n.

Prove que a expressao proposta esta correta.

Prove por inducao em n que, se 0 < k < n, entao o seguinte algoritmo

devolve #lk),, para todo n € N.

B(n, k)

Sek=0
Devolva 1
Devolva 2B(n — 1,k — 1)

Uma certa aplicacao financeira rende j por cento do capital aplicado
por més. O rendimento é creditado no préprio saldo da aplicacao.

Proponha uma expressao recursiva para a fungao C(n): N — N de
tal forma que C'(n) represente o saldo da aplicacao apés ao final de n
meses, a partir de uma aplicacao inicial de valor s.

Sejam [, f, fT: N — R fun¢oes nao-decrescentes satisfazendo, para

21



697 .

70%.

717,

todo n > 2,

f~(n) = f~(n=2)+f (n-2),
(n) = fln=1)+f(n-2),
frin) = ffn=1)+f"(n-1),

e ainda

Prove por inducao em n que

f~(n) < f(n) < f*(n), paratodon € N.
5.2 Recorréncias

Sejam f: R — R e s,m € R tais que

f(x) = s+ max, paratodo z € R,

Prove que

m'r + s sem # 1,

m—1"

n T + sn, sem=1,

para todo x € R e todo n € N.

Prove que
M (z) = {%J , para todo n > 0,
onde k #0e f: R — R é dada por
x
f@ =7
Prove que

f*(z) = | *Vz|, paratodon €N,
onde k € Ne f: R — R é dada por



72%. Seja f: N — N satisfazendo

f(n) = f(n—2)+1, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

(a) f(n)= f(nmod2)+ {gJ, para todo n € N.
(b) f(n) = (=1)"c10 + c20 + c21n , para todo n € N, onde

o = LOI 1
(O O B!
20 — 9 47
1
Cy1 — 5
k—5
(¢) f(n)=f(4+nmod?2)+ [T—" para n > 5.

73%. Seja f: N — C satisfazendo

f(n) = f(n—1)+1, paratodon > 1.

Prove, por inducao em n, que

f(n) = f(0) +n, paratodon > 0.
74%. Seja a € C e seja f: N — C satisfazendo
f(n) = f(n—1)+a, para todon > 1.
Prove’, por inducao em n, que

f(n) = f(0) + na, para todo n > 0.

75%. Sejam f,s: N — C satisfazendo

f(n) = f(n—1)+ s(n), para todo n > 1.

"Observe que este exercicio generaliza o Exercicio 73.
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767 .

T

78%.

79%.

Prove®, por inducao em n que

n

f(n) = f(0)+ Z s(i), para todo n > 0.
i=1
Sejam f: N — C e a € C tais que
f(n)=af(n—1), paratodon > 1.
Prove por inducao em n que

f(n) =a"f(0), paratodon > 0.

Sejam f,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n—1), para todon > 1.

Prove?, por inducao em n, que

n

f(n) = f(0) Hm(z’), para todo n > 0.
i=1
Sejam f,s,m: N — C tais que

f(n) =m(n)f(n —1) + s(n), para todo n > 1.

Prove (por indugao em n) que'’

n

f(n) = £(0) Hm(z’) + Z (s(j) H m(i)) , para todo n > 0.

i=1 i=j+

Sejam ng € N, h: N - Ne f: N — R tais que

h(n) < mn,

fn) = f(h(n))+1,

80bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 74.
90bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 76.
100bserve que este exercicio generaliza o Exercicio 77.
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807 .

817#.

827,

para todo n > ny,

Prove (por indugao) que
f(n) = f(h*(n)) + u, para todo n > ny,
onde
u=min{k € N|h¥(n) <no}.
Sejam ng € N, h: N— Ne f,s: N— R tais que

h(n) < n,

f(h(n)) + s(n),

=
<
I

para todo n > ny.

Prove (por indugao) que

—_

f(n) = f(h"(n)) + Y s(h'(n)), para todo n > ny.

)

Il
=)

onde

u=min{k € N|h¥(n) <no}.

Sejam ng € N, h: N — Ne f,m: N — R tais que

para todo n > ny.
Prove (por indugao em n) que, para todo n > ng

u—1

f(n) = f(h(n)) [ [ m(h (),

=0

onde
u=min{k € N|h*(n) < no}.

Sejam ng € N, h: N— Ne f,m,s: N— R tais que



para todo n > ny.

Prove (por indugao) que

() = S0 ) [T ()Y (8 0)) T (3 ), para todo m = o,

onde
u=min{k € N|h¥(n) <no}.
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6 Recorréncias

6.1 Funcoes Iteradas

83*. Para cada funcao h: R — R abaixo, dé uma expressao para a funcao
h™ onde n € N.

(a) h(z) =x —2,

(b) h(z) =z — s, com s € R,
(c) h(x) =3z

(d) h(z) = mz, com m € R,
(e) h(z) = /2,

(f) h(z) = [z/k], com k € Z7,
(g) h(z) = [V/z], com k €N,

6.2 Recorréncias

84*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a) f(n) =2f (

n

3 >—|—6n—1, para todo n > 1,

(b) f(n):2f<_g_>+3n+2, para todo 1 > 1,
(c) f(n)sz(_%_>+2n+3, para todo n > 1,
(d) f(n):6f<_%_>+3n—1, para todo 1 > 1,
(e) f(n) :4f<_§_) 420 — 1, para todo n > 1,
(f) f(n):4f<_g_>+3n—5, para todo n > 1,
(2) f(n):3f<_g_>+n2—n, para todo n > 1,
(h) f(n):3f<_g_>+n2—2n+1, para todo 1 > 1,
(i) f(n):3f<_g_>+n—2, para todo 1 > 1,
1)

(—
SN~—
~
—~
S
S~—
Il
w

B) +5n — 7, para todo n > 1,
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(k) f(n) =
1) f(n) =
(m) f(n)=
(n) f(n) =
(o) f(n)=
(p) f(n)=
(q) f(n) =
(r) f(n) =
(s) f(n) =
(t) f(n) =
85*.
(a) f(n)=
(b) f(n) =
(c) f(n)=
(d) f(n)=
(e) f(n)=
(f) f(n)=
(g) f(n)=
(h) f(n) =
(i) f(n) =
() f(n) =
(k) f(n) =
1) f(n) =
(m) f(n)=
(n) f(n)=

|
—
7/ N
—
| ¥

4f< g >+n2, para todo n > 1,

4f< g >+n2—7n+5, para todo n > 1,
4f<_%_) + [v/n] + 1, para todo n > 3,
4f< % >+n2—3n+2, para todo n > 1,
2f< g >—|—n—3, para todon > 1,

6f< % >—|—n2—2n+1, para todo n > 1,
2f< g >+n—1, para todon > 1,
f({g}) + 1, paratodon > 1,

2f<{g-‘> + 1, para todon > 1,

-D + k, paratodon > 1e paratodo k € N|

Resolva as seguintes recorréncias.

f(n—1)+n, para todo n > 0.

2f(n—1)+ 1, para todon >0
2f(n —1) +n? paratodon >1
2f(n—1) +n, para todon > 1,
3f(n—1)+2, paratodon > 1,
3f(n—1)—15, paratodon > 1,
f(n—1)+n—1, para todon > 1,
f(n—1)+2n — 3, para todon > 1,
2f(n—1)+n—1, para todon > 1,
2f(n—1)+3n+1, para todon > 1,
2f(n — 1) +n?, paratodo n > 1,
f(n—2)+3n+4, paratodon > 1,
f(n —2)+mn, para todon > 1,
f(n—3)+5n—9, para todo n > 3,
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(0) f(n)=2f(n—1)+n®>—2n+1, paratodon > 1,
(p) f(n)=3f(n—1)+mn, paratodon > 1.

(@) f(n)=3f(n—2)+n? paratodon > 2.

(r) f(n)=2f(n—2)+2n— 2, para todo n > 2.

(s) f(n)=2f(n—3)+ 3n—2, para todo n > 3.

(t) f(n)=3f(n—3)+ 3n— 3, para todo n > 3.

86*. Seja f(n) o numero de sequéncias bindrias de comprimento n.

(a) Descreva f(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

87*. Uma fungao f: N — C é uma progressao aritmética se existe r € C tal
que
f(i+1)— f(i) = r para todo n € N.
(a) Expresse a fungdo f como acima por meio de uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressdo para o
termo geral da progressao aritmética.

88¢. Dado ¢ € C, uma progressio geométrica de razao ¢ é uma funcao
f: N — C satisfazendo

f(n)
fln—1)

(a) Expresse a fungao f acima por meio de uma recorréncia.

= ¢, para todo n € N.

(b) Resolva esta recorréncia.

89¢. Seja n € N, resolva as seguintes recorréncias

2f(n—1), paratodon >2e f(n) =n, para todon < 1.
(b) f(n)=2f(n—2), paratodon >2e f(n) =n, paratodon < 1.
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90©.

O numero de comparagoes no pior caso de uma execucao do algoritmo
MergeSort para um vetor de n elementos é dado pela recorréncia

0 sen <2
T(n) = ’ ’
" {qupwwgwm—h enz2

Considere as seguintes recorréncias.

_ 0, sen < 2,
g <n):{2T([§J)+n—1, sen > 2. 2)

0 sen <2
TH(n)=<X " ’ 3
() {2T+([§D+n—1, en>2 ®)
(a) Prove que T~ (n) < T(n) < T7"(n) para todo n € N.

(b) Resolva as recorréncias.

(c) Use as solugdes obtidas para provar que T~ (n) =~ nlgne T (n) ~
nlgn.

(d) Conclua que T'(n) ~ nlgn.

91¢. O “Master Method” ou “Master Theorem”'' é um método para ob-
tencao de solugoes assintoticas para recorréncias que surgem natural-
mente na analise de “algoritmos de divisao e conquista’.
Tais recorréncias tem a forma geral
T(n) = aT(n/b) + f(n),
onde a > 1eb > 1, a expressao n/b pode significar tanto |n/b] como
[n/b] e f() é uma funcao genérica. A recorréncia do Exercicio 90 é um
exemplo de caso particular desta recorréncia.
Sejam a, b e f() como acima e sejam ng € Ne TT, 77 : N — R tais que
T (n) = aI™ ([n/b]) + f(n),
T%(n) = aT"([n/b]) + f(n),
para todo n > ny.
Resolva estas recorréncias.
UPopularizado com este nome por (2009).
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92*. Resolva as seguintes recorréncias.

nf(n—1)+n, paratodon > 1,
= f (|v/n]) +n?, para todo n > 1,
= 2f(H’/ﬁJ) +n, para todon > 1.

6.3 Recorréncias Lineares Homogéneas

93#. Seja CN o conjunto das funcdes N — C. Dados f,g € CN e z € C,
definimos f 4+ g € CN e zf € CN como as funcoes dadas por

(f+g9)n) = f(n)+gn),
(zf)(n) = z2f(n).

(a) Prove que (CN,+) é um grupo comutativo.

(b) Prove que (CN,+) é um espago vetorial sobre C.

949, Sejam 7,75 € C — {0}. Prove que as funcoes fi, fo: N — C dadas por

fl(”) = 7’?,
f2(n> = r;lv

sao linearmente independentes em (CN, +) se e somente se 7 # 5.

95%. Sejam'? aq,...,a; € C.
(a) Prove que se g,h: N — C satisfazem a recorréncia
fn)=af(n—1)+ayf(n—2)+...+arf(n—k), paratodon >k,

entao a funcao g + h também satisfaz a mesma recorréncia para
todo n > k.

(b) Prove que se f: N — C satisfaz a recorréncia
fn)=a1f(n—1)+asf(n—2)+...4arf(n—k), para todon >k,

entao para todo z € C, a funcao zf também satisfaz a mesma
recorréncia para todo n > k.

12Fste exercicio usa a notacao do Exercicio 93
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(c) Prove que o conjunto das fungdes f: N — C que satisfazem a
recorréncia

f(n)=arf(n=1)+asf(n—2)+...+arf(n—k), para todo n > k,

é um subespaco vetorial de (CN, +).

96*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)
3, sen <1,
f(n) =147, sen =2,
3f(n—1)— f(n—2)+3f(n—3), sen>3.
(b)
2f(n) =3f(n—1)—=3f(n—2)+ f(n —3), para todo n > 3,
com
f(n) =n, paratodo n < 3.
()
n, sen <1
f(n) =43, sen =2
7f(n—1)—=16f(n —2) +12f(n —3), sen>3.
(d)
fn) = n, sen <2
N5 —1) = Tf(n—2)+3f(n—3), sen>3.
(e)
1, sen =0
f(n) =<4, sen=1oun=2,

6f(n—1)—12f(n—2)+8f(n—3), sen>3.
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1, sen =20
NGRS sen=1oun=2
3fln—1)— f(n—2)—2f(n—3), sen>3.

sen =20
sen=1oun=2
fin—=1)—11f(n—2)+6f(n—3), sen>3.

sen=1oun=2
9f(n—1)—27f(n—2)+27f(n—3), sen>3.

sen =20

sen=1loun=2

{
{
{
{

10fn—1—31fn—2)+30f(n— 3), sen>3.

fn) = n, sen <2
N8 (= 1) = 21f(n—2) +18f(n—3), sen>3.
n, sen <1,
f(n):{5f(n—1)—6f(n—2), sen > 1.
n, sen <1,
f<n):{4f(n—1)+3f(n—2), sen > 2.
1, sen =0,
f(n)=1<2, sen=1,
2f(n—1)+4f(n—2), sen>2.
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n, sen <1,
f("):{z (n—1)—f(n—2), sen>2.
(0)
1, sen <1,
f(n):{Qf(n—l)—f(n—Q), sen > 2.
(p)
n, sen <1,
f(n):{f(n—l)—f(n—Q), sen > 2.
(a)
1, sen <1
f(n):{4f(n—1)—4f(n—2), sen > 2.
(r)
4n, sen < 2,
f(n):{élf(n—Q), se n > 2.
(s)
1, sen =20
f(n) =<6, sen=1
6f(n—1)—9f(n—2), sen>2.
(t)

2n, sen < 2,
fln) = {f(n— 2), sen>2.

97*. Resolva as seguintes recorréncias.

(a) 13
n, sen <1,
f(n) = {nf(n—l)—l—n(n—l)f(”_Q)? sen > 2.

13Sugestao: Considere a funcao
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f(n) = n+1, sen <1,
VI D=, sen>2

fn) = 0, sen =0,
IV AF =12, sen> 1.

F(n) = n+1, sen <1,
YTV - 10fm—2), sen>2.

6.4 Recorréncias Lineares nao Homogéneas

98“. Resolva as seguintes recorréncias.

(a)

f(n):{i’(n—1)+1, Z:Z:g
(b)

f(n):{g;“(n—l)—i—l, 22228
(c)

0= yn mamo

15Sugestao: Considere a funcao

16Sugestao: Considere a funcio
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n, sen <1,
fln) = {2f(n—1)+n, sen > 1.

f(n) =2f(n—1)+n* paratodon > 1

1, sen <1,
f(n):{3f(n—2)+3in, sen > 1.
1, sen <1,
f(n>:{2f(n—2)+2in, sen > 1.
n, sen <1
f(n):{Qf(n—l)—l—Qn—l, sen>1
n, sen <1
f(n>:{f(n—1)+2n—1, sen > 1
n, sen <1
f(n):{Qf(n—l)—i-nQ—i-n, sen > 1
n, sen < 2,
f<”):{f(n—1)+f<n—2)+1, sen > 2.
f(n) = n, sen < 2,
"= 7f(n—1)—=12f(n—2)+2n, sen>2.

fn) = n, sen < 2,
N5t —1) —6f(n—2) +n3", sen>2.
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99*.

] 5n, sen < 2,
7f(n—1)—=10f(n —2) + n.b", sen > 2.

o )n, sen <2
| 7f(n—1)—10f(n—2) +n.5", sen>2.

_n, sen <2
C|5f(n—1)—6f(n—2)+n5", sen>2.

n, sen < 2,
7f(n—1)—10f(n —2) +n.3", sen > 2.

n, sen < 2,
8f(n—1)—15f(n —2) +n.2", sen > 2.

sen <2
n—l )+ f(n—2)+6n+3, sen>2.

Fn) = n, sen < 2,
"= 5fn—1)—4f(n—2)+2n.5"+2, sen>2.

O “Triangulo de Cantor”, (batizado em homenagem ao Georg Can-
tor), ¢ uma “tabela infinita” triangular em que cada par (i,j) € N?
ocupa uma posicao de maneira que, para todo n € N, a n-ésima li-
nha do triangulo é formada por todos os pares (i, j) € N? satisfazendo
1+ =n.

As linhas, colunas e posi¢oes comecam a contar a partir de 0, de cima
para baixo e da esquerda para direita. Assim, por exemplo, (0,0) ocupa
a posigao 0 (linha 0, coluna 0); (0, 1) ocupa a posigao 1 (linha 1, coluna
0); (1,0) ocupa a posigao 2 (linha 1, coluna 1); (0,2) ocupa a posigao
3 (linha 2, coluna 0) e assim por diante. As 7 primeiras linhas do
Triangulo de Cantor sao
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100*.

101~

(0,0)

(0,1) (1,0)

(0,2) (1,1) (2,0)

(0.3) (1,2) (2,1) (3,0)

(0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

(0,5) (1,4) (2,3) (3,2) (4,1) (5,0)

(0,6) (1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (5,1) (6,0)

(a) Seja I(n) o numero de pares na n-ésima linha do Triangulo de
Cantor

i. Descreva [(n) como uma recorréncia.

ii. Resolva essa recorréncia.

(b) Seja t(n) o numero de pares no Triangulo de Cantor até a n-ésima
i. Descreva t(n) como uma recorréncia.
ii. Resolva essa recorréncia.

(c) Seja p(i,j) a posicao ocupada pelo par (7, j) no Triangulo de Can-
tor. Dé uma expressao nao recorrente para p(i, j).

O seguinte algoritmo devolve o n-ésimo termo da sequéncia de Fibo-
nacci.

F(n)

Sen<l1
Devolva n

Devolva F(n — 1) + F(n —2)

Para cada n € N, seja S(n) o nimero de somas efetuado na execugao
de F(n).

(a) Expresse S(n) por uma recorréncia.

(b) Resolva essa recorréncia.

Para todo n > 0, um n-cubo é um diagrama composto por pontos e
linhas que ligam pares de pontos entre si. O 0-cubo tem um ponto
e nenhuma linha. Para todo n > 0, o n-cubo é o diagrama obtido
desenhando-se lado a lado duas copias do (n — 1)-cubo e ligando cada
ponto de uma das copias ao seu correspondente na outra copia por uma
linha.
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102¢.

103°.

104,

(a) Descreva o numero de pontos de um n-cubo através de uma re-
corréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

(¢) Descreva o numero de linhas de um n-cubo através de uma re-
corréncia.

(d) Resolva esta recorréncia.
6.5 Somatodrios
Dé uma expressao livre de somatérios para » . i.

Dado ¢ € C — {0}, uma progressio geométrica'™ de razao q é uma
funcao f: N — C satisfazendo
f(n+1)
fn)

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao geométrica é
dada por

= ¢, para todo n € N.

(a) Expresse a fun¢ao f acima por meio de uma recorréncia linear
homogénea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao geométrica.

(c) Dé uma expressao livre de somatorios para s(n).

Uma funcao f: N — C é uma progressdao aritmética'® se existe r € C
tal que
f(i+1)— f(i) = r para todo n € N.

Assim, a soma dos n termos iniciais de uma progressao aritmética é
dada por

7¢fr. Exercicio 88
18¢fr. Exercicio 87
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(a) Expresse a funcao f acima por meio de uma recorréncia linear nao
homogénea.

(b) Resolva esta recorréncia, obtendo assim uma expressao para o
termo geral da progressao aritmética.

(c) Dé uma expressao livre de somatdrios para s(n).
105¢.  Dé uma expressao'’ livre de somatérios para ., i2".

106*. Calcule o valor dos seguintes somatérios.

(a)

n

> i

=0

(2)

Yefr. Exercicio 39
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107~

A média®® do nimero de comparacoes efetuadas na execucao do algo-
ritmo de busca bindria em um vetor de n posicoes é dada por?!

1 2 4 8
p(n) =1x —+2x —+3x —+4x —+...
n n n n
| ollgn|-1
+LgnJXT

n

(a) Dé uma expressao livre de somatdrios® para pu(n).

(b) Conclua do item anterior que p(n) =~ [lgn].
108*.  Deé uma expressao livre de somatorios para

sn) = >~ F ()

onde F'(n) é a sequéncia de Fibonacci®®.

20Também chamada ndmero esperado ou esperanca.

21 Assume-se aqui que a busca por qualquer dos n elementos do vetor é equiprovavel e
bem-sucedida.

22Sugestao: use os resultados dos Exercicios 38 e 39
BVeja o Exercicio 44.
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6.6 Algumas Aplicacoes

109°. Em muitas situacoes de célculo numérico trabalha-se com matrizes tri-
angulares inferiores, isto é, matrizes quadradas cujos elementos acima
da diagonal principal sao todos nulos. Nesses casos é comum represen-
tar uma matriz triangular inferior de n linhas por um vetor contendo
somente as posi¢oes nao-nulas da matriz, o que resulta numa economia
de espaco de quase 50%.

Suponha que a matriz triangular inferior M, de n linhas indexadas de
1 a n, serd representada por um vetor v[0..N(n) — 1], onde N(n) é o
tamanho do vetor necessario para representar uma matriz triangular
inferior de n linhas.

(a) Descreva N(n) através de uma recorréncia.
(b) Resolva esta recorréncia.

(¢) Qual o indice de v que corresponde & posicao Mz, j]?

110®. Uma drvore bindria T é uma drvore vazia, denotada por A ou é um
par (E(T),D(T)) onde E(T) e D(T) sao arvores binarias, chamadas
respectivamente de subdrvore esquerda e subdrvore direita de T'. Vamos
denotar por B o conjunto das arvores binarias.

O tamanho de uma arvore T' é dada por

7| = 0, se T = )\,
| |E(T)|+ |D(T)| +1, caso contréario .

Uma drvore trivial é uma arvore de tamanho 1.

A altura de uma arvore T' é dada por

WT) — 0, seT =\,
(D)= max {h(E(T)),h(D(T))} + 1, seT # \.

Para cada n € N, seja h™(n) a maior altura possivel de uma &rvore
binaria de tamanho n.

(a) Expresse ht(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.
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111,

112¢.

1139,

Para cada n € N, seja t7(n) o maior tamanho possivel de uma arvore
bindria®* de altura n.

(a) Expresse t*(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Seja AVL o conjunto das arvores bindrias* T satisfazendo

E(T) € AVL e D(T) € AVL

[W(E(T)) = h(D(T))] < 1.

Seja t~(n) o menor tamanho possivel de uma arvore AVL de altura n.

(a) Expresse t~(n) como uma recorréncia.

(b) Resolva esta recorréncia.

Resolva a seguinte recorréncia que expressa o nimero médio de com-
paracoes na execucao do algoritmo QuickSort.

Cn) 0, sen < 2,
n)=
Mo(n_1)+@’ sen > 2.

24Veja o Exercicio 110.
%Veja o Exercicio 110.
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7 Fundamentos de Contagem

114. Em se tratando de contagem, ¢ interessante ter uma nocao intuitiva de
grandezas e das relagoes entre elas. No contexto das ciéncias exatas
em geral, é usual expressar grandezas como poténcias de 10. No con-
texto da Ciéncia da Computacao, entretanto, ¢ mais natural expressar
grandezas como poténcias de 2. Nas questoes abaixo, n representa uma
quantidade e o exercicio consiste em determinar os valores de k e d para
0s quais

10¢ < n < 1041,

oF < n < oML

(a) Tempo, em segundos®®:

1. n = uma hora.

ii.

1il.

n = um dia.

. = uIna semmalna.

iv. n = um meés.
V. m = um ano.
vi. n = sua idade.
vii. n = tempo decorrido desde as 00h00:00 de 1 de janeiro de
197077,
viii. n = um século.
iX. n = um milénio.
x. n = um milhao de anos.
xi. n = idade estimada da Terra®®.
xii. n = idade estimada da Via Lactea®.

xiii. n = idade estimada do universo observavel®’.
(b) Distancia, em metros®!:

i. n = maior distancia possivel entre dois pontos na superficie
da Terra®*.

26yeja http://en.wikipedia.org/wiki/Second

2Tyveja http://en.wikipedia.org/wiki/Date_(Unix)

28veja http://en.wikipedia.org/wiki/Earth_Age

Pveja http://en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way

30veja http://en.wikipedia.org/wiki/Age_of _the_Universe

3lyeja http://en.
32veja http://en.

wikipedia.
wikipedia.

org/wiki/Metre
org/wiki/Earth
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ii.
1il.

1v.

n

n

n

distancia da Terra ao Sol®?.

= um ano-luz.

= diametro estimado da Via Lactea®.

(c) Velocidade, em metros por segundo:

1.
il.
iii.
v.
V.
vi.

vii.

n = de um homem.

n = de um animal.

n = de um veiculo terrestre.

n = de um veiculo aquético.

n = de um veiculo aéreo.

n = da Terra em relacao ao So

n

= da luz®°.

135

(d) Massa, em gramas:

1.

il.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.
viii.
iX.

X.

n
n
n
n
n
n
n
n
n

n

= de um homem.

= de um carro.

= de um elefante adulto®’.

= de um Boeing-737.

= agua na

Terra’®.

= da Terra®.

= do Sol™.

= da Via Léactea*!.
= da Lua*.

= do unive

rso observavel*?.

(e) Volume, em litros:

1.

ii.

n = de um homem.

n = de um carro.

33veja http://en.wikipedia.
34veja http://en.wikipedia.
35veja http://en.wikipedia.
36yeja http://en.wikipedia.
37veja http://en.wikipedia.
38veja http://en.wikipedia.
39veja http://en.wikipedia.
4Oveja http://en.wikipedia.
4lyeja http://en.wikipedia.
42yeja http://en.wikipedia.
43veja http://en.wikipedia.

org/wiki/Earth
org/wiki/Milky_Way
org/wiki/Earth
org/wiki/Earth
org/wiki/Elephant
org/wiki/Hydrosphere
org/wiki/Earth
org/wiki/Sun
org/wiki/Milky_Way
org/wiki/Moon
org/wiki/Mass_of_the_observable_universe

45


http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Milky_Way
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Earth
http://en.wikipedia.org/wiki/Elephant
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iii.
v.

V.
vi.

vii.

n = da dgua oceanica na Terra®.
n = da Terra®.

n = da Lua’f.

n = do Sol*".

n = do universo observavel*®.

(f) Outras quantidades:

1.

il.
iii.
v.
V.
vi.
vii.
viii.

1X.

n = populacao de Curitiba.

n = populagao do Parana.

n = populacao do Brasil.

n = populacao da Terra.

= numero de estrelas no universo observavel®’.

= numero estimado de 4tomos no universo observave
produto interno bruto brasileiro em reais.

= divida interna brasileira em reais.

S 3 3 3 3
I

= numero de células nervosas no corpo humano.

115%. Prove que a composicao de funcoes bijetoras é uma bijecao.

4yeja http://en.wikipedia.org/wiki/Ocean

45yveja http://en.wikipedia.org/wiki/Earth

46yeja http://en.wikipedia.org/wiki/Moon

47veja http://en.wikipedia.org/wiki/Sun

48veja http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe
4veja http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe
50veja http://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe

46
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1167,

1179,

118*.

119%.

8 Uniao e Produto Cartesiano

Sabendo que se A e B sao conjuntos finitos, entao
|A x B| = |A]|B],
prove por inducao em n que se Ay, ..., A, sao conjuntos finitos entao,

= [ 14
=1

n

14

=1

Quantos divisores naturais tem o ntimero 727
Quantos divisores naturais tem o nimero 3607

Prove que o nimero de divisores naturais de um inteiro n € N é

onde
k
s
112"
i=1

é a decomposicao de n em fatores primos.
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9 Sequeéncias

120°. Um “bit” é um elemento de {0, 1}.

Se um “byte” é uma sequéncia de 8 “bits”, quantos valores diferentes
pode assumir um “byte”?

121®. Um teclado convencional tem 47 “teclas que geram caracteres”. Cada
tecla pode gerar dois caracteres, conforme combinada ou nao com a
tecla “shift”. Chamaremos de caracteres convencionais os caracteres
que podem ser gerados desta maneira.

Uma senha convencional é uma sequéncia de caracteres convencionais.

Considere um sistema de quebra de senhas a base de “forga bruta”,
isto é, que tenta todas as senhas possiveis, e suponha que o sistema é
capaz de testar 1 (uma) senha por segundo.

(a) Qual o menor tamanho n que deve ter uma senha convencional
para garantir que tal sistema nao seja capaz de testar todas as
senhas possiveis em um dia?

(b) Se o sistema atacante for um milhao de vezes mais rapido, para
quanto mudara este valor?

122°.  Qual o maior valor de n tal que é possivel gravar em um dvd (4 700 372 992
bytes) todos os possiveis arquivos de tamanho até n?

123*.  Quantos resultados possiveis existem para uma sequéncia de

(a) n langamentos consecutivos de uma moeda?

(b) até n langamentos consecutivos de uma moeda?

124*. Quantos resultados possiveis existem para uma sequéncia de

(a) n lancamentos consecutivos de um dado?

(b) até n langamentos consecutivos de um dado?

125*. O Dicionério Houaiss da Lingua Portuguesa registra 228 500 verbetes uti-
lizando o alfabeto de 26 letras. O mais longo deles tem 46 letras.
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Supondo que todas as palavras de até 46 letras sejam equiprovaveis,
qual a probabilidade de uma palavra de até 46 letras escolhida unifor-
memente ao acaso estar registrada no Houaiss?

126*.  Um palindromo sobre um conjunto A é uma sequéncia (aq, ..., a;) de
elementos de A que “permanece a mesma quando lida na ordem re-
versa”, isto é, que satisfaz

a; = ag_ij+1, para todo 1 <i < k.

(a) Enumere todos os palindromos de tamanho 4 sobre {a, b, c}.
(b) Enumere todos os palindromos de tamanho 5 sobre {a, b, c}.

(¢) Qual o nimero de palindromos de tamanho k£ sobre um conjunto
de n elementos?

127*.  Um protocolo de comunicacao usa trés tipos de pacotes de dados, T,
T, e Ty, diferenciados por um campo inicial. Os pacotes do tipo T}
tem, 4 bits de dados apés o campo inicial (identificagao do tipo); os
pacotes do tipo 75 tem 8 bits de dados; e os pacotes do tipo T5 tem 10
bits de dados. Qual o nimero de pacotes distintos que existem neste
protocolo?

128*. O enderego de um dispositivo na InterNet (endereco IP) é um nimero
de 4 bytes.

(a) Qual o niimero de enderecos IP possiveis?

(b) Dos enderegos possiveis, as seguintes faixas de enderecos sao re-
servadas para redes locais:

e 10.0.0.0 a 10.255.255.255

e 172.16.0.0 a 172.31.255.255

e 192.168.0.0 a 192.168.255.255
e 169.254.0.0 a 169.254.255.255

Qual o nimero de enderecos IP nao-reservados na rede?

129*. Interfaces de rede recebem uma identificacao do fabricante conhecida
como endereco MAC que é um nimero de 48 bits®’. Se a inclusao

51 Atualmente é um nimero de 64 bits, o que j4 é usado por tecnologias como Fire Wire,
IPv6, 802.15.4).
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130*.

131~

132~

133*.

134~

digital for um sucesso absoluto, quantas intefaces de rede poderiam ser
dadas a cada habitante do planeta?

Em um jantar foram servidos 2 tipos de entrada (paes com patés e
salada), 3 tipos de massa (espaguete, talharim e nhoque), 4 tipos de
molho (bolonhesa, pesto, branco e funghi), e 2 tipos de sobremesa (sor-
vete e salada de frutas). Sabendo que nenhum convidado escolheu a
mesma combinacao, e que todos que escolheram a salada nao escolhe-
ram nhoque, qual o niimero méaximo de convidados?

Uma data é uma sequéncia de 8 digitos da forma di;damimeayasazay,
onde dids, mimsy e ajasaszas sao digitos representando o dia, mes e
ano, respectivamente. Por exemplo, 25122012 e 14071889 sao datas e
31022013 e 48151623 nao sao.

(a) Desconsiderando os anos bissextos, quantas das sequéncias de 8
digitos sao datas vélidas?

(b) Qual a probabilidade de uma sequéncia de 8 digitos escolhida uni-
formemente ao acaso ser uma data?

(c) Se um gerador aleatério gera uma sequéncia de 8 digitos a cada
segundo (independente e uniformemente), qual é a probabilidade
de nao ter gerado nenhuma data ao final de um minuto?

A licenca de um veiculo no Brasil é uma cadeia composta por 3 letras
seguida de 4 digitos. Quantos veiculos licenciados pode haver simulta-
neamente no Brasil? Compare com a resposta do exercicio 114(f)iii.

Os numeros de telefone no Brasil podem ser nimeros de 8 digitos,
sendo que o primeiro nao pode ser 0 ou de 9 digitos, sendo o primeiro
necessariamente um 9.

(a) Quantos nimeros de telefone sdo possiveis no Brasil?

(b) Existem mais niimeros de telefone ou licengas de veiculo® possiveis?

Um certo monitor de computador tem resolugao de 640 por 480 pizels
com resolugao de cor de 32 bits (também conhecido como “truecolor”,

52Veja o Exercicio 132
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isto é, cada pizel pode assumir 23 cores diferentes). Sua frequéncia

de varredura (isto é, a frequéncia com que a imagem exibida pode ser
modificada) é de 60 Hz. Quanto tempo, no minimo, levaria o monitor”®
para exibir todas as imagens possiveis?

53Estes pardmetros sio mais ou menos os mesmos em se tratando de um televisor con-
vencional.
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135°.

136¢.

137¢.

1387%.

139*.

140*.

10 Funcoes

De quantas maneiras diferentes é possivel distribuir £ bolas distintas
por n urnas distintas?

Quantos circuitos combinacionais funcionalmente diferentes com e en-
tradas e s saidas sao possiveis?

De quantas maneiras diferentes podem acontecer os aniversarios de um
grupo de n pessoas?

Deduza que existem n* funcoes [k] — [n] através dos seguintes passos.

(a) Defina f(k,n) := ntimero de fungoes [k] — [n].

(b) Observe que cada funcao f: [k] — [n] corresponde a um par (z, g)
onde = € [n] corresponde a imagem de k por f e g: [k — 1] — [n]
corresponde as imagens de 1, ...k — 1 por f.

(c) Use esta observacao para descrever f(k,n) por meio de uma re-
corréncia.

(d) Resolva esta recorréncia.

As letras do cédigo MORSE sao formadas por uma sequéncia de tragos
( _ )epontos ( . ), sendo permitidas repetigdes. Observe alguns
exemplos utilizando quantidades distintas de simbolos:

e 3 simbolos: ( -, . , _ )
e 4simbolos: ( . , . , -, . )

e S5simbolos: ( -, -, ., -, . )

Nessas condicoes, determine quantas letras poderiam ser representadas
utilizando-se, no maximo, 8 simbolos?

(VUNESP-04) Um certo tipo de cédigo usa apenas dois simbolos, o
nimero zero (0) e o nimero (1) e, considerando esses simbolos como
letras, podem-se formar palavras. Por exemplo: 0, 01, 00, 001 e 110 sao
algumas palavras de uma, duas e trés letras desse cédigo. O nimero
maximo de palavras com cinco letras ou menos, que podem ser formadas
com esse codigo é:
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141~

142~

143*.

144>,

1459,

146*.

147~

10.1 Fungoes Injetoras (Arranjos)

(VITA-SP) Considere os nimeros de dois a seis algarismos distintos
formados utilizando-se apenas 1, 2, 4, 5, 7 e 8. Quantos desses niimeros
sao impares e comecam com um digito par?

(VUDESC) O ntmero de anagramas de quatro letras, comegando com
a letra G que pode ser formado com a palavra PORTUGAL é:

(VUFPR) Dentre todos os nimeros de quatro algarismos distintos for-
mados com algarismo pertencentes ao conjunto {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},
quantos sao divisiveis por 27

(UFCE) Qual é a quantidade de nimeros inteiros formados por trés
algarismos distintos, escolhidos dentre 1, 3, 5, 7 ¢ 9 e que sao maiores
que 200 e menores que 800.

10.2 Fungoes Bijetoras (Permutagoes)

Colocando todos os nimeros obtidos pelas permutacoes dos digitos de
{1,2,3,4,5} em ordem crescente, qual o lugar ocupado pelo nimero
435217

Um clube resolve fazer uma Semana de Cinema. Para isso, os organi-
zadores escolhem sete filmes, que serao exibidos um por dia. Porém,
ao elaborar a programacao, eles decidem que trés desses filmes, que sao
de ficcao cientifica, devem ser exibidos em dias consecutivos. Qual o
numero de maneiras diferentes que se pode fazer a programacao.

Sobre uma mesa estao dispostos livros distintos, sendo 4 de algoritmos,
2 de arquitetura e 5 de cédlculo. Todos esses livros sao empilhados sobre
a mesa de tal forma que aqueles que tratam do mesmo assunto estejam
juntos. Considerando-se a sequéncia de livros que é formada em cada
pilha, o nimero exato de maneiras com que isso pode ser realizado é
igual a:
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1489,

149*.

150™.

Dois meninos e trés meninas formarao uma roda dando-se as maos. De
quantos modos diferentes poderao formar a roda de modo que os dois
meninos nao fiquem juntos?

(ENEM) Joao mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes, loca-
lizados em cidades diferentes da sua, conforme ilustra a figura abaixo.
Cada trajeto possivel pode ser representado por uma sequéncia de 7
letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que ele saira da
cidade A, visitante as cidades B, C, D, E e F nesta ordem, voltando
para a cidade A. Além disso, o nimero indicado entre as letras informa
o custo do deslocamente entre as cidades.

Como Joao quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto
de menor custo para visitar os cinco clientes. Examinando a figura,
percebe que precisa considerar somente parte das sequéncias, pois os
trajetos ABCDEFA ¢ AFEDCBA tem o mesmo custo. Ele gasta
1mim20s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, con-
forme apresentado. O tempo minimo necessario para Joao verificar
todas as sequéncias possiveis no problema ¢é de

Uma familia é composta por seis pessoas: o pai, a mae e quatro filhos.
Num restaurante, essa familia vai ocupar uma mesa redonda. Em quan-
tas disposicoes diferentres essas pessoas podem se sentar em torno da
mesa de modo que o pai e a mae fiquem juntos?
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151%. De quantos modos distintos 5 pessoas podem sentar-se em volta de uma
mesa:

(a) circular?
(b) quadrada?

(c) retangular?

152*. (VUFU-MG (1996)) Quer-se colocar as bandeiras de oito paises em
uma praga de forma octagonal, de modo que as bandeiras fiquem nos
vértices do octogono e que as bandeiras de Brasil e Portugal ocupem
vértices consecutivos. Pode-se fazer isso de quantas maneiras?

10.3 Subconjuntos (Combinagoes)

153®. A mega—sena é uma loteria onde sdo sorteados 6 dentre os niimeros de
1 a 60, sendo todos os resultados possiveis equiprovaveis.

Para cada k > 6, uma k-aposta é uma escolha de k£ dentre os nimeros
de 1 a 60. Ganha-se a loteria com uma k—aposta se 6 dentre os k
nimeros que compoem esta k—aposta sao os sorteados. Uma aposta
simples é uma 6-aposta.

(a) Quantos sao os resultados possiveis de um sorteio da mega-sena?
(b) Qual a chance de ganhar a mega-sena com uma aposta simples?

(c) Quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena com uma
T—aposta, comparada com a chance de ganhar com uma aposta
simples?

(d) Em geral, quantas vezes maior a chance de ganhar a mega-sena
com uma k—aposta, comparada com a chance de ganhar com uma
aposta simples?

1547, Seja A um conjunto finito e seja k € N. Prove que
A A
k Al — k)

155*.  Numa formatura de 55 alunos de Ciéncia da Computacao, cada aluno
cumprimentou cada um de seus colegas exatamente uma vez, parabenizando-
o por ter se formado. Quantos cumprimentos foram trocados?
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156%#.

157%.

158™.

159*.

160*.

1617%.

162*.

Prove™ que

para todo n, k € N.

Quantas sao as sequéncias binarias de n digitos com

e exatamente k digitos 1s?
e pelo menos k digitos 1s?

e no maximo k digitos 1s?

Numa sala® hd 5 lugares e 7 pessoas. De quantas modos diferentes es-
sas pessoas podem ocupar a sala, sendo que até 5 podem ficar sentadas
e o resto em pé?

De quantas maneiras®® podem ser escolhidos 3 nimeros naturais dis-
tintos de 1 a 30 de modo que sua soma seja par?

Ao final de um campeonato de futebol®”, somaram-se as pontuacoes
das equipes, obtendo-se um total de 35 pontos. Cada equipe jogou
com todos os adversarios apenas uma vez. Determine quantos empates
houve no campeonato, sabendo que cada vitéria valia 3 pontos, cada
empate valia 1 ponto e que derrotas nao pontuavam.

u n
= on
(&)=
k=0

usando resultados de contagem.

Prove que

Considere um baralho de 52 cartas divididas igualmente entre os 4
naipes (ouros, espadas, copas e paus).

54Sugestao: use o Exercicio 154

55Questdo de vestibular da PUC-SP; contribuicao de Gabriel Gugik
56Questao de vestibular da UNICAMP; contribuicio de Gabriel Gugik
5TQuestao de vestibular da IME (2004); contribuicao de Gabriel Gugik
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163*.

164*.

165™.

166™.

167*.

168™.

(a) Qual é a probabilidade de, numa mao de 10 cartas, exatamente 2
delas serem de espadas?

(b) Dentre todas as (582) maos possiveis de 8 cartas, quantas delas tém
exatamente 2 cartas de cada naipe?

Uma urna contém a bolas azuis e v bolas vermelhas todas distintas entre
si. De quantas maneiras é possivel retirar desta urna uma amostra de
n bolas com exatamente k bolas azuis?

Dado n € N, um grafo de n vértices é um conjunto GG C ([g]). Cada
elemento de [n] é chamado de vértice de G e cada {u,v} € G é chamado
de aresta de G. Em cada item, explique o raciocinio que leva a resposta.

(a) Quantos diferentes grafos de n vértices existem?

(b) Quantos diferentes grafos de n vértices com m arestas existem?

(¢) Uma descri¢io de um grafo G é uma sequéncia de 2|G| + 1 intei-
ros. O primeiro inteiro é o nimero de vértices de G. Cada um
dos |G| pares de inteiros seguintes representa uma aresta de G.
Por exemplo as sequéncias (3,1,2,2,3), (3,2,1,2,3) e (3,2,3,1,2)
sao trés descrigoes diferentes do grafo G = {{1,2},{2,3}} de 3
vértices. Quantas descricoes diferentes tem um mesmo grafo G de
n vértices e m arestas?

11 Composicoes
Quantas composicoes admite um inteiro n?
Quantas composicoes fracas admite um inteiro n?

De quantas maneiras é possivel distribuir £ bolas idénticas por n urnas
distintas, de maneira que cada urna tenha pelo menos m bolas?

De quantas maneiras é possivel distribuir £ bolas idénticas por n urnas
distintas, de maneira que cada urna u tenha pelo menos m(u) bolas?
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1697,

1707,

1717,

Em funcao dos valores de k e n, quantas solugoes inteiras nao negativas
(ou seja, x; > 0, paratodoi € [k]) distintas admitem as seguintes
equacoes.

(a) Zx, = n.

(b) sz < n.

Seja k,n € N e k < n de quantas maneiras distintas podemos escrever
n como sendo uma combinac¢do linear de k inteiros positivos (z; € N
e z; < n, com i € [k]) multiplicados por constantes também inteiras
positivas (a; € N e a; <n, com i € [k]), isto é

k
E a;T; = MN.
=1

Num certo pais, as moedas sao s6 de dois tipos: 2 e 5 centavos. De
quantas maneiras é possivel trocar

a) 12 centavos

(
(b

)

) 20 centavos
(c) 92 centavos

)

(d) N centavos

por moedas de 2 e/ou de 5 centavos?
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1729,

173*.

174>

175*.

176™.

177%.

12 Inclusao/Exclusao

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 1000 que sao
divisiveis por 3 ou por 5 ou por 77

Generalize o raciocinio dando uma expressao para o nimero de inteiros
positivos menores ou iguais a n que sao divisiveis por pelo menos um
dentre dq,ds, ..., d.

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 2001 que sao
multiplos de 3 ou 4 mas nao sao de 57

Quantos sao os inteiros positivos menores ou iguais a 10000 que sao
multiplos de 4 ou 6 ou 10?7

Qual o niimero de inteiros positivos menores ou iguais a 1000 que sao
impares ou quadrados de inteiros?

Generalize a resposta dando uma expressao para o nimero de intei-
ros positivos menores ou iguais a n que sao impares ou quadrados de
inteiros. Explique o raciocinio que leva a resposta.

Qual o ntimero de solucoes inteiras de”

SL’1+.’IZ‘2—.—ZL’3:12,O§I‘1§5?

Usando o principio da Inclusdo/Exclusao e o fato de que os nimeros
compostos (i.e., a = b.c, com a, b, ¢ € N—1nao é composto nem primo)
menores ou iguais a n sao divisiveis por algum numero primo menor
ou igual a k tal que k = [\/n], determine:

(a) O numero de primos que sao menores ou iguais a 111

(b) O nimero de primos menores ou iguais a n

*8Sugestao: Para cada i € [3], considere o conjunto

G,’ = {(Jfl,xz,xg) cs | xT; > 5},

onde S é o conjunto das solugdes inteiras nao negativas de x1 + o + x3 = 12.
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178%.

179%.

180#.

Em um jogo, um dado de 6 faces numeradas é jogado 5 vezes e o jogador
ganha se o resultado da ultima jogada for igual ao de pelo menos uma
das jogadas anteriores. Qual é a probabilidade de ganhar neste jogo?”’

Uma classe tem 2n estudantes agrupados em n duplas®.

(a) Mostre que existem (2n)!/(2"n!) maneiras de agrupar os 2n estu-
dantes em n duplas.

(b) Considere um agrupamento inicial dos 2n estudantes em n duplas.
De quantas maneiras pode-se reagrupar os estudantes de forma
que cada dupla esteja quebrada (ou seja, de forma que cada dupla
seja diferente)?

A fungdo tociente de Euler®" (ou funcdo ¢ de Euler) é a fungao que,
dado n € N conta o nimero de inteiros positivos menores que n e sem
divisores em comum com n, isto é

6(n) = |{k € [n] | mdc(k,n) = 1}].

Por exemplo, ¢(12) = 4 pois ha quatros inteiros positivos, 1, 5, 7 e
11 que sao menores ou iguais a 12 e sem divisores em comum com 12.
Convenciona-se que ¢(1) = 1.

Use o Principio de Inclusao—Exclusao para verificar que

-2

onde pq,...,pr sao os primos distintos que dividem n.

2: Se p é primo, entao nenhum inteiro menor que p tem divisor em co-
mum com p e, portanto, ¢(p) = p—1. Se p é primo e e > 1, entao ¢(p°)
é o nimero de termos da sequéncia (1,2,3,...,p,p+1,...,2p,...,p%)
que nao sao divisiveis por p. Os nimeros divisiveis por p nesta sequéncia
sao p,2p,3p, ..., p°. Assim

o(p°) =p° —p =p° (1 - 5)

S Extraido e adaptado de (
60Extraido e adaptado de (
61Extraido e adaptado de ( , ,ex. 9)
62Sugestao: Extrafdo de (

, , - 124, exemplo 6.6)



181.

182.

183.

184.

185.

186.

13 Permutacoes sem Ponto Fixo

(a) Qual o niimero de permutagoes sobre um conjunto de n elementos
com exatamente um ponto fixo?

(b) Mostre que o nimero de permutagoes sem ponto fixo e 0 nimero
de permutagoes com extamente um ponto fixo sobre um conjunto
de n elementos difere de um para todo n € N,

De quantas maneiras podemos arranjar os inteiros 1,2,3,...,10 de
forma que nenhum dos cinco primeiros (i.e. 1,2,3,4,5) aparegam em
suas posigoes naturais/originais®*?

(a) Quantas permutagoes sobre [n] existem de forma que ¢ nunca é
seguido de 7 + 1 para nenhum 1 < i < n?%

(b) Como essa resposta muda, se incluirmos a restrigao de que n nao
pode ser seguido de 17

Qual o nimero de permutagoes sobre um conjunto finito de n elementos
com exatamente k£ pontos fixos?

Suponha que numa disciplina de pés-graduacao, a avaliagao final é rea-
lizada por meio da entrega de um relatério técnico, em forma de artigo
cientifico, sobre um trabalho pratico desenvolvido com os conhecimen-
tos adquiridos ao longo da disciplina. O professor desta disciplina quer
desenvolver em seus alunos/estudantes a capacidade de avalia¢ao de ar-
tigos cientificos e propoe que a avaliacao dos relatérios seja feita pelos
préprios alunos.

Considerando que a turma é composta de apenas 5 alunos, de quantas
maneiras distintas o professor pode distribuir os relatérios técnicos aos
alunos de forma que um mesmo autor nao avalie o seu artigo.

Para a palavra UFPR, podemos formar quantos anagramas de forma
que cada letra nao aparega em sua posicao original.

63 Adaptado de ( , , p- 140, ex. 6.3)
64Extraido de ( , , ex. 4)
65Extraido e adaptado de ( , , ex. 9)
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187. Considere uma palavra formada por uma sequéncia de n letras A se-
guida de mais m letras B, quantos anagramas podemos formar dessa
palavra de forma que nenhuma letra esteja em sua posicao original.
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188.

189.

190.

191.

192.

14 Funcgoes Sobrejetoras

Em um curso de Matematica Discreta, existem 8 estudantes que serao
divididos em grupos de trabalho, de forma que cada grupo tenha pelo
menos um aluno, para estudar 3 projetos diferentes. De quantas ma-
neiras eles podem ser distribuidos?

Dado n € N, quantas fungoes [n] — [n] ndo s@o injetoras nem sobreje-
toras?

Quantos programas distintos composto por 10 linhas de cédigo pode-
mos construir usando as instrugoes store, load, jump e add de forma
que cada instrucao seja utilizada pelo menos uma vez?

Em processamento de imagens, a tarefa de atribuir a cada pizel (pic-
ture element) p da imagem um rétulo (ou regiao) I, de forma que todos
os rotulos sejam usados pelo menos uma vez, é conhecida como seg-
mentacao da tmagem e pode ser descrita por uma funcao S: P — L,
onde P = {p1,p2,...,pn} €é 0 conjunto de pontos da imagem e L =
{li,la,...,1,}. No caso particular em que m = 2 (por exemplo, rétulo
“branco” e “preto”) , o processo também é conhecido por binarizagao
ou thresholding da imagem.

(a) Como descrito acima, a funcao de segmentagao S é uma injegao,
sobrejecao, bijecao, ou nenhuma das anteriores?

b) De quantas maneiras distintas podemos segmentar uma imagem
g g
comn=29 piXGlS em m = 2 I‘egiGGS/I‘étUIOS?

(c) E se a restrigao de uso de todos os rétulos disponiveis fosse re-
movida, a funcao de segmentacao se tornaria uma injecao, so-
brejacao, bijecao, ou nenhuma das anteriores? Neste caso, qual
seria o numero de fungoes possiveis considerando os tamanhos dos
conjuntos de 191b

Seja S([m],[n]) o conjunto das fungbes sobrejetoras f: [m] — [n] e a
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sua cardinalidade determinada por

0, se m < n,

i(—l)’”’ (TZ) ™ sem >n.

=0

E seja I([m], [n]) o conjunto das fungoes injetoras f: [m] — [n] e a sua
cardinalidade determinada por

0, sem <n,
n!
m, sem Z n.
Prove que |S([m], [n])| = [I([m], [n])|, se m = n para todo n > 0.

193. Prove que
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15 Particoes

194. Em um curso de Matematica Discreta, existem 5 estudantes que serao
divididos em 2 grupos de trabalho, de forma que cada grupo tenha
pelo menos um aluno, para estudar um mesmo problema®. De quantas
maneiras eles podem ser distribuidos?

66Exercicio similar & 188, mas ndo idéntico
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