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Notaggo 0(1)

Uma fungdo f: N — R é assintoticamente limitada superiormente por uma constante
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@ Se Jc¢r > 0 tal que Vn > ny, |f(n)] < cr.
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Exemplo 3
A fungio

1 1 139 571
=2 1 P — _
s(n) ”( * 120 T 2882 51840 248832000 )
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Uma fungdo f: N — R é assintoticamente limitada superiormente por uma constante

@ Se Jc¢r > 0 tal que Vn > ny, |f(n)] < cr.

@ Ou seja, existem ¢ > 0 e ns € N tais que f(n) em valor absoluto nunca
ultrapassa ¢f de nf em diante.

Exemplo 3
A fungio

1 1 139 571
=2 1 P — _
s(n) ”( * 120 T 2882 51840 248832000 )

é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois

Vn>1 |s(n)| < 100.
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Notagdo O(1)

Uma fungdo f: N — R é assintoticamente limitada superiormente por uma constante

@ Se Jc¢r > 0 tal que Vn > ny, |f(n)] < cr.

@ Ou seja, existem ¢ > 0 e ns € N tais que f(n) em valor absoluto nunca
ultrapassa ¢f de nf em diante.

Exemplo 3

A fungio

1 1 139 571 i
12n = 288n2  51840n3  2488320n*

s(n):\/g(l—l———&—

é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois

Vn>1 |s(n)| < 100.

(obs: escolhemos uma constante maior do que necessario de propdsito para enfatizar que isso ndo é necessario!)
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Exemplo 4

f(n) = +/n ndo é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois
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Exemplo 4

f(n) = +/n ndo é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois
Fcr > 0,nf €N tais que |f(n)| < cr, Vn > ny.
ou seja,

para todo ¢s > 0 e todo nf € N |f(n)| > ¢f, para algum n > ns.
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f(n) = +/n ndo é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois
Fcr > 0,nf €N tais que |f(n)| < cr, Vn > ny.
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Notagdo O(1)

Exemplo 4

f(n) = +/n ndo é assintoticamente limitada superiormente por uma constante pois

Fcr > 0,nf €N tais que |f(n)| < cr, Vn > ny.

ou seja,

para todo ¢s > 0 e todo nf € N |f(n)| > ¢f, para algum n > ns.

Mais precisamente, veja que dados ¢ > 0 e nf € N, para m = (max{[cf], ne} + 1)2,
Temos m = (max {[cf], ne} + 1)2 > nf

Com isso,

[F(m)] = |[v/m| = \/(max{Ter], ne} +1)? = max{[er],me} +13> [er] +1 > c.
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Notagdo O(1)

O conjunto O(1)

O conjunto das fun¢des assintoticamente limitadas superiormente por uma constante é
denotado por O(1), isto é,

O(1) = {f:N - R ; existemcsr > 0,nf € N; |f(n)] < ¢ Vn > nr}
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Notagdo O(1)

O conjunto O(1)

O conjunto das fun¢des assintoticamente limitadas superiormente por uma constante é
denotado por O(1), isto é,

O(1) = {f:N - R ; existemcsr > 0,nf € N; |f(n)] < ¢ Vn > nr}

Nos exemplos do slide anterior temos que

st € 0(),
Vi ¢ o),

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagdo O(1)

Convengido no uso da notagdo O(1)

A expressdo O(1) no lado direito de uma igualdade significa que a expressdo do lado
esquerdo é satisfeita para alguma fungo no conjunto O(1).
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Convengido no uso da notagdo O(1)
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esquerdo é satisfeita para alguma fungo no conjunto O(1).

f(n) = g(n) x O(1) significa que
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Notagdo O(1)

Convengido no uso da notagdo O(1)

A expressdo O(1) no lado direito de uma igualdade significa que a expressio do lado
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f(n) = g(n) x O(1) significa que
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Notagdo O(1)

Convengido no uso da notagdo O(1)

A expressdo O(1) no lado direito de uma igualdade significa que a expressio do lado
esquerdo é satisfeita para alguma fungo no conjunto O(1).

f(n) = g(n) x O(1) significa que
f(n) = g(n) = h(n), para algum h(n) € O(1),

Exemplo 5: Aproximagio de Stirling

A Aproximag3o de Stirling para n! é

nl = 27rn(ﬁ)n<1 i-l- 1 — 139 - 571 P )
) e 12n = 288n2 51840n3  2488320n* )’

ou seja,

n! = s(n) (g)nﬁ,
nl = 0(1) (g)"ﬁ
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Forma usual no uso da notagdo O(1):
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Forma usual no uso da notagdo O(1):
@ s(n)=0(1)
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Notaco O1)

Forma usual no uso da notagdo O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) 6 O(1)
@ /nn3o é O(1)
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial
(2) =
2
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial

n n(n—1)
(2) T2 T
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial

n n(n—1) n?
(-2

n
2
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial

n n(n—1) n? n?
(-2

n=

n
2 2

N | =
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial
2

="z 22 L2 soun
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Forma usual no uso da nota¢do O(1):
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(n): n(n—1) _ 2
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Notagdo O(1)

Forma usual no uso da nota¢do O(1):
@ s(n)=0(1)
@ s(n) € O(1)
@ /nn3o é O(1)

Exemplo 6: Coeficiente binomial
2 1 n2

(n): n(n—1) _ 2

Spoiler: Até o fim da aula chegaremos |3, mas nosso objetivo serd simplificar ainda mais e semos capazes de

(D(nQ) como usualmente muitos ja viram por ai, mas falta um pouco ainda...

n
escrever (2) =
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Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por
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A Série Harménica é dada por

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
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Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por
=i
H(n) = E -.

i=1 !

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
lim(H(n) — Inn) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .
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Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
lim(H(n) — Inn) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .
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n
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Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
lim(H(n) — Inn) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .

Ou seja,
H(n) =Inn+ f(n),

Sendo que
@ limf(n) =~
@ Portanto (Exercicio 11), f(n) = O(1)
@ Portanto H(n) = Inn+ O(1)

Ou, menos precisamente,

H(n) =Inn+ f(n) = |nn(l+%) Ex. 9

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
lim(H(n) — Inn) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .

Ou seja,
H(n) =Inn+ f(n),

Sendo que
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Notagdo O(1)

Exemplo 7: Série Harménica

A Série Harménica é dada por

Obs: H(n) — In n converge (limite é a constante de Euler—Mascheroni)
lim(H(n) — Inn) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .

Ou seja,
H(n) =Inn+ f(n),

Sendo que
@ limf(n) =~
@ Portanto (Exercicio 11), f(n) = O(1)
@ Portanto H(n) = Inn+ O(1)

Ou, menos precisamente,

H(n) =Inn+ f(n) = Inn(l+%) Exz'g(’)(l)mn,

Spoiler novamente: eventualmente iremos escrever H(n) = O(In n), mas ndo estamos preparados para isso ainda.
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Atencio para a notacdo usada abaixo: ny = (n —0)(n—1)...(n— k+1) = (n — i)




Notagdo O(1)
Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que
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Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que
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Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Com isso, para todo n € N,

>< .

Ii
<}
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Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Com isso, para todo n € N,
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Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Com isso, para todo n € N,

Como para todo n € N,
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Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Com isso, para todo n € N,

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)

Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Com isso, para todo n € N,

Como para todo n € N,

5 Xt xi—n—1

e (n+ 1) 5oty (4 Dn—is
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Notagdo O(1)

k—1 .
i=0 (n— i)

Exemplo 8: Série de Taylor
Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Atengdo para a notagdo usada abaixo: ng = (n —0)(n —1)...(n— k+1) =]

i>0
Com isso, para todo n € N,
n i i
. X X
e=2yt W
i=0 I i>n+1 I
Como para todo n € N,
Xi Xt Xi—n—l X1 Xi
e U

(115 (4 Daiys (n+1)! ; (i+n+1);
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Notagdo O(1)

k—1 .
i=0 (n— i)

Exemplo 8: Série de Taylor
Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Atengdo para a notagdo usada abaixo: ng = (n —0)(n —1)...(n— k+1) =]

Com isso, para todo n € N,

" xf x'
e = - e o
i=0 G i>n+1 L
Como para todo n € N,
Xi Xn+1 Xi—n—l Xn+1 Xi Xn+1
x : _ P Ex._12 om
i>nt+1 il (n+1)! i>nt+1 (i +1)n—it3 (n+ 1) i>0 (i+n+1); (n+ 1)t
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Notagdo O(1)

k—1 .
i=0 (n— i)

Exemplo 8: Série de Taylor
Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

Atengdo para a notagdo usada abaixo: ng = (n —0)(n —1)...(n— k+1) =]

Com isso, para todo n € N,

" xf x'
e = - e o
i=0 G i>n+1 L
Como para todo n € N,
Xi Xn+1 Xi—n—l Xn+1 Xi Xn+1
x : _ P Ex._12 om
i>nt+1 il (n+1)! i>nt+1 (i +1)n—it3 (n+ 1) i>0 (i+n+1); (n+ 1)t

Ou seja,
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Notagdo O(1)

Atencio para a notagdo usada abaixo: ny = (n—0)(n—1)...(n— k+1) = ]_[:(:le(n — i)
Exemplo 8: Série de Taylor

Para todo x € R temos da Série de Taylor para e* que

i>0
Com isso, para todo n € N,
noj i
% X
e = ot Al
i=0 G i>n+1 it
Como para todo n € N,
i Xn+1 - lenfl _ Xn+l Z - Xi EX.: 12 O(l) Xn+1 ’
i>nt+1 il (n+1)! i>nt+1 (i +1)n—it3 (n+ 1) i>0 (i+n+1); (n+ 1)t
Ou seja,
0 Xi Xn+1
e = — + O(1)————, para todo n € N.
= (n+1)!
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Notagdo O(1)

Exemplo 9: Lidando com log n!

No Exemplo 5 (Aproximac¢io de Stirling) tinhamos,
nl = 0(1) (7) V.

Em anélise de algoritmos, muitas vezes estaremos interessados no seguinte:
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Exemplo 9: Lidando com log n!

No Exemplo 5 (Aproximac¢io de Stirling) tinhamos,
nl = 0(1) (7) V.

Em anélise de algoritmos, muitas vezes estaremos interessados no seguinte:

Para b > 1, queremos saber log, n!
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Notagdo O(1)

Exemplo 9: Lidando com log n!

No Exemplo 5 (Aproximac¢io de Stirling) tinhamos,
nl = 0(1) (7) V.

Em anélise de algoritmos, muitas vezes estaremos interessados no seguinte:

Para b > 1, queremos saber log, n! Quanto vale isso?
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Notagdo O(1)

Exemplo 9: Lidando com log n!

No Exemplo 5 (Aproximac¢io de Stirling) tinhamos,
nl = 0(1) (7) V.

Em anélise de algoritmos, muitas vezes estaremos interessados no seguinte:

Para b > 1, queremos saber log, n! Quanto vale isso?

logy, n! = log,, (O(l) <£>n \/ﬁ)

|
= log, O(1) + n(log, n — log, €) + %

1
B2 log, n — nlogy, e + % log, n+ O(1).
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Notagdo O(1)

Lidando com log n! (cont.)
Do slide anterior, tinhamos

1
log, n! = nlog, n — nlog, e + 2 log, n+ O(1).

Ou, menos precisamente,

logy, n! = nlog, n — nlogy, e + O(1) log, n+ O(1)
= nlog, n— nlog, e+ (O(l)+ oa )) logy, n
=" nlogy, n — nlogy e + (O(1) + O(1)) log, n
T7

nlog, n — nlogy e + O(1) logy, n.
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Notagdo O(1)

Lidando com log n! (cont.)

Do slide anterior, tinhamos
log, n! = nlog, n — nlogy, e + O(1) logy, n.
Ou, menos precisamente,

log, n! = nlog, n — nlog, e + O(1) log, n
= nlogy, n+ O(1)n + O(1) log, n

O(1) log n)

———— |n

n

nlog, n+ (0(1) + nj)lf)lg)n> n
Ex.8

= nlogyn+ (O(1) + O(1)) n
T.7

nlog, n+ ((’)(1) +

nlog, n+ O(1)n.
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Notagdo O(1)

Lidando com log n! (cont.)

Do slide anterior, tinhamos
logy, n! = nlog, n+ O(1)n.
Ou, menos precisamente,

log, n! = nlog, n+ O(1)n
(O(l) + o) ) nlogy, n

E><8

(0@1) + (9(1)) nlog, n

= O(1)nlogy n.
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Notagdo O(1)

Outra convencido para O(1)

A expressdo O(1) no lado esquerdo de uma igualdade significa que a expressio do
lado direito é satisfeita para toda fun¢do no conjunto O(1).
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Notagdo O(1)

Outra convencido para O(1)

A expressdo O(1) no lado esquerdo de uma igualdade significa que a expressio do
lado direito é satisfeita para toda fun¢do no conjunto O(1).

Uma das implicagdes disso:

@ Poder escrever a expressdo extremamente util: O(1) + O(1) = O(1)
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Notagdo O(1)

Outra convencido para O(1)

A expressdo O(1) no lado esquerdo de uma igualdade significa que a expressio do
lado direito é satisfeita para toda fun¢do no conjunto O(1).

Uma das implicagdes disso:

@ Poder escrever a expressdo extremamente util: O(1) + O(1) = O(1)

@ Obs: Isso n3o é obvio ainda. Vamos provar agora.
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Notagdo O(1)

Teorema 7:

Vf(n) = O(1) e Vg(n) = O(1) temos f(n) + g(n) = O(1), isto &,

O(1) + 0(1) = O(1).
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Notagdo O(1)

Teorema 7:

Vf(n) = O(1) e Vg(n) = O(1) temos f(n) + g(n) = O(1), isto §,

O(1) + 0(1) = O(1).

V.

Sejam f(n) = O(1) e g(n) = O(1). Vamos provar que

f(n) +g(n) = O(1),
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Notagdo O(1)

Teorema 7:

Vf(n) = O(1) e Vg(n) = O(1) temos f(n) + g(n) = O(1), isto §,

O(1) + 0(1) = O(1).

V.

Sejam f(n) = O(1) e g(n) = O(1). Vamos provar que

f(n) + g(n) = O(1),
Isto é, que existem ¢ > 0 e nc € N tais que

|f(n) + g(n)| < ¢, para todo n > nc.
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Notagdo O(1)

Teorema 7:

Vf(n) = O(1) e Vg(n) = O(1) temos f(n) + g(n) = O(1), isto §,

O(1) + 0(1) = O(1).

Prova (

~
A\

Sejam f(n) = O(1) e g(n) = O(1). Vamos provar que
f(n) +g(n) = O(1),
Isto é, que existem ¢ > 0 e nc € N tais que
|f(n) + g(n)| < ¢, para todo n > nc.
Como f(n) = O(1), entdo existem c¢r > 0 e ns € N tais que

|[f(n)| < cf, para todo n > nf.
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Notagdo O(1)

Teorema 7:

Vf(n) = O(1) e Vg(n) = O(1) temos f(n) + g(n) = O(1), isto §,

O(1) + 0(1) = O(1).

Prova (

~
A\

Sejam f(n) = O(1) e g(n) = O(1). Vamos provar que
f(n) +g(n) = O(1),
Isto é, que existem ¢ > 0 e nc € N tais que
|f(n) + g(n)| < ¢, para todo n > nc.
Como f(n) = O(1), entdo existem c¢r > 0 e ns € N tais que
|[f(n)| < cf, para todo n > nf.
Como g(n) = O(1), entdo existem ¢ > 0 e ng € N tais que

|g(n)| < ¢, para todo n > ng.

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagdo O(1)

Prova: (cont.)
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Ento, para todo n > max{n¢, ng},

If(mM] + lg(n)| < er + 4,
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Ento, para todo n > max{n¢, ng},
[f(n)] + lg(n)] < ¢ + cg,

E como
[f(n) + g(n)| < |f(n)] + |g(n)],
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Ento, para todo n > max{n¢, ng},
[f(n)] + lg(n)] < ¢ + cg,

E como
[f(n) + g(n)| < |f(n)] + |g(n)],

Existem ¢ > 0 e nc € N tais que

[f(n) + g(n)| < c, para todo n > nc,
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Ento, para todo n > max{n¢, ng},
[f(n)] + lg(n)] < ¢ + cg,

E como
[f(n) + g(n)| < |f(n)] + |g(n)],

Existem ¢ > 0 e nc € N tais que
[f(n) + g(n)| < c, para todo n > nc,
A saber,

c = ¢ftcg,

nc = max{ns, ng}.
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Nowsio O)

Voltando aos algoritmos da aula anterior...



Notagdo O(1)

Voltando aos algoritmos da aula anterior...

Exemplo 10: Pior caso da Busca Sequencial
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Notagdo O(1)
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Exemplo 10: Pior caso da Busca Sequencial

St(n) = cn+a,

Em notagdo assintdtica:
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Notagdo O(1)

Voltando aos algoritmos da aula anterior...

Exemplo 10: Pior caso da Busca Sequencial

St(n) = cn+a,

Em notagdo assintdtica:
St(n) = an+0O(1),
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Notagdo O(1)

Voltando aos algoritmos da aula anterior...

Exemplo 10: Pior caso da Busca Sequencial

St(n) = cn+a,

Em notagdo assintdtica:

St (n) = cn+ O(1),

Ou, menos precisamente,
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Notagdo O(1)

Voltando aos algoritmos da aula anterior...

Exemplo 10: Pior caso da Busca Sequencial

St(n) = cn+a,

Em notagdo assintdtica:

St (n) = cn+ O(1),

Ou, menos precisamente,

St(n)=cn+a= (C2 + C—l) n=0O(1)n.
n
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos
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Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos

BF(n) < e +clgn,
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos

BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos

BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
BT (n) = O(1)lgn+ O(1),
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos
BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
BT (n) = O(1)lgn+ O(1),

Ou, menos precisamente,
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos
BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
BT (n) = O(1)lgn+ O(1),

Ou, menos precisamente,

B (n)
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos
BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
BT (n) = O(1)lgn+ O(1),

Ou, menos precisamente,

Bt (n)=Ign ((9(1) + (1))
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Notagdo O(1)

Exemplo 11: Pior caso da Busca Binaria

Na anélise da aula anterior tinhamos
BF(n) < e +clgn,

Em notagdo assintética:
BT (n) = O(1)lgn+ O(1),

Ou, menos precisamente,

B+(n)=|gn((9(1)+ (1)) 285 0(1)Ign
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos

B*(n) _
St(n)

lim
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos

Bt(n) _
St(n)

lim

E, portanto (Exercicio 11)
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos

E, portanto (Exercicio 11)
B*(n)
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos

E, portanto (Exercicio 11)
B*(n)

Ou seja,
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterior)

Da anaélise da aula passa tinhamos

E, portanto (Exercicio 11)
B*(n)

Ou seja, BT (n) = O(1)S™(n)
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Notagdo O(1)

Exemplo 12 (ainda lembrando da aula anterio

Da anaélise da aula passa tinhamos

. B (n)

lim ST (n) 0,
E, portanto (Exercicio 11)

Bt(n) _

St = O

Ou seja, BT (n) = O(1)S™(n)

Spoiler: A conclusdo acima é verdadeira, mas n3o é muito indicativa! Adiante no curso veremos uma nota¢do
assintdtica (chamada de notagdo “oh pequeno”) adequada para dizer que B*(n) cresce muito mais devagar do que

$+(n), mas ainda n3o temos ferramentas para tal tarefa.
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Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1S5ea>0
2 Devolva a — 1

3 Se x > v[b]

4 Devolva b

5 Devolva S(z,v,a,b—1)
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Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1S5ea>0
2 Devolva a — 1
3 Se x > v[b]
4
5

Devolva b
Devolva S(z,v,a,b—1)

v

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1 Sea>b
2 Devolva a — 1
3 Se x > v[b]
4
5

Devolva b
Devolva S(x,v,a,b—1)

v

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
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Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1 Sea>b
2 Devolva a — 1
3 Se x > v[b]
4
5

Devolva b
Devolva S(x,v,a,b—1)

v

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto: S*(n) = S*(n—1) + O(1), para todo n > 1.
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Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1 Sea>b
2 Devolva a — 1
3 Se x > v[b]
4
5

Devolva b
Devolva S(x,v,a,b—1)

v

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO
Portanto: S*(n) = S*(n—1) + O(1), para todo n > 1.

Ou seja, 3t(n) = O(1) tal que
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Notagdo O(1)

Exemplo 13

Relembrando a busca sequencial:

S(x,v,a,b)

1 Sea>b
2 Devolva a — 1
3 Se x > v[b]
4
5

Devolva b
Devolva S(x,v,a,b—1)

v

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO
Portanto: S*(n) = S*(n—1) + O(1), para todo n > 1.

Ou seja, 3t(n) = O(1) tal que

S*t(n) = S*(n—1)+ t(n), para todo n > 1.
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Noacfo O)

Do slide anterior: S7(n) = $*(n— 1) + t(n), para todo n > 1.



Noacfo O)

Do slide anterior: S7(n) = $*(n— 1) + t(n), para todo n > 1.



Nowsio O)

Do slide anterior: ST(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto



Notaggo 0(1)

Do slide anterior: ST(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto

n—1
ST(n) =ST(0)+ D t(i)
i=0

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagzol Gl N

Do slide anterior: ST(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto

n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagzol Gl s

Do slide anterior: ST(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto
n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0

E, dai (Exercicio 9),
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Notagcdo O(1)

Do slide anterior: S™(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto
n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0
E, dai (Exercicio 9),

St(n)=0(1)+0(1)n
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Notagcdo O(1)

Do slide anterior: S™(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto
n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0
E, dai (Exercicio 9),

St(n)=0(1)+0(1)n= (O(l) + @) n
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Notagcdo O(1)

Do slide anterior: S™(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto
n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0
E, dai (Exercicio 9),
0(1)

5t(n) = O(1) + O(1)n = (O(l) + T) n "= (0@1)+ 0@)n
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Notagcdo O(1)

Do slide anterior: S™(n) = S™(n— 1) + t(n), para todo n > 1. Portanto
n—1 n—1
ST(n)=ST(0)+ > _t(i) = ST(0)+ > 0(1)
i=0 i=0
E, dai (Exercicio 9),
0(1)

S*(n) = O(1) + O(1)n = (O(l) + T) n "= (01) + 01)) n "= 0(1)n.
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N sio tais que
f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo
f(n) = O(1)n.
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo
f(n) = O(1)n.

v

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

A\
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo
f(n) = O(1)n.

v

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

A\
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo

f(n) = O(1)n.

Prova:

| \

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

Ent3o existe t(n) = O(1) tal que

f(n) = t(n) + f(n — 1), para todo n > ns.

A\
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo

f(n) = O(1)n.

Prova:

| \

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

Ent3o existe t(n) = O(1) tal que
f(n) = t(n) + f(n— 1), para todo n > n¢.

Consequentemente existem ¢; > 0 e n; € N tais que |t(n)| < ct, para todo n > n;.

A\
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo

f(n) = O(1)n.

v

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

Ent3o existe t(n) = O(1) tal que
f(n) = t(n) + f(n — 1), para todo n > ns.
Consequentemente existem ¢; > 0 e n; € N tais que |t(n)| < ct, para todo n > n;.

f(n) = O(1) + f(n— 1), para todo n > ng,

A\
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Notagdo O(1)

Teorema 8

Se f: N — R e nf € N s3o tais que

f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ny,

entdo
f(n) = O(1)n.

v

Sejam f: N — R e n,, € N sdo tais que f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > nf

Ent3o existe t(n) = O(1) tal que
f(n) = t(n) + f(n — 1), para todo n > ns.
Consequentemente existem ¢; > 0 e n; € N tais que |t(n)| < ct, para todo n > n;.
f(n) = O(1) + f(n— 1), para todo n > ng,

onde

no = max {n¢, n¢},

A\
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Do slide anterior f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ng, ngp = max{n¢, n¢}
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Do slide anterior f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ng, ngp = max{n¢, n¢}
Dai, para todo n > ng temos
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Notagdo O(1)

Prova: (cont.)

Do slide anterior f(n) = O(1) + f(n — 1), para todo n > ng, ngp = max{n¢, n¢}

Dai, para todo n > ng temos
n—ng

F(n) = Flm—1)+ 3 (i)
i=0

§f(no—1)+2ct

i=0
= f(no = 1) 4 (n = no)Ct
= f(no — 1) — noct + nce
= 0(1) + O(1) + O(1)n

= o@1)+0o@)n
- (0(1) + 0(1)) n

n

=

= (0(1) + 0(1))n
= o@)n
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b

2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < vm]
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b
2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b
2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b

2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
BT (n) = O(1)+max {B*((m+1)—a+1),BT(b— (m+1)+1)}, para todo n> 1.
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b
2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
BT (n) = O(1)+max {B*((m+1)—a+1),BT(b— (m+1)+1)}, para todo n> 1.

Ou seja (Exercicio 4),
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b

2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
BT (n) = O(1)+max {B*((m+1)—a+1),BT(b— (m+1)+1)}, para todo n> 1.

Ou seja (Exercicio 4), B¥(n) = O(1) + B* (I_"EIJ) , para todon>1,
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b
2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
BT (n) = O(1)+max {B*((m+1)—a+1),BT(b— (m+1)+1)}, para todo n> 1.

Ou seja (Exercicio 4), B¥(n) = O(1) + B* (I_"glj) , para todon>1,

Agora vamos fazer o seguinte (por razdes que ficardo claras depois):
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Notagdo O(1)

Exemplo 14

Relembrando a busca binaria:

B(z,v,a,b)
1Sea>0b
2 Devolva a — 1
3 m < |22

4 Se x < v[m)|
5
6

Devolva B(z,v,a,m — 1)
Devolva B(x,v,m + 1,b)

<

Tempo de execugdo das linhas 1 a 4 é O(1) para qualquer instancia (x, v, a, b) do BVO

Portanto:
BT (n) = O(1)+max {B*((m+1)—a+1),BT(b— (m+1)+1)}, para todo n> 1.

Ou seja (Exercicio 4), B¥(n) = O(1) + B* (I_"glj) , para todon>1,

Agora vamos fazer o seguinte (por razdes que ficardo claras depois):

B*(n) = O(1) + B*(h(n)), para todo n > 0,

onde h(n) = L"glj
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Notzsio O(1)

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos




Notaggo 0(1)

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos

u—1

B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),

i=0
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Notagzol Gl s

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos

u—1

B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),

i=0

onde u = u(n) = min {k € N; h*(n) <0}.
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Notagzol Gl s

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos
u—1
B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),
i=0

onde u = u(n) = min {k € N; h*(n) <0}.

Entao
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Notagcdo O(1)

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos

u—1
B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),
i=0

onde u = u(n) = min {k € N; h*(n) <0}.

Entao
B*(n) = 0(1) + O(1)u(n).

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notagcdo O(1)

A partir de BT (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos

u—1
B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),
i=0

onde u = u(n) = min {k € N; h*(n) <0}.

Entao
B*(n) = 0(1) + O(1)u(n).

Como u(n) = O(l) Ig n (Exercicio 13),
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Notagdo O(1)

A partir de B (n) = O(1) + BT (h(n)), para todo n > 0, temos

u—1

B*(n) = B¥(h"(n) + > _O(1),

i=0
onde u = u(n) = min {k € N; h*(n) <0}.
Entao
Bt (n) = O(1) + O(1)u(n).

Como u(n) = O(1) Ig n (Exercicio 13),

BT (n) = O(1) + O(1)u(n)
=0(1)+0(1)0(1)lgn

P22 0(1)+ 0(1)Ign

(O(l) +o@ )) lgn

lgn
= (0(1) +0(1)) Ign
= O(1)Ign.

[T
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Notagdo O(1)

Teorema 9

Sejam ng €N, f: N— R e h: N — N tais que
f(n) = O(1) + f(h(n)), para todo n > ng.

Ent3do

f(n) = O(1)u(n),

onde

u(n) = min {k eN; h(n) < no}.
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Notagdo O(1)

Teorema 9

Sejam ng €N, f: N— R e h: N — N tais que
f(n) = O(1) + f(h(n)), para todo n > ng.

Ent3do

f(n) = O(1)u(n),

onde

u(n) = min {k eN; h(n) < no}.

V.

Exercicio 22. l
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