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Notacdo (1)

Uma funcdo f: N — R é assintoticamente limitada inferiormente por uma constante
se existem ¢ > 0 e nf € N tais que f(n) em valor absoluto estd abaixo ¢ de ns em
diante, isto é,

|f(n)| > cf, para todo n > ns.
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se existem ¢ > 0 e nf € N tais que f(n) em valor absoluto estd abaixo ¢ de ns em
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|f(n)| > cf, para todo n > ns.

O conjunto (1)

O conjunto das fun¢des assintoticamente limitadas inferiormente por uma constante é
denotado por Q(1), isto é,

Q(1) = {f: N> R, tal que existem ¢r > 0 e ns € N tais que,
|f(n)| > ¢ para todo n > n¢}

O uso de (1) em expressdes obedece as mesmas convengdes que o uso de O(1).
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Notacdo (1)

Exemplo 25

A fungdo

1 1 139 571
=V2 1 — - - )
s(n) e 12n a 288n2  51840n3  2488320n* *

do Exemplo 3 é assintoticamente limitada inferiormente por uma constante pois
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Exemplo 25

A fungdo

1 1 139 571
=V2 1 — - - )
s(n) e 12n a 288n2  51840n3  2488320n* *

do Exemplo 3 é assintoticamente limitada inferiormente por uma constante pois

[s(n)| > 1, para todo n > 1.
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Exemplo 26

A fungdo f(n) = % ndo é Q(1),
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Exemplo 27: Stirling
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V.
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Notacdo (1)

Exemplo 29: Soma Harménica

Do Exemplo 7 temos
H(n) = Inn+ f(n),

com

lim f(n) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992.. .. ,
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Exemplo 29: Soma Harménica

Do Exemplo 7 temos
H(n) = Inn+ f(n),

com
lim f(n) = v = 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992.. .. ,

Portanto (Exercicio 21),
f(n) = Q(1),

Consequentemente

H(n) =Inn+ Q(1),

Além disso -
H(n) = Inn+ f(n) = (1 4 @) Inn =" Q1) Inn.
nn
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Notacdo (1)

Exemplo 30: Série de Taylor

Do Exemplo 8 temos, para todo n > 0,

xn+1 i

@ i n+1
X Ex. 21 X X
eX = E - = E — +Q1)—.
(n+1)! = (i+n+1); = il ( )(n+1)!
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Notacdo (1)

Exemplo 31: andlise do Algoritmo S

Da andlise do Algoritmo S tinhamos

S+(n) = cn+ ¢,
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Notacdo (1)

Exemplo 32: andlise do Algoritmo B

Da anélise do Algoritmo B e do Exercicio 5 temos

B (n) 2 cslgn+ci,
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Exemplo 32: andlise do Algoritmo B
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Exemplo 32: andlise do Algoritmo B

Da anélise do Algoritmo B e do Exercicio 5 temos
Bt (n) > chlgn+cf,

Portanto,
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Ainda,
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Notacdo (1)

Exemplo 32: andlise do Algoritmo B

Da anélise do Algoritmo B e do Exercicio 5 temos
Bt (n) > chlgn+cf,

Portanto,
BT (n) = ¢} lgn+ Q(1),

Ainda,
AF / / 2 C{ Ex. 21
BT(n)>c+clgn=c+ T lgn =" Q(1)Ign.
gn

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notacdo (1)

Teorema 16

Sejam ng €N, f: N— R e h: N — N tais que
f(n) = f(h(n)) + (1), para todo n > ng.

Ent3do
f(n) = Q(1)u(n),

onde

u(n) = min {k e N| h¥(n) < no}.
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f(n) = f(h(n)) + (1), para todo n > ng.

Ent3do
f(n) = Q(1)u(n),

onde

u(n) = min {k e N| h¥(n) < no}.

V.

Exercicio 23 l
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Notacdo (1)

Exemplo 33

De forma andloga a do Exemplo 13 podemos observar que o tempo de execugdo das 4
primeiras linhas do Algoritmo S tomam tempo (1) e dai,

St(n)=ST(n—1)+Q(1), para todo n>1,
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

onde
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

onde

Ent3o (T.16)
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

S*(n) = Q(1)u(n),

onde

Ent3o (T.16)

onde
u(n) = min {k eN | h¥(n) < 1}.
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

S*(n) = Q(1)u(n),

onde

Ent3o (T.16)

onde
u(n) = min {k eN | h¥(n) < 1}.

Como (Ex.24
ome | : u(n) = Q(1)Ign,
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

S*(n) = Q(1)u(n),

onde

Ent3o (T.16)

onde
u(n) = min {k eN | h¥(n) < 1}.

Como (Ex.24
ome | : u(n) = Q(1)Ign,

Entao

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

S*(n) = Q(1)u(n),

onde

Ent3o (T.16)

onde
u(n) = min {k eN | h¥(n) < 1}.

Como (Ex.24
ome | : u(n) = Q(1)Ign,

Entao

B*(n) = Q(1)u(n) = Q1)Q(1) lgn 7=
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Notacdo (1)

Exemplo 34

De forma andloga a do Exemplo 14, podemos observar que o tempo de execugdo das
linhas 1 a 4 do Algoritmo B é Q(1) para qualquer instdncia do BVO e daf expressar a
recorréncia em termos assintéticos.

Bt (n) = B*(h(n)) + Q(1), para todo n > 1,

h(n):[nglJ.

S*(n) = Q(1)u(n),

onde

Ent3o (T.16)

onde
u(n) = min {k eN | h¥(n) < 1}.

Como (Ex.24
ome | : u(n) = Q(1)Ign,

Entao

Bt (n) = Q(1)u(n) = Q1)Q(1)Ign "= Q(1) Ig n.
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Notagao Sl S

A fungdo g: N — R é assintoticamente limitada inferiormente por f: N — R se
existem ¢ > 0 e nc € N tais que

lg(n)| = c|f(n)], para todo n > nc,
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Notacdo Q(f(n))

A fungdo g: N — R é assintoticamente limitada inferiormente por f: N — R se
existem ¢ > 0 e nc € N tais que

lg(n)| > c|f(n)|, para todo n > nc,

O conjunto O(f(n))

O conjunto das fun¢des assintoticamente limitadas inferiormente por f(n) é denotado
por Q(f(n)), isto é,

Q(f(n)) ={g: N—=R| existem ¢ > 0,nc € N | g(n) = Q(1)f(n)}.
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Notacdo Q(f(n))

A fungdo g: N — R é assintoticamente limitada inferiormente por f: N — R se
existem ¢ > 0 e nc € N tais que

lg(n)| > c|f(n)|, para todo n > nc,

O conjunto O(f(n))

O conjunto das fun¢des assintoticamente limitadas inferiormente por f(n) é denotado
por Q(f(n)), isto é,

Q(f(n)) ={g: N—=R| existem ¢ > 0,nc € N | g(n) = Q(1)f(n)}.

O uso de Q(f(n)) em igualdades segue convencdes andlogas as do uso de O(f(n)).
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Notacdo Q(f(n))

Se
g(n) = Q(f(n)), e
f(n) =0 = g(n) =0, para todo n € N,
entdo
&(n) = Q1)F(n). )
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Notacdo Q(f(n))

Se

g(n) = Q(f(n)), e
f(n) =0 = g(n) =0, para todo n € N,

entdo

g(n) = Q(1)f(n).

_
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Notacdo Q(f(n))

Se

g(n) = Q(f(n)), e
f(n) =0 = g(n) =0, para todo n € N,

entdo

g(n) = Q(1)f(n).

v

Exercicio 26. I
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Notacdo Q(f(n))

Teorema 18

Se g(n) = Q(1)f(n) entdo g(n) = Q(f(n)) e, além disso,
f(n)=0 = g(n) =0, para todo n € N.
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Notacdo Q(f(n))

Teorema 18

Se g(n) = Q(1)f(n) entdo g(n) = Q(f(n)) e, além disso,
f(n)=0 = g(n) =0, para todo n € N.

Exercicio 27. l
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 35: Stirling

Dos Exemplos 5 e 25 temos

n=a)(2)"va,
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 35: Stirling

Dos Exemplos 5 e 25 temos

n=a)(2)"va,

Ou seja (T.18),

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Notacdo Q(f(n))

Exemplo 35: Stirling

Dos Exemplos 5 e 25 temos

n=a)(2)"va,

n=a((2)'v»).

Ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 36: Coeficiente binomial
Do Exemplo 28 temos

2
n n
(2) =7 T
ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 36: Coeficiente binomial

Do Exemplo 28 temos

()= +awr

ou seja (T.18),

Do mesmo Exemplo temos

ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 37: Soma Harménica

Do Exemplo 29 temos
H(n) = Q(1) Inn.
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 37: Soma Harménica

Do Exemplo 29 temos
H(n) = Q(1) Inn.

Ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 37: Soma Harménica

Do Exemplo 29 temos
H(n) = Q(1) Inn.
Ou seja (T.18),

H(n) = Q(In n) "= Q(log n).
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 38: Série de Taylor

Do Exemplo 30 temos

n Xi Xn+1
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 38: Série de Taylor

Do Exemplo 30 temos

n Xi Xn+1

Ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 38: Série de Taylor

Do Exemplo 30 temos
n i n+1
X = X— + Q(1 X ,
=i (n+ 1)!
Ou seja (T.18),
o n X7’ +Q( Xn+1 )
= il (n+1)!
v
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 39

Do Exemplo 31 temos
5 (n) = Q(1)n,
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 39

Do Exemplo 31 temos
5 (n) = Q(1)n,

Ou seja (T.18),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 39

Do Exemplo 31 temos
5 (n) = Q(1)n,

Ou seja (T.18), S =T
n) = Q(n).
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 40

Do Exemplo 32 temos
Bt (n) =Q(1)Ign,
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 40

Do Exemplo 32 temos
Bt (n) =Q(1)Ign,

Ou seja (T.18, Ex.28),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 40

Do Exemplo 32 temos
Bt (n) =Q(1)Ign,

Ou seja (T.18, Ex.28),
B*(n) = Q(log n).
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 41

Da anélise das primeiras aulas tinhamos

St(n) _ n a+a/n Ex. 21 n_ Ex 20
B (n) ~ Tgn] (q </l ) = e
e portanto,

S*(n) =Q()B*(n),

ou seja (T.18), S =

Q(1)Q(1) "= (1),
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Notaggo (f(e))

Podemos chegar a mesma conclusdo mais facilmente a partir do seguinte resultado.
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Notacdo Q(f(n))

Podemos chegar a mesma conclusdo mais facilmente a partir do seguinte resultado.

Teorema 19

Se f,g: N = R, ent3o

f(n) = O(g(n)) se e somente se g(n) = Q(f(n)).
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Notacdo Q(f(n))

Podemos chegar a mesma conclusdo mais facilmente a partir do seguinte resultado.

Teorema 19

Se f,g: N = R, ent3o

f(n) = O(g(n)) se e somente se g(n) = Q(f(n)).

Exercicio 29. I
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Notacdo Q(f(n))

Podemos chegar a mesma conclusdo mais facilmente a partir do seguinte resultado.

Teorema 19

Se f,g: N = R, ent3o

f(n) = O(g(n)) se e somente se g(n) = Q(f(n)).

Exercicio 29. ‘

Corolario 20 (de e )
Sejam ng €N, f: N — R e h: N — N tais que

f(n) = f(h(n)) + (1), para todo n > nq.

Ent3o

f(n) = Q(u(n)),

onde

u(n) = min {k e N| h¥(n) < no}.

N
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 42

Do Exemplo 9 temos

log, n! = nlog, n— nlog, e+ — Iogt7 n+ O(1)

= nlogbn—nlogbe—I—Q(l)Iogbn—I—O( )

nlog, n— nlogy, e + (Q(l) + o) ) logy, n

B, log, n — nlog, e + Q(1) logy, n

T8Ee log, n — nlog, e + Q(log n),
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 42 (cont.)
Do Exemplo 20 temos

log, n! = nlog, n — nlog, e + O(log n)
= nlog, n+ Q(1)n + O(log n)

= nlog, n+ (Q(l) + M) n
n
-t nlogy, n+ Q(1)n

2, log,, n + Q(n).
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Notacdo Q(f(n))

Exemplo 42 (cont.)

Do mesmo exemplo temos

logy, n! = nlog, n+ O(n)
= (1+ M) nlog, n
nlog, n

= Q(1)nlog, n

T.18,:E><.28 Q(n Iog n)‘
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