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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Esquema geral:

@ dividir a instancia em sub-instancias menores do mesmo problema,
@ resolver cada sub-instancia recursivamente,

© combinar as respostas das sub-instincias de forma a obter uma resposta da
instancia original.
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Esquema geral:

@ dividir a instancia em sub-instancias menores do mesmo problema,
@ resolver cada sub-instancia recursivamente,

© combinar as respostas das sub-instancias de forma a obter uma resposta da
instancia original.

Um exemplo paradigmatico:
@ Algoritmo MERGESORT:

Ordena(v, a, b)

Sea>b

Termine
m o |
Ordena(v, a, m)
Ordena(v, m+ 1, b)
Intercala(v, a, m, b)
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Outros Exemplos conhecidos

@ Busca Bindria

@ Transformada Rapida de Fourier

@ Multiplicag3o Inteiros (Karatsuba)
@ Multiplicagdo de Matrizes (Strassen)
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Outros Exemplos conhecidos

@ Busca Bindria

@ Transformada Rapida de Fourier

@ Multiplicag3o Inteiros (Karatsuba)
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Outros Exemplos conhecidos

@ Busca Bindria

@ Transformada Rapida de Fourier

@ Multiplicag3o Inteiros (Karatsuba)
@ Multiplicagdo de Matrizes (Strassen)

Nestes algoritmos, temos a grosso modo:

DC(/)

compute a partir da instancia /, sub-instancias i, ..., /;
Para i € [1..4]

R; < DC(/,‘)
A partir de Ry, ..., R;, compute uma resposta R para /
Devolva R

G oBh W N =
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

“Recorréncia tipica” de algoritmos de D & C

T(n) = aT(3) + f(n)

ondea>1 b>1
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T(n) = aT(3) + f(n)

ondea>1 b>1

@ Atenc3o, o termo aT(n/b) pode ser perigoso
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“Recorréncia tipica” de algoritmos de D & C

T(n) = aT(3) + f(n)

ondea>1 b>1

@ Atenc3o, o termo aT(n/b) pode ser perigoso

@ Onde estdo o “chdo” e o “teto”?
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“Recorréncia tipica” de algoritmos de D & C

T(n) = aT(3) + f(n)

ondea>1 b>1

@ Atenc3o, o termo aT(n/b) pode ser perigoso

@ Onde estdo o “chdo” e o “teto”?

@ A seguir formalizaremos o que aT(n/b) significa
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Formalizando a recorréncia do slide anterior

T(n) = aT(3) + f(n)

ondea>1 b>1

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Formalizando a recorréncia do slide anterior

T(n) = aT(%) 1 f(n)
ondea>1 b>1

@ Mais precisamente, aT(n/b) denota a soma de a parcelas que podem ser
@ tanto T (|n/b])
@ como T ([n/b])
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Formalizando a recorréncia do slide anterior

T(n) = aT(%) 1 f(n)
ondea>1 b>1

@ Mais precisamente, aT(n/b) denota a soma de a parcelas que podem ser
@ tanto T (|n/b])
@ como T ([n/b])

@ Ou segja,

aT(n/b) = i(n)T (Ln/b]) +(a —i(n))T ([n/b]),
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Formalizando a recorréncia do slide anterior

T(n) = aT(7) + f(n)
ondea>1 b>1

@ Mais precisamente, aT(n/b) denota a soma de a parcelas que podem ser
@ tanto T (|n/b])
@ como T ([n/b])

@ Ou segja,

aT(n/b) =i(n)T (Ln/b]) + (a—i(n))T ([n/b]), para algum i: N — [0..a].
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Sejama>1,b>1, T,f:N—>Ren €N.
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT(\_b

J) + f(n), para todo n > ng,
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT(\_b

J) + f(n), para todo n > ng,

Ent3o
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
Se T(n)=aT (\_%J) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entdo T(n):é’”(")Tqbu(n)J)Jr Z afq D
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se

T(n)=aT (|7

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entdo T(n):é’”(")Tqbu(n)J)Jr Z afq D

onde

pu(n)

—

7 J<no,
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT({b

J) + f(n), para todo n > ng,
u(n)—1

entso 7(n) =07 (| 5 |) + > (|5).

onde {—bu'(’")J < no,

De forma que a“(" T ({ﬁJ) =a“MNO(1) = Oa4M).

u(
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT({b

J) + f(n), para todo n > ng,
u(n)—1

entso 7(n) =07 (| 5 |) + > (|5).

onde {—bu'(’")J < no,

De forma que a“(" T ({ﬁJ) =a“MNO(1) = Oa4M).

u(

Além disso,
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT({b

J) + f(n), para todo n > ng,
u(n)—1

entso 7(n) =07 (| 5 |) + > (|5).

n
onde {—b“(")J < no,

De forma que a“(" T ({ﬁJ) =a“MNO(1) = Oa4M).

Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":
n

Se T(n):aT({b

J) + f(n), para todo n > ng,
u(n)—1

entso 7(n) =07 (| 5 |) + > (|5).

n
onde {—b“(")J < no,

De forma que a“(" T ({ﬁJ) =a“MNO(1) = Oa4M).

Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e dai, como au(n) — glog, n+O(1)
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

tnso 700 =207 (| )+ 52 0 (7)),
onde {ﬁJ<no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e dai, como  a!(" = glogs 1+O(1) — ;0(1) jlog, n
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entso  T(n)=a""T (L,u(n)DJr Z @ ([ 51)

n
onde {—b“(")J < no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e dai, como  a“(") = o085 1+O1) = JO(1) Jlogyn — (9(1)n|°gba
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entso  T(n)=a""T (L,u(n)DJr Z @ ([ 51)

n
onde {—b“(")J < no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e daf, como au(n) — Zlogs n+O(1) _ a(9(1)alogbn — O(l)nlogba _ O(I‘IIOgb a)’
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entso  T(n)=a""T (L,u(n)D* Z @ ([ 51)

n
onde {—b“(")J < no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e daf, como au(n) — Zlogs n+O(1) _ a(9(1)alogbn — O(l)nlogba _ O(I‘IIOgb a)’

entdo  O(a“(") = O(n'°8s?),
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entso  T(n)=a""T (L,u(n)D* Z @ ([ 51)

n
onde {—b“(")J < no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e dai, como  a“(") = o085 1+O1) = JO(1) Jlogyn — (9(1)n|°gba = O(n"’gba),

entdo  O(a“(") = O(n'°8s?),

Consequentemente:
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Sejama>1,b>1, T,f:N—Renyg € N. Olhando o caso do “ch3o":

Se T(n) = aT({ﬁ

>
bJ) + f(n), para todo n > ng,

u(n)—1

Entso  T(n)=a""T (L,u(n)D* Z @ ([ 51)

n
onde {—b“(")J < no,

n

De forma que a“(" T ({
bu(

3 D =a“MNO(1) = Oa4M).
Além disso, u(n) = |log,(n— ng)] +1 = log, n+ O(1),

e daf, como au(n) — Zlogs n+O(1) _ a(9(1)alogbn — O(l)nlogba _ O(I‘IIOgb a)’
entdo  O(a“(") = O(n'°8s?),

Consequentemente:

u(n)—1

T(n) = O(n°®?) + 3 a"f(&J).
i=0
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Do mesmo modo, se
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Do mesmo modo, se

T(n)=aT (Hﬂ) + f(n), para todo n > ng,
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Do mesmo modo, se
T(n)=aT ([%-‘) + f(n), para todo n > no,

por desenvolvimento andlogo ao slide anterior concluimos que
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Do mesmo modo, se
n
T(n)=aT ([B-‘) + f(n), para todo n > no,
por desenvolvimento andlogo ao slide anterior concluimos que

e ([2]).

i=0

u(
T(n) = O(n'8s?) +
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Do mesmo modo, se
n

T(n)=aT ([
(n) :
por desenvolvimento andlogo ao slide anterior concluimos que

e ([2]).

i=0

onde u(n) = log, n+ O(1).

—D + f(n), para todo n > ng,

u(
T(n) = O(n'8s?) +

Portanto

Agora eliminando ‘“ch3o e teto” temos
T(n)=aT (%) + f(n), para todo n > ng.

entao .
T(n) = O(n*%%) + 3 o'f (),

i=0

onde

u(n) = log, n+ O(1).
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Do mesmo modo, se
n
T(n)=aT ([B—D + f(n), para todo n > no,
por desenvolvimento andlogo ao slide anterior concluimos que

e ([2]).

i=0

onde u(n) = log, n+ O(1).

u(
T(n) = O(n'8s?) +

Portanto

Agora eliminando ‘“ch3o e teto” temos

T(n)=aT (%) + f(n), para todo n > ng.

entdo
u(n)—1

T(n) = O(n'°8>?) + Z a'f (g),
i=0

onde

u(n) = log, n+ O(1).

@ O primeiro ou o segundo termo é dominante assintoticamente?
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Caso 1: f(n) = ©(n'*&+2)

Neste caso, I
n n\logya
f(5) :@((y> : )
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Caso 1: f(n) = ©(n'*&+2)

Neste caso, I
n n\logya
f(5) :@((y> : )

Como
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Caso 1: f(n) = ©(n'*&+2)
Neste caso,
n n\ logp a
r(5)=¢ ((E) )
| .
(G- (3 ()

Como

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Caso 1: f(n) = ©(n'8»2)

Neste caso,
n n\ logp a
r(5)=¢ ((E) )

Como | .

]
(£>Iogb3 _ nlogba l 8@ _ nlogba 1
bi - bi - plogp a
Entdo
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Caso 1: f(n) = ©(n'8»2)

Neste caso,
n n\ logp a
r(5)=¢ ((E) )

Como | .

]
(£>Iogb3 _ nlogba l 8@ _ nlogba 1
bi - bi - plogp a
Entdo

n _ logy, a 1 i __ logy a 1 '
f(g) =0 <n &b (blogba> ) = n'°8r3Q <<b|0gba> )
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Caso 1: f(n) = ©(n'8»2)

Neste caso,
n n\ logp a
r(5)=¢ ((E) )
Como | .
1
(£>Iogb a nlogba l 8@ _ nlogba 1
bi - bi - plogp a
Entdo ) )
f(i) e nlogba 1 ! _ nlogbae 1 '
bi - blogb a - bIOgb a
Consequentemente
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Caso 1: f(n) = ©(n'8»2)

Neste caso,
n n\ logp a
r(5)=¢ ((E) )
Como | .
1
(£>Iogb a nlogba l 8@ _ nlogba 1
bi - bi - plogp a
Entdo ) )
f(i) e nlogba 1 ! _ nlogbae 1 '
bi - blogb a - bIOgb a
Consequentemente

u(n)—1

(2= e (412

i=0
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Caso 1: f(n) = ©(n'8»2)

Neste caso,
n n\logya
r(5)=¢ ((E) )
Como | .
1
(£>Iogb a nlogba l 8@ _ nlogba 1
bi - bi - plogp a
Entdo ) )
f(i) e nlogba 1 ' _ nlogbae 1 '
bi - blogb a - bIOgb a
Consequentemente

u(n)—1

(2= e (412

— plogsa Z © (<b|ogba)')
()

i=0

i=0
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Ou seja
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Ou seja

u(n)—1 .
— log,, a logy, a a !
T(n) = O(n'°8»?) 4 n'°et @(26‘ (bbgba))‘

=l
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Ou seja

u(n)—1 .
— log,, a logy, a a !
T(n) = O(n'°8»?) 4 n'°et @(26‘ (bbgba))‘

=l

Como
blogba = a,
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Ou seja
u(n)—1 3 i
T(n) = O(nlogb 3 4 nlogs 3@ Z (b'ogb a) .
i=0
Como
blogb a_ a,
Temos
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Ou seja
u(n)—1 i
— | I
rim=otiwy e (S (2 )
Como
blogba =a,
Temos
u(n)—1 2 ; u(n)—1 )
(7[7'0&‘173) = Z 1" = u(n) = log, n+ O(1),
i=0 i=0
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Ou seja
u(n)—1 i
— I I
Ty = o +imre |50 () |
Como
blogba =a,
Temos
u(n)—1 2 ; u(n)—1 )
(713'0&‘173) = Z 1" = u(n) = log, n+ O(1),
i=0 i=0
Com isso
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Ou seja
u(n)—1 i
_ I I
Ty = o +imre |50 () |
Como
blogba =a,
Temos
u(n)—1 ; u(n)—1
(gos) = 2 17 = uln) = logy n+ O(1),
i=0 i=0
Com isso

T(n) = O(n"’gb N+ n'°%5 2@ (log, n 4+ O(1))
= (’)(nbgb )+ @(n'Ogb ?log n)
= ©(n'8b 7 log n).
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Caso 2: f(n) < n'°8»2

Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

u(n)—1 .
_ I I —e a !
T(n) = O(n'°%:?) + n*%o 20 ( 2; (W) )

i=
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Divisao e Conquista e o Teorema Mestre

Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

u(n)—1 .
_ I logy, a—e a !
T(n) = O(n'°85 ) + plogs e( 2(; (b'ogbaé)> .

i=

(dnica diferenca: apareceu o “— €”)
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a
u(n)—1 .
ro oty eo (5 (2 )
i=0
(dnica diferenca: apareceu o “— €”)

a a a

— K€

plog, a—¢ = blogba/be - a/be - ’

Como
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a
u(n)—1 .
ro oty eo (5 (2 )
i=0
(dnica diferenca: apareceu o “— €”)

a a a .
Como plog, a—¢ = blogba/be = a/be = b%,

u(n)—1 u(n)—1 peuln) _ 1

Entio (blogja ) Z (b%) = (b) 1—1 = 1

i=0
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

u(n)—1 .
_ log, a log, a—e a !
T(n) = O(n'°%s ?) 4 nloes 9(2; (blogb“))

i=

(dnica diferenca: apareceu o “— €”)
a a a .
Como plog, a—¢ = plogy a/be = a/be = ’
(n)— u(n)—1
< 6,7(/3) ) -1 beuln) —1
Entdo Z (blogba 5) Z (6) 1 T ope—1
i=0

Como eu(n) = e(log, n+ O(1)) = log, n® + O(1)e = log,, n® + O(1),
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a
u(n)—1 .
ro oty eo (5 (2 )
i=0
(dnica diferenca: apareceu o “— €”)

a a a .
Como plog, a—¢ = blogba/be = a/be = b%,

u(n)—1 u(n)—1 peuln) _ 1

Entio (blogja ) Z (b%) = (b) 1—1 = 1

i=0
Como eu(n) = e(log, n+ O(1)) = log, n® + O(1)e = log,, n® + O(1),

Entio  beU(n — plogs n“+0(1) _ nepQ() — e(ne)
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Caso 2: f(n) < nl°#»2
Neste caso, se existe ¢ > 0 tal que f(n) = O(n'98»2¢),
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

u(n)—1 .
_ log, a log, a—e a !
T(n) = O(n'°%s ?) 4 nloes 9(2; (blogb“))

i=

(dnica diferenca: apareceu o “— €”)
a a a .
Como plog, a—¢ = plogy a/be = a/be = ’
u(n)—1 u(n)—1
« a 6,7(/3) ) -1 beuln) —1
Entdo Z; (blogba 5) Z (6) 1 T ope—1

Como eu(n) = e(log, n+ O(1)) = log, n® + O(1)e = log,, n® + O(1),
Entio  beu(n) — plogpn®+0(1) — e ,O(1) — o(n°)

cu(n) _ €) _
Com isso b ! = o) —1 = O(n°),
be —1 be —1
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A partir dai,
—,—(n) — e(nlogb a) + nlogb a—E@(nE)
— e(nlogb a) +e (nlogb afe+5)
— e(nlogb a) + e (nlogb a)
= (n'e?).
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que

af(n/b) < cf(n), assintoticamente,
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que
af(n/b) < cf(n), assintoticamente,

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que
af(n/b) < cf(n), assintoticamente,
Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

() ) |

u(n)—1
T(n) = O(n°6 ) 4 n8s2+c@ (
i=0

(novamente: unica diferenca é o “+ €")
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que
af(n/b) < cf(n), assintoticamente,

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

(e >) |

u(n)—1
T(n) = O(n°6 ) 4 n8s2+c@ (
i=0

(novamente: unica diferenca é o “+ €")

a a a 1
Como ——— =—— = =,
plogp, a+e plogp a pe ab¢ be
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que
af(n/b) < cf(n), assintoticamente,

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

() ) |

u(n)—1
T(n) = O(n°6 ) 4 n8s2+c@ (
i=0

(novamente: unica diferenca é o “+ €")

a a a 1
Como = = =,
plogp, a+e plogp a pe ab¢ be

u(n)—1 1 i
Enta — ) =01
o (1Y ey

i=0
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Caso 3: f(n) > ©(n'°&»2)
e se existe ¢ < 1 tal que af(n/b) < cf(n), assintoticamente
(aqui precisamos desse cuidado extra)

Neste caso, se existe € > 0 tal que f(n) = Q(n'°83+€), e se existe ¢ < 1 tal que
af(n/b) < cf(n), assintoticamente,

Por desenvolvimento andlogo ao caso anterior, chegamos a

() ) |

u(n)—1
T(n) = O(n°6 ) 4 n8s2+c@ (
i=0

(novamente: unica diferenca é o “+ €")

a a a 1
Como = = =,
plogp, a+e plogp a pe ab¢ be

u(n)—1 1 i
Enta — ) =01
o (1Y ey

i=0

Pois o<U(ni1 1YV o (L) 2 L e
be) —4g\be)  1—b ’

i=0
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Consequentemente:
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Consequentemente:

u(n)—1 1 i
o ( > (5) ) - o(e(1)) = ©(1)

i=0
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Consequentemente:

i=0

u(n)—1 1 i
o ( > (5) ) - o(e(1)) = ©(1)

Portanto
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Consequentemente:
uml N
© ( > (4) ) —o(e(1) = o),
Portanto
u(m)—1 an
T(n) = O(n'°8s 2) 4 plogs a+e ’Z:; o ((E) >

— O(nlogb a) 4 nlogb a+ee(1)
= O(n'°8s 7) 4 ©(n'°8b 2F¢)

— @(nlogb a+e)
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Consequentemente:
um =l
© ( > (4) ) —o(e(1) = o),
Portanto
u(m)—1 an
T(n) = O(n'°8s 2) 4 plogs a+e ’z:; o ((E) >

— O(nlogb a) 4 nlogb a+ee(1)
= O(n'°8s 7) 4 ©(n'°8b 2F¢)

— @(nlogb a+e)
Finalmente, como f(n) = Q(n'°%52+¢) e T(n) = ©(n'°8b2+¢), podemos concluir

T(n) = ©(f(n)).
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Teorema 43 (“Teorema Mestre")

Sejama>1, b>1, T,f: N — R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entao
O(n'oes 2), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum ¢ > 0,
T(n) = ] O log ), se F(n) = O(s'%2),
) o(f(n)), se f(n) = Q(n'°8b2+€) | para algum € > 0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.
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