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Multiplicacao Recursiva de In_

Queremos multiplicar dois inteiros x e y de precisdo arbitraria
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Queremos multiplicar dois inteiros x e y de precisdo arbitraria
@ Inicialmente vamos apresentar a intui¢cdo do algoritmo sem muito formalismo

@ Para simplificar (e tornar clara a ideia central do algoritmo), suponha
@ Os dois nimeros tem n bits, cada bit guardado em um né de uma lista

@ n é poténcia de 2
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Queremos multiplicar dois inteiros x e y de precisdo arbitraria
@ Inicialmente vamos apresentar a intui¢cdo do algoritmo sem muito formalismo

@ Para simplificar (e tornar clara a ideia central do algoritmo), suponha
@ Os dois nimeros tem n bits, cada bit guardado em um né de uma lista
@ n é poténcia de 2

@ Depois lidamos com as condi¢es de contorno...
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Dado x € N, definimos

@ x_: os g bits mais a esquerda de x em bindrio

ou seja XXz

@ xg: os g bits mais a direita de x em bindrio

ou seja, Xo4qeX1
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

A fun¢3o ShiftLeft(z, k)

Dado z, a representagdo bindria de um inteiro junto com um outro inteiro k
@ A fungdo ShiftLeft(z, k) retorna a representagio:

z(0...0)
N
k bits

Note: ShiftLeft(z, k) multiplica o o niimero representado por z por 2%
Note: O tempo de execugdo de ShiftLeft(z, k) é ©(k)

Teorema: Soma em tempo linear

Sejam x, y dois niimeros inteiros tais que a representacdo bindria de ambos os
ndmeros tem n bits. Em particular, a listas que guardam ambos x e y tem n nds.
Ent3o a soma x + y pode ser computada em tempo ©(n).
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Multiplicacao Recursiva de In_

Com isso em mente, observe que:

x = 2" +xg, (1)
y = 2+ ©)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiro_

Com isso em mente, observe que:

x = 2" +xg, (1)
y = 2+ ©)

Usando (1), qual é o valor de xy?

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Multiplicagao Recursiva de Inteiros

Com isso em mente, observe que:

2"/2X|_ + XR, (1)
y = 2%+ ()

X

Usando (1), qual é o valor de xy? Veja abaixo
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Com isso em mente, observe que:

X 2725 + xg,

y = 2%+

Usando (1), qual é o valor de xy? Veja abaixo

xy = (2"2x + xr)(2" %y + W),
=2"x 1+ 2"2(xyR + XRYL) + XRYR
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Multiplicagao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x yi 4 2"/2(xLyR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x yi 4 2"/2(xLyR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ Xy

@ X yr

@ XryL

@ xRYR
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x ¥ + 22 (x_yR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ xn
@ X yr
@ XryL
@ xRYR
Em seguida, combinamos isso somando trés termos:
(@) 2"am
(b) 2"2(xLyr + xryL)
(c) xrRyr
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x ¥ + 22 (x_yR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ xn
@ X yr
@ XryL
@ xRYR
Em seguida, combinamos isso somando trés termos:
(@) 2"am
(b) 2"2(xLyr + xryL)
(c) xrRyr

Portanto o custo para computar xy se resume ao custo de:
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x ¥ + 22 (x_yR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ xn
@ X yr
@ XryL
@ xRYR
Em seguida, combinamos isso somando trés termos:
(@) 2"am
(b) 2"2(xLyr + xryL)
(c) xrRyr

Portanto o custo para computar xy se resume ao custo de:

@ Quatro multiplicagdes x_yi, xLyL, XLyL, X)L (todas com niimeros de 7 bits)

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x ¥ + 22 (x_yR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ xn
@ X yr
@ XryL
@ xRYR

Em seguida, combinamos isso somando trés termos:
(a) 2man
(b) 2"2(xLyr + xryL)
(c) xrRyr
Portanto o custo para computar xy se resume ao custo de:

@ Quatro multiplicagdes x_yi, xLyL, XLyL, X)L (todas com niimeros de 7 bits)
@ Computar (a) usando ShiftLeft(x y;, n)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

xy = 2"x ¥ + 22 (x_yR + XRYL) + XRYR

Pela férmula acima, para calcular xy, dependemos de quatro produtos:
@ xn
@ X yr
@ XryL
@ xRYR
Em seguida, combinamos isso somando trés termos:
(a) 2man
(b) 2"2(xLyr + xryL)
(c) xrRyr
Portanto o custo para computar xy se resume ao custo de:
@ Quatro multiplicagdes x_yi, xLyL, XLyL, X)L (todas com niimeros de 7 bits)
@ Computar (a) usando ShiftLeft(x y;, n)

@ Computar (b) fazendo uma soma usando um ShiftLeft no resultado.
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Observe que as ideias acima nos fornece diretamente o seguinte algoritmo de divisdo e
conquista para multiplicar x por y:

Algoritmo 1: RecursiveMult(x,y) /*x,y sio inteiros de n bits */
Sen=1
Z=XNy
Sendo
21| = RecursiveMult(xi, y1)
2z r = RecursiveMult(x_, y1)
zr = RecursiveMult(xi, y1)
zrr = RecursiveMult(x, 1)
z = Reconstroi(zu_, ZIR) ZRL, ZRR)
Devolva z
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Observe que as ideias acima nos fornece diretamente o seguinte algoritmo de divisdo e
conquista para multiplicar x por y:

Algoritmo 3: RecursiveMult(x,y) /*x,y sdo inteiros de n bits */
Sen=1
Z=XNy
Sendo
z1 . = RecursiveMult(x, y1.)
2z r = RecursiveMult(x_, y1)
zr. = RecursiveMult(xi, y1.)
zrr = RecursiveMult(x, 1)
z = Reconstroi(zu_, ZIR) ZRL, ZRR)
Devolva z

A|g0l’itm0 4: Reconstroi(z|, z.R, ZRL: ZRR)
a = ShiftLeft(z,, n)

C=2ZR+2zRrL

b = ShifLeft(c, 7)

z=a+ b+ ZRR

Devolva z
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Multiplicacao Recursiva de Intei_

O custo total do Algoritmo de Multiplicagdo Recursiva é T(n) = 4T(3) + O(n).

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Multiplicagdo Recursiva é T(n) = 4T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Multiplicagdo Recursiva é T(n) = 4T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=¢€), para algum € > 0,
T(n) _ e(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a)’
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum ¢ >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Multiplicagdo Recursiva é T(n) = 4T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=¢€), para algum € > 0,
T(n) _ e(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a)’
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum ¢ >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v

A complexidade de tempo é
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Multiplicagdo Recursiva é T(n) = 4T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=¢€), para algum € > 0,
T(n) _ e(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a)’
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum ¢ >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v

A complexidade de tempo é ©(n?)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros_

Reescrevendo xy:

xy = 2"xLyL + 272 (xLyR + XRUL) + XRVR
= 2"y + 220 + xR)( + YR) — X — xryR)] + XRYR (5)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Reescrevendo xy:

xy = 2"xLyL + 272 (xLyR + XRUL) + XRVR
= 2"y + 2"2[( + xR)( + YR) — X — xRyR)] + XRYR

Qual ¢ a vantagem da Equacio (5)7
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Reescrevendo xy:

xy = 2"xLyL + 272 (xLyR + XRUL) + XRVR
= 2"y + 2"2[( + xR)( + YR) — X — xRyR)] + XRYR

Qual ¢ a vantagem da Equacio (5)7
Precisamos computar apenas trés produtos:
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Reescrevendo xy:

xy = 2"xLyL + 272 (xLyR + XRUL) + XRVR
= 2"y + 2"2[( + xR)( + YR) — X — xRyR)] + XRYR

Qual ¢ a vantagem da Equacio (5)7
Precisamos computar apenas trés produtos:

@ Xy
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Reescrevendo xy:

xy = 2"xLyL + 272 (xLyR + XRUL) + XRVR
= 2"y + 2"2[( + xR)( + YR) — X — xRyR)] + XRYR

Qual ¢ a vantagem da Equacio (5)7
Precisamos computar apenas trés produtos:

@ Xy
@ (XL +xr)(L +¥R)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Reescrevendo xy:

xy = 2"y + 2" 2(xLyR + XRYL) + XRYR
= 2"y + 2"2[(xL + xR) (L + YR) — XL — XRYR)] + XRYR
Qual ¢ a vantagem da Equacio (5)7
Precisamos computar apenas trés produtos:

@ Xy
@ (XL +xr)(WL +¥R)
@ XRyR

E depois de uma operagdo Reconstroi que depende apenas de opera¢des de:

@ Soma
@ Subtracido
@ ShifLeft
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Algoritmo 5: Karatsuba(x,y) /*x,y sio inteiros de n bits */

Sen=1
Z=XNYy
Senio
a =x_+ xR
' =y + R
21| = RecursiveMult(x_, y)
a = RecursiveMult(a’, a”)

zrr = RecursiveMult(x, y)

z = ReconstroiKaratsuba(z |, a, zgrr)
Devolva z
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

Algoritmo 7: Karatsuba(x,y) /*x,y sio inteiros de n bits */

Sen=1
Z=XNYy

Senio
a =x_+ xR
a’ =y + R
21| = RecursiveMult(x_, y)
a = RecursiveMult(a’, a")
zrr = RecursiveMult(x, y)

z = ReconstroiKaratsuba(z |, a, zgrr)
Devolva z

Algoritmo 8: ReconstroiKaratsuba(z. |, a, zrr))

b=a—z| —zrr

z' = ShifLeft(z., n)
2/ = ShifLeft(b, 2
Devolva z/ + z"" + zgr
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Multiplicacao Recursiva de Int_

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).
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Multiplicagao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum € > 0,
T(n) _ @(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a),
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum e >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum € > 0,
T(n) _ @(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a),
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum e >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v

A complexidade de tempo é
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum € > 0,
T(n) _ @(nlogba log n), se f(n) — e(nlogb a),
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum e >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v

A complexidade de tempo é T(n) = ©(n'e3).
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1, b>1, T,f: N— R tais que

T(n) = aT(n/b) + f(n),

entdo
O(n'°es 2), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum € > 0,
T(n) _ @(nlogba log n), se f(n) = e(nlogb a),
) O(f(n)), se f(n) = Q(n'°¢b2+¢), para algum e >0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

v

A complexidade de tempo é T(n) = ©(n'83). Podemos dizer também que:
@ T(n) = Q(n'8)
@ T(n)=0O(n'5%)
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Multiplicacao Recursiva de Inteiros

O custo total do Algoritmo de Karatsuba é T(n) = 3T(3) + O(n).

Aplicando o Teorema Mestre:

“Teorema Mestre”

Sejama>1 b>1, T,f: N— R tais que
T(n) = aT(n/b) + f(n),
entdo

©(n'°esa), se f(n) = O(n'°%52=€), para algum € > 0,
O(n'°8b2log n), se f(n) = O(n'°8b2),
O(f(n)), se f(n) = Q(n'°8>2%€) para algum € > 0 e

af(n/b) < cf(n) assintoticamente para algum ¢ < 1.

T(n) =

A complexidade de tempo é T(n) = ©(n'83). Podemos dizer também que:
@ T(n) = Q(n'8)
@ T(n) = O(n*%)

pois 1.58 < Ig3 < 1.59
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Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",
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Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2
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Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

Isto é,
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Tornando as coisas mais formais _

Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

Isto &, X = 2'x;.
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

n—1
Isto é, X = E 2'x;.
i=0

Notagdo para tamanho de x:
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (x5—1,...,x) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

n—1
Isto é, X = Z 2ix;.
i=0
Notagdo para tamanho de x:

[(Xn=1,.-.,%0)| = n.
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (xp—1,...,x0) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

—1
Isto ¢, X= "22"x,-.
i=0
Notagdo para tamanho de x:
[(Xn=1,.-.,%0)| = n.
Dado x € N, denotamos por (x) qualquer sequéncia sobre {0, 1} satisfazendo

(x) = x.
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (xp—1,...,x0) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

—1
Isto ¢, X= "22"x,-.
i=0
Notagdo para tamanho de x:
[(Xn=1,.-.,%0)| = n.
Dado x € N, denotamos por (x) qualquer sequéncia sobre {0, 1} satisfazendo
) = x.

Concatenac3o:
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (xp—1,...,x0) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

—1
Isto ¢, X= ,7Z2ix,'.
i=0
Notagdo para tamanho de x:
[(Xn=1,.-.,%0)| = n.
Dado x € N, denotamos por (x) qualquer sequéncia sobre {0, 1} satisfazendo
) = x.

Concatenag3o: Dadas as sequéncias x = (Xp—1,...,%0) € ¥ = (Ym—1,---,%0):
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Tornando as coisas mais formais

Dada uma sequéncia x = (xp—1,...,x0) € {0,1}",

@ X o inteiro representado por x em base 2

—1
Isto ¢, X= ,7Z2ix,'.
i=0
Notagdo para tamanho de x:
[(Xn=1,.-.,%0)| = n.
Dado x € N, denotamos por (x) qualquer sequéncia sobre {0, 1} satisfazendo
) = x.

Concatenag3o: Dadas as sequéncias x = (Xp—1,...,%0) € ¥ = (Ym—1,---,%0):

Xy = (anl,“"XO)melw'~7y0)'
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Dados x,y € N, denotamos por x X y o produto de x e y.
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Tornando as coisas mais formais

Dados x,y € N, denotamos por x X y o produto de x e y.

Multiplicagdo de Inteiros (MI)
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Tornando as coisas mais formais

Dados x,y € N, denotamos por x X y o produto de x e y.

Multiplicagdo de Inteiros (MI)

@ Entrada: Um par (x, y), onde x = (Xp—1,...,%0) € ¥ = (Ym—1,---,Y0) Sdo
sequéncias sobre {0,1}.

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Tornando as coisas mais formais

Dados x,y € N, denotamos por x X y o produto de x e y.

Multiplicagdo de Inteiros (MI)

@ Entrada: Um par (x, y), onde x = (Xp—1,...,%0) € ¥ = (Ym—1,---,Y0) Sdo
sequéncias sobre {0,1}.

@ Saida: Uma sequéncia z sobre {0,1} tal que Z=X Xy
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O Algoritmo do Ensino Fundamental

Multiplicar(x, y)

n < max {|x|, |y|}
acrescente Os ao inicio de x ou y até que ambas tenham tamanho n
r < (0)
Paraide0atén—1

Sey; #0

r < Soma(r, x)

acrescente 0 ao final de x

Devolva r

O NG WN -

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



O Algoritmo do Ensino Fundamental

Multiplicar(x, y)

1 0 max{|x], lyl}
2 acrescente Os ao inicio de x ou y até que ambas tenham tamanho n
3 r«+(0)
4 ParaideOatén—1
5 Sey; #0
6 r < Soma(r, x)
7 acrescente 0 ao final de x
8 Devolva r
Soma(x, y)
Entrada : duas sequéncias x e y sobre {0, 1}.
Saida : uma sequéncia r sobre {0, 1} satisfazendo 7 =X +y
1 max{|x], lyl}
2 acrescente Os ao inicio de x ou y até que ambas tenham tamanho n
3 c«+0
4 r+ ()
5 Paraide0atén—1
6 acrescente (x; + y; + ¢) mod 2 ao inicio de r
7 C < Xjyi
8 Sec#0
9 acrescente ¢ ao inicio de r
10 Ser=()
11 acrescente 0 ao inicio de r
12 Devolva r
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Quanto custa?

Teorema 44

O tempo de execucdo de Soma(x, y) é ©(n), onde n = max{|x|, |y|}.

A instrucdo da linha 1 pode ser implementada com um algoritmo que percorre as
sequéncias x e y para descobrir qual sequéncia é mais longa. Isso toma tempo menor
or igual a cn, para alguma constante c. Portanto esta linha executa em tempo ©(n).

O lago principal (linhas 5 até 7) contém duas instrucdes e cada uma delas é executada
em tempo constante. Como o lago é executado n vezes, o custo deste lago é
2n = O(n).

Cada uma das demais instrucdes leva tempo constante, portanto as demais linhas do
algoritmo executam em tempo ©(1). Portanto o tempo de execu¢3o total do
algoritmo é ©(n) + ©(n) + ©(1) = ©(n).
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Quanto custa?

Corolario 45

O tempo de execucio de pior caso de Multiplicag(x, y) é ©(n?), onde
n = max {|x], [y[}.

| \

Prova

O tempo de execugio do algoritmo é dominado assintoticamente pelo lago principal
(linhas 4 até 7). Neste laco a instrucdo assintoticamente dominante é a instrug3o da
linha 6, que tem custo ©(n).

Como o lago executa n vezes, temos que o custo do algoritmo é n@(n) = ©(n?).
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E possivel fazer melhor?

Teorema 46

Todo algoritmo para MI consome tempo €(n), onde n = max {|x|, |y|} para toda
instancia (x,y) onde x # 0 # y.

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



E possivel fazer melhor?

Todo algoritmo para MI consome tempo €(n), onde n = max {|x|, |y|} para toda
instancia (x,y) onde x # 0 # y.

| \

Prova

Dada uma instancia (x,y) do MI com x # 0 # y, a resposta desta instancia serd uma
sequéncia de tamanho pelo menos n = max {|x/|, |y|}.

N,
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E possivel fazer melhor?

Teorema 46

Todo algoritmo para MI consome tempo €(n), onde n = max {|x|, |y|} para toda
instancia (x,y) onde x # 0 # y.

Prova

| A

Dada uma instancia (x,y) do MI com x # 0 # y, a resposta desta instancia serd uma
sequéncia de tamanho pelo menos n = max {|x/|, |y|}.

Coroldrio 47

| A\

O tempo de execucdo de pior caso de qualquer algoritmo para MI é Q(n), onde
n = max {|x], [y[}.

N
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Algoritmo Recursivo

Teorema 48

Dados x, y € {0,1}", entdo
X.y:2|}/| XX+,
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Algoritmo Recursivo

Dados x, y € {0,1}", entdo

xy =2V xx+7y,

Corolario 49

Dados x € {0,1}* e n € N,

x-0"=2" xX.
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Algoritmo Recursivo

Dados x, y € {0,1}", entdo

Corolario 49

Dados x € {0,1}* e n € N,

| \

X
o

3
Il
N

3
X
x|

A\

Corolario 50

Dados x,y € {0,1}* e n € N, é possivel computar
@ 2V x X +¥) em tempo O(1), e
@ (2" X X) em tempo ©(n).

\
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Dado x € {0,1}", com n par, definimos

XL = (Xn—1,- -+, Xn/2)

XR = (Xn/2—17-~-7X0)7



Dado x € {0,1}", com n par, definimos

XL = (Xo—1, -+ Xn/2)

XR = (Xn/2—1»--~7X0)7

de forma que
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Dado x € {0,1}", com n par, definimos

XL = (Xo—1, -+ Xn/2)
XR = (Xn/2—19--~7X0)7
de forma que
X = X" XR,
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Dado x € {0,1}", com n par, definimos

XL = (Xo—1, -+ Xn/2)
XR = (Xn/2—19--~7X0)7
de forma que
X = X" XR,

Pelo T.48, temos que
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Dado x € {0,1}", com n par, definimos

XL = (Xo—1, -+ Xn/2)
XR = (Xn/2—1»--~,X0),
de forma que
X = X_ " XR,

Pelo T.48, temos que
X =2"2 x X +XR.
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Algoritmo Recursivo

XXY=X_"XR XYL YR

28 (272 % XC+3R)(272 X T+ R),
=22 T X 2" XY 4+ 22 X T X YR+ XR X 22 X VL + ¥R X VR
= (2" X XU X WL+ %R X W) + (277 X (T X YR + %R X ) + 07/?)

"L V) R - WR) + (XL X VR + xR X W) - 07/
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Algoritmo Recursivo

XXY=X_"XR XYL YR

28 (272 % XC+3R)(272 X T+ R),
=22 T X 2" XY 4+ 22 X T X YR+ XR X 22 X VL + ¥R X VR
= (2" X XU X WL+ %R X W) + (277 X (T X YR + %R X ) + 07/?)

"L V) R - WR) + (XL X VR + xR X W) - 07/

ou seja,
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Algoritmo Recursivo

XXy =X %R XL IR
29 (272 % 3T+ %R)(2"2 % VT + R),
:2”/2><xT><2”/2><7L+2"/2><XT><yTg+ﬁ><2”/2><7L+ﬁxy*R
= (2" X X X VL + %R X ¥&) + (272 x (% X ¥R + %R % ¥L) + 0"/2)

"L V) R - WR) + (XL X VR + xR X W) - 07/

ou seja,

(% x 7) = (( ¥ 0) (%R X ¥R) + (L X IR + 5 ¥ 71) 077
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Algoritmo Recursivo

XXy =X %R XL IR
29 (272 % 3T+ %R)(2"2 % VT + R),
:2”/2><xT><2”/2><7L+2"/2><XT><yfR+ﬁ><2”/2><7L+ﬁxyfR
= (2" X X X VL + %R X ¥&) + (272 x (% X ¥R + %R % ¥L) + 0"/2)

T4 e T —————
= (XYL (R -YR) + (XC X YR+ Xr X ) - 0"/2

ou seja,

(% x 7) = (( ¥ 0) (%R X ¥R) + (L X IR + 5 ¥ 71) 077

Teorema 51

Dados n >0 e x,y € {0,1}",

X XYy, sen=1,

XXy =1 (X XV) (R X YR) + (XL X ¥R + ¥R X ¥L) - 07/2,  se n > 2 é par,
(0) - x x (0) - y, se n> 3 é impar.

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Algoritmo Recursivo

Multiplica(x, y)

Sen=1
Devolva (x; X yi)

n < max {Ix], Iy[}
acrescente Os ao inicio de x ou y até que ambas tenham tamanho n
acrescente um 0 ao inicio de x e de y  /* para que nenhuma soma passe de tamanho n */
n<n+1
Se n é impar
acrescente um 0 ao inicio de x e de y

n<n+1
X (Xn—1, - - -5 Xp/2)
xR + (Xnj2—15 - X0)
L Wn—1,-- 5 ¥n)2)
YR+ Wnj2—15-- -5 ¥0)

A <« Multiplica(x_, ¥ )
B <« Multiplica(xg, YR)
C « Multiplica(x|_, yR)
D < Multiplica(xg, y )

E+ A-B

F <« Soma(C, D) - Zero(n/2)
r < Soma(E, F)

Devolva r
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@ Que problema resolve? MI.
@ Esta correto? T.51

@ Quanto custa? (préximo slide)
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Quanto custa

O tempo de execugdo de Multiplica(x, y) é ©(n?) onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia de Ml e seja n = max{|x|, |y|}.

Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x, y) é ©(n) pois cada linha toma tempo O(n) e a execu¢io
de Zero(n/2) toma tempo Q(n).

Na notacdo do T.43, temos entdo T(n) = 4T (5) + ©(n), onde
a = 4,
b = 2
f(n) = ©(n),

Logo n'°8b2 = pl°g24 = n2, e como f(n) = Q(n?>1), entdo (T.43)

T(n) = ©(n'°8s?) = O(n?).

| N

A\

E possivel fazer melhor? Sim.
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Dados a, b, c,d € R, é possivel computar os valoresde a X ¢, axd+bxcebxd
efetuando apenas trés multiplicagdes.
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Dados a, b, c,d € R, é possivel computar os valoresde a X ¢, axd+bxcebxd
efetuando apenas trés multiplicagdes.

Prova

| N

Sejam a, b, c,d € R. Como
(a+b)xX(c+d)=axct+axd+bxc+bxd,

entdo

axd+bxc=(a+b)x(c+d)—axc—bxd.
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Dados a, b, c,d € R, é possivel computar os valoresde a X ¢, axd+bxcebxd
efetuando apenas trés multiplicagdes.

Prova

| N

Sejam a, b, c,d € R. Como
(a+b)xX(c+d)=axct+axd+bxc+bxd,

entdo

axd+bxc=(a+b)x(c+d)—axc—bxd.

@ Folclore (ndo estd claro se é verdade): Gauss (1777 —1855) usava este fato para
diminuir o nidmero de multiplicagdes entre nimeros reais no computo de
produto de niimeros complexos: (a + bi)(c + di) = ac — bd + (bc + ad)i
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Aplicando o Lema 53 ao termo
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Aplicando o Lema 53 ao termo
XL X YR +XR X YL
da recorréncia do Teorema 51 substitui-mo-lo por

(XC+XR) X (L +¥YR) = XC X YL — XR X YR
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Aplicando o Lema 53 ao termo
XL X YR +XR X YL
da recorréncia do Teorema 51 substitui-mo-lo por

(XC+XR) X (L +¥R) — XL X YL — XR X ¥R

Corolario 54

Dados n > 0 e x,y € {0,1}",

%R T sen=1,
Xy = GLX ) (R X 3R) + (T +5R) x (T +¥R) = X X I — Xk X JR) - 072, sen > 2par
(0) - x x (0) - y, se n > 3 impar
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Multiplica(x, y)

n < max {|x], [y[}

acrescente Os ao inicio de x ou y até que ambas tenham tamanho n
Sen=1
Devolva (x; X yj)

acrescente um 0 ao inicio de x e de y
n<n+1

Se n é impar
acrescente outro 0 ao inicio de x e de y

n<n+1
X (=1, - -+ 5 Xp/2)
xR + (Xn/2-15 - X0)
< Wn—1,-- 5 ¥n)2)
YR ¢ Wnj2—1,-- -5 ¥0)

A < Multiplica(x_, ¥ )

B <« Multiplica(xg, YR)

C + Soma(x , xR)

D « Soma(y, , yr)

E <+ Multiplica(C, D)

F <« Soma(A, B)

G <« Subtrai(E, F)

remova os zeros do inicio de B

Devolva Soma(A - B, G - Zero(n/2))

onde Subtrai(x, y) devolve (x — y) (Exercicio 77).
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Teorema 55

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'83). onde

n = max {|x[,[y[}.
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.

Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n).

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.

Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

| N

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

| N

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

| N

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2

f(n) O(n),

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

| N

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2
f(n) ©(n),
Dai n'°g» 2

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2

f(n) O(n),

Dai n'°8sa — plogz 3

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2

f(n) = ©(n),

Dai n'°862 = nl°823 — p'&3 e como f(n) = Q(n'g3*('g3*1))

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2

f(n) = ©(n),

Dai n'°8s2 = plog23 — ple3 e como f(n) = Q(n'83-(83-1)) entdo (T.43):

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

O tempo de execugio de Multiplica(x, y) é ©(n'¢3). onde

n = max {|x[,[y[}.

Prova

Seja (x,y) uma instancia do Ml e seja n = max {|x|, |y|}.
Excetuando-se o tempo consumido nas chamadas recursivas, o restante do tempo na
execu¢do de Multiplica(x,y) é ©(n). Na notacdo do T.43, temos

T(n)=3T (g) +0(n),

com
a 3,
b = 2

f(n) = ©(n),

Dai n'°8s2 = plog23 — ple3 e como f(n) = Q(n'83-(83-1)) entdo (T.43):
T(n) = ©(n'°852) = O(n'83).

| N

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Corolario 56

O tempo de execugdo de Multiplica(x, y) é Q(n'-%8) e O(n'->9), onde,
n = max {|x[,|y[}.
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Corolario 56

O tempo de execugdo de Multiplica(x, y) é Q(n'-%8) e O(n'->9), onde,
n = max {|x[,|y[}.

v
Prova

Basta observar que

1.58 < Ig3 < 1.59.

N
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Corolario 56

1‘59)

O tempo de execugdo de Multiplica(x, y) é Q(n'-%8) e O(n , onde,

n = max {|x[,|y[}.

v
Prova

Basta observar que

1.58 < Ig3 < 1.59.

N

@ E possivel fazer melhor?
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Algoritmo de Karatsuba (1962)

Corolario 56

1‘59)

O tempo de execugdo de Multiplica(x, y) é Q(n'-%8) e O(n , onde,

n = max {|x[,|y[}.

v
Prova

Basta observar que

1.58 < Ig3 < 1.59.

N

@ E possivel fazer melhor?Sim, mas é complicado e ineficiente na pratica
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