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Queremos uma estrutura de dados para armazenar uma particdo P de um conjunto
finito C com n elementos.
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Queremos uma estrutura de dados para armazenar uma particdo P de um conjunto
finito C com n elementos.

@ Requerimento: os seguintes problemas devem admitir solugdes eficientes.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Queremos uma estrutura de dados para armazenar uma particdo P de um conjunto
finito C com n elementos.

@ Requerimento: os seguintes problemas devem admitir solugGes eficientes.

Unido de classes (union)

@ Entrada: Dois elementos cj,c; € C

@ Saida: A partigdo
P — {Cl, C2} @] {Cl U CQ},

onde C; e (; sdo as classes originais de ¢; e co em P.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Queremos uma estrutura de dados para armazenar uma particdo P de um conjunto
finito C com n elementos.

@ Requerimento: os seguintes problemas devem admitir solugGes eficientes.

Unido de classes (union)

@ Entrada: Dois elementos cj,c; € C
@ Saida: A partigdo
P — {Cl, C2} @] {Cl U CQ},
onde C; e (; sdo as classes originais de ¢; e co em P.

Obs: Iremos nos referir as partes do conjunto como classes
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Queremos uma estrutura de dados para armazenar uma particdo P de um conjunto
finito C com n elementos.

@ Requerimento: os seguintes problemas devem admitir solugGes eficientes.

Unido de classes (union)

@ Entrada: Dois elementos cj,c; € C
@ Saida: A partigdo
P — {Cl, C2} @] {Cl U C2},
onde C; e (; sdo as classes originais de ¢; e co em P.

Obs: Iremos nos referir as partes do conjunto como classes

\

Identificagdo da Classe (find)

@ Entrada: Um elemento ¢ € C.

@ Saida: A classe de P a qual c pertence.
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Analise de Hopcroft-Ullman _

Uma solugdo simples:
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:

@ usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
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@ usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].

@ os elementos de C s3o armazenados em v.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:
@ usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
@ os elementos de C s3o armazenados em v.

© para cada v[i] € C, o valor de PAI[i] é o indice em v de um elemento de C da
mesma classe que v[i].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:

© 000

usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
os elementos de C s3o armazenados em v.

para cada v[i] € C, o valor de PAI[i] é o indice em v de um elemento de C da
mesma classe que v[i].

Dizemos dai que o elemento v[PAI[i]] é o pai de ¢ = v[i] e que ¢ é filho de
v[pa1[c]].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:

© 000

usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
os elementos de C s3o armazenados em v.

para cada v[i] € C, o valor de PAI[i] é o indice em v de um elemento de C da
mesma classe que v[i].

Dizemos dai que o elemento v[PAI[i]] é o pai de ¢ = v[i] e que ¢ é filho de
v[pa1[c]].

Observe que como ¢ é armazenado em um vetor, quando estamos falando do
elemento, o que é realmente relevante é o indice / de v que guarda ¢
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:
usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
os elementos de C s3o armazenados em v.

para cada v[i] € C, o valor de PAI[i] é o indice em v de um elemento de C da
mesma classe que v[i].

© 000

Dizemos dai que o elemento v[PAI[i]] é o pai de ¢ = v[i] e que ¢ é filho de
v[pa1[c]].

@ Observe que como ¢ é armazenado em um vetor, quando estamos falando do
elemento, o que é realmente relevante é o indice / de v que guarda ¢

Convengdo: diremos algumas vezes “o elemento ¢ € C” para referir-nos ao “indice do
elemento c € C em v".
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Uma solugdo simples:
usamos um vetor v e um vetor PAI indexados por [1..n].
os elementos de C s3o armazenados em v.

para cada v[i] € C, o valor de PAI[i] é o indice em v de um elemento de C da
mesma classe que v[i].

© 000

Dizemos dai que o elemento v[PAI[i]] é o pai de ¢ = v[i] e que ¢ é filho de
v[pa1[c]].

@ Observe que como ¢ é armazenado em um vetor, quando estamos falando do
elemento, o que é realmente relevante é o indice / de v que guarda ¢

Convengdo: diremos algumas vezes “o elemento ¢ € C” para referir-nos ao “indice do
elemento c € C em v".

Definimos:  PAI(i) = v[PAI[/]].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Figura: Classes vistas como arvores

oNENOINC

[(2]2]3]6]2]7[7]6]7]
1 2 3 4 6 7 8 9

Obs: o vetor v esta omitido aqui. Temos apenas o vetor de pais. Como mencionado anteriormente, os 9 elementos
do conjunto s3o referenciados pelos indices de v.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para_

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos
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Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos

@ inicialmente a estrutura tem n classes unitdrias.
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Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos

@ inicialmente a estrutura tem n classes unitdrias.

(iAe.. cada elemento é raiz de sua classe)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos

@ inicialmente a estrutura tem n classes unitdrias.

(iAe.. cada elemento é raiz de sua classe)

@ n3o ha circularidade, isto é, se ¢ n3o é raiz de sua classe, entdo PAIK(c) # ¢
para todo k > 0.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos

@ inicialmente a estrutura tem n classes unitdrias.

(iAe.. cada elemento é raiz de sua classe)

@ n3o ha circularidade, isto é, se ¢ n3o é raiz de sua classe, entdo PAIK(c) # ¢
para todo k > 0.

@ rar’(c) = R(c), para todo c € C.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Raiz: ¢ é raiz ou representante de sua classe se PAI(c) = c.

@ A raiz da classe de c serd denotada por R(c).

Requerimentos para os algoritmos

@ inicialmente a estrutura tem n classes unitdrias.

(iAe.. cada elemento é raiz de sua classe)

n3o ha circularidade, isto é, se ¢ n3o é raiz de sua classe, entio PAIk(C) #*c
para todo k > 0.

PAI"(c) = R(c), para todo c € C.

R(c) = R(c’) se e somente se ¢ e ¢’ estdo na mesma classe.

©0 ©
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Analise de Hopcroft-Ullman _

Algoritmos:
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Algoritmos:

union(ci, ¢2)

Entrada : (os indices em v de) dois elementos de classes distintas.
R1 < ﬁnd(cl)
R2 < ﬁnd(CQ)
PAI[R1] + R

find(c)
Entrada : (o indice em v de) um elemento de C.
Saida : (o indice em v da) raiz da classe de c.
R+ ¢
Enquanto PAI[R] # R

R <+ pAI[R]
Devolva R
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Algoritmos:

union(ci, ¢2)

Entrada : (os indices em v de) dois elementos de classes distintas.
R1 < ﬁnd(cl)
R2 < ﬁnd(CQ)
PAI[R1] + R

find(c)
Entrada : (o indice em v de) um elemento de C.
Saida : (o indice em v da) raiz da classe de c.
R+ ¢
Enquanto PAI[R] # R

R <+ pAI[R]
Devolva R

@ Estd correto?
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Algoritmos:

union(ci, ¢2)

Entrada : (os indices em v de) dois elementos de classes distintas.
R1 < ﬁnd(cl)
R2 < ﬁnd(CQ)
PAI[R1] + R

find(c)
Entrada : (o indice em v de) um elemento de C.
Saida : (o indice em v da) raiz da classe de c.
R+ ¢
Enquanto PAI[R] # R

R <+ pAI[R]
Devolva R

@ Estd correto? Prove! (Exercicio bénus)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Algoritmos:

union(ci, ¢2)

Entrada : (os indices em v de) dois elementos de classes distintas.
R1 < ﬁnd(cl)
R2 < ﬁnd(CQ)
PAI[R1] + R

find(c)
Entrada : (o indice em v de) um elemento de C.
Saida : (o indice em v da) raiz da classe de c.
R+ ¢
Enquanto PAI[R] # R

R <+ pAI[R]
Devolva R

@ Estd correto? Prove! (Exercicio bénus)
@ Quanto custa?
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Rank de um elemento

A rank dec e C é

(©) 0, se c é folha,
r(c) =
1+ max{r(f) | f é filho de c}, se c n3o é folha.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Rank de um elemento

A rank dec e C é

re) = 0, se c é folha,
" 11+ max{r(f) | f éfilho de c}, se c ndo é folha.

Observe que r(c) < r(pai(c)), para todo ¢ € C.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Rank de um elemento

A rank dec e C é

re) = 0, se c é folha,
" 11+ max{r(f) | f éfilho de c}, se c ndo é folha.

Observe que r(c) < r(pai(c)), para todo ¢ € C.

Nivel de um elemento

O nivel de c é
I(e) = min {k € N | ark(c) = R(c) }
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Rank de um elemento

A rank dec e C é

re) = 0, se c é folha,
" 11+ max{r(f) | f éfilho de c}, se c ndo é folha.

Observe que r(c) < r(pai(c)), para todo ¢ € C.

Nivel de um elemento

O nivel de c é
I(e) = min {k € N | ark(c) = R(c) }

Observe que r(R(c)) = max{/(d) | d é descendente de c}, para todo c € C.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Rank de um elemento

A rank dec e C é

re) = 0, se c é folha,
" 11+ max{r(f) | f éfilho de c}, se c ndo é folha.

Observe que r(c) < r(pai(c)), para todo ¢ € C.

Nivel de um elemento

O nivel de c é
I(e) = min {k € N | ark(c) = R(c) }

Observe que r(R(c)) = max{/(d) | d é descendente de c}, para todo c € C.

Caminho até a raiz

O caminho de c até sua raiz é a sequéncia (c, PAI(c), PAT2(c), . .., PAT(9)(c) = R(c)).
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O tempo de execugido de find(c) é ©(/(c)).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O tempo de execugido de find(c) é ©(/(c)).

Corolario

O tempo de execucdo de union(ci, c2) é O(max{l(c1), (c2)}).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O tempo de execugido de find(c) é ©(/(c)).

Corolario

O tempo de execucdo de union(ci, c2) é O(max{l(c1), (c2)}).

Corolario

O tempo de execucio de pior caso de find(c) e de union(cy, @) é
O(max{r(c) | c € C}).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O tempo de execugido de find(c) é ©(/(c)).

Corolario

O tempo de execucdo de union(ci, c2) é O(max{l(c1), (c2)}).

Corolario

O tempo de execucio de pior caso de find(c) e de union(cy, @) é
O(max{r(c) | c € C}).

Corolario

O tempo de execucdo de pior caso de find(c) e de union(cy, c2) é ©(n).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O tempo de execugido de find(c) é ©(/(c)).

Corolario

O tempo de execucdo de union(ci, c2) é O(max{l(c1), (c2)}).

Corolario

O tempo de execucio de pior caso de find(c) e de union(cy, @) é
O(max{r(c) | c € C}).

Corolario

O tempo de execucdo de pior caso de find(c) e de union(cy, c2) é ©(n).

Prova: Exercicio.
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Analise de Hopcroft-Ullman p—

@ E possivel fazer melhor?
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)

uniong(ci, )

R1 < find(cl)

R2 «— ﬁnd(CQ)

Se Ry.rank < Ry.rank
PAI[R1] + R>

Sendo
PAI[R:] + R1

Se Ri.rank = Ry.rank
Rj.rank < Rj.rank + 1
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)

uniong(ci, )

R1 < find(cl)

R2 «— ﬁnd(CQ)

Se Ry.rank < Ry.rank
PAI[R1] + R>

Sendo
PAI[R:] + R1

Se Ri.rank = Ry.rank
Rj.rank < Rj.rank + 1

Observe que
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)

uniong(ci, )

R1 < find(cl)

R2 «— ﬁnd(CQ)

Se Ry.rank < Ry.rank
PAI[R1] + R>

Sendo
PAI[R:] + R1

Se Ri.rank = Ry.rank
Rj.rank < Rj.rank + 1

Observe que

@ a execugio de find(c) n3o altera o rank de nenhum elemento de C.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)

uniong(ci, )

R1 < find(cl)

R2 «— ﬁnd(CQ)

Se Ry.rank < Ry.rank
PAI[R1] + R>

Sendo
PAI[R:] + R1

Se Ri.rank = Ry.rank
Rj.rank < Rj.rank + 1

Observe que

@ a execugio de find(c) n3o altera o rank de nenhum elemento de C.

@ 2 execucgdo de uniong(cy, cp) altera somente o rank de R(c1) e isso somente no
caso em que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank. Neste caso o novo rank de R(cy)
é acrescido de exatamente 1.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Sim, usando a estratégia das classes baixas (“unido por rank)

uniong(ci, )

R1 < find(cl)

R2 «— ﬁnd(CQ)

Se Ry.rank < Ry.rank
PAI[R1] + R>

Sendo
PAI[R:] + R1

Se Ri.rank = Ry.rank
Rj.rank < Rj.rank + 1

Observe que

@ a execugio de find(c) n3o altera o rank de nenhum elemento de C.

@ 2 execucgdo de uniong(cy, cp) altera somente o rank de R(c1) e isso somente no
caso em que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank. Neste caso o novo rank de R(cy)
é acrescido de exatamente 1.

@ Quanto custa?
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Anélise de Hopcroft-Ullman para _

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank sdo disjuntos. l

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank sdo disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.

\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank sdo disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank s3o disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.

@ Seja (d = x1,...,xk) o caminho de d a sua raiz.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank s3o disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.

@ Seja (d = x1,...,xk) o caminho de d a sua raiz.

Como d é descendente de c1, entdo ¢ = x; para algum i € [1..K].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank s3o disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.

@ Seja (d = x1,...,xk) o caminho de d a sua raiz.

Como d é descendente de c1, entdo ¢ = x; para algum i € [1..K].

Pelo mesmo argumento ¢; = x; para algum j € [1..k].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank s3o disjuntos.

Prova:

Sejam c¢; e ¢ elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.

@ Seja (d = x1,...,xk) o caminho de d a sua raiz.

Como d é descendente de c1, entdo ¢ = x; para algum i € [1..K].
Pelo mesmo argumento ¢; = x; para algum j € [1..k].

Ent3o c; é descendente de ¢ ou vice-versa.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ d € C é descendente de a € C, se a estd no caminho de d a sua raiz

@ a € C é ancestral de d € C se d é descendente de a

Observe que se a é ancestral de d e a # d, ent3o a e d tem ranks diferentes.

Conjuntos de descendentes de elementos de mesmo rank s3o disjuntos.

Prova:

Sejam c¢j e ¢, elementos distintos de mesmo rank.
Suponha que tem um descendente comum d.

@ Seja (d =x1,...,xx) o caminho de d a sua raiz.

Como d é descendente de c1, entdo ¢ = x; para algum i € [1..K].
Pelo mesmo argumento ¢; = x; para algum j € [1..k].

Ent3o c; é descendente de ¢ ou vice-versa.

Isso contradiz a hipdtese de que s3o distintos com mesmo rank.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 27(¢) elementos. l

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 2(<) elementos.

Prova

Como somente a unido de classes pode alterar os conjuntos de descendentes dos
elementos de C, vamos provar por indugdo no niimero u de unides de classes que
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 2(<) elementos.

Prova

Como somente a unido de classes pode alterar os conjuntos de descendentes dos
elementos de C, vamos provar por indugdo no niimero u de unides de classes que

@ Apés u unides, ¢ contém pelo menos 27(¢) descendentes, Vc € C e Vu € N
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 2(<) elementos.

Prova

Como somente a unido de classes pode alterar os conjuntos de descendentes dos
elementos de C, vamos provar por indugdo no niimero u de unides de classes que

@ Apés u unides, ¢ contém pelo menos 27(¢) descendentes, Vc € C e Vu € N

@ A prova serd por indugdo em u

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 2(<) elementos.

Prova

Como somente a unido de classes pode alterar os conjuntos de descendentes dos
elementos de C, vamos provar por indugdo no niimero u de unides de classes que

@ Apés u unides, ¢ contém pelo menos 27(¢) descendentes, Vc € C e Vu € N

@ A prova serd por indugdo em u

Base: u = 0.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O conjunto dos descendentes de ¢ tem pelo menos 2(<) elementos.

Prova

Como somente a unido de classes pode alterar os conjuntos de descendentes dos
elementos de C, vamos provar por indugdo no niimero u de unides de classes que

@ Apés u unides, ¢ contém pelo menos 27(¢) descendentes, Vc € C e Vu € N

@ A prova serd por indugdo em u

Base: u = 0.

Neste caso, r(c) = 0 para todo ¢ € C e a classe contendo ¢ tem tamanho 1 = 2r(e),
”
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.

Apés a execugdo de union(ci, ¢z) o conjunto de descendentes de R(c;1) é D1 U Dy,
onde D; e D s3o os conjunto de descendentes de R(c1) e R(c2).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.

Apés a execugdo de union(ci, ¢z) o conjunto de descendentes de R(c;1) é D1 U Dy,
onde D; e D s3o os conjunto de descendentes de R(c1) e R(c2).

Pela H.I.,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.

Apés a execugdo de union(ci, ¢z) o conjunto de descendentes de R(c;1) é D1 U Dy,
onde D; e D s3o os conjunto de descendentes de R(c1) e R(c2).

Pela H.l., |D1| > 2k e |Da| > 2.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém

pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.

Apés a execugdo de union(ci, ¢z) o conjunto de descendentes de R(c;1) é D1 U Dy,
onde D; e D s3o os conjunto de descendentes de R(c1) e R(c2).

Pela H.l., |D1| > 2k e |Da| > 2.

Como D; e D, ambos s3o disjuntos (Coroldrio), temos
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.)

H.l.: Seja a € N tal que apéds k unides de classes, o conjunto dos descendentes de ¢
contém pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C e todo k € [1..a].

Passo: Vamos provar que apds a + 1 unides o conjunto dos descendentes de ¢ contém
pelo menos 27(¢) elementos, para todo ¢ € C.

Digamos que a a + 1-ésima unido seja efetuada por uniong(ci, ¢2).

@ J3 vimos que union(ci, ) sé altera o rank de R(cp) e isso somente no caso em
que R(c1) e R(c2) tem mesmo rank antes da execug¢&o.

@ Basta entdo provar que, se r(R(c1)) = r(R(c2)) = k antes da execugdo de
union(ci, c2), o conjunto de descendentes de R(c1) apds a execugdo de tem pelo
menos 2KT1 elementos, j4 que o rank de R(c1) apés a execugdo serd k + 1.

Apés a execugdo de union(ci, ¢z) o conjunto de descendentes de R(c;1) é D1 U Dy,
onde D; e D s3o os conjunto de descendentes de R(c1) e R(c2).
Pela H.l., |D1| > 2k e |Da| > 2.

Como Dj e D, ambos s3o disjuntos (Coroldrio), temos
|D; U Dy| = |Dy| + |Dy| > 2K 4 2K = 2K+,
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,

Icl > | D(a)

acA
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,

ic1> | D(a)| "€ 37 pga))

acA acA
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,

Lema

icl> | D) " S b)) = S

acA acA acA
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,

Lema Lema . .
ICl> (D@ "ED D@ = DY 2" =]A2,

acA acA acA
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,

Lema Lema . .
ICl> (D@ "ED D@ = DY 2" =]A2,

acA acA acA

Portanto,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,
Lema Lema
ICl> (D@ "ED D@ = DY 2" =]A2,
acA acA acA

Portanto,

C

g < 9

2r
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario (Lema do Rank Baixo)

O niimero de elementos de rank r é no maximo n/2", para todo r € N.

Seja A C C o conjunto dos elementos de rank r.

Para cada a € A seja D(a) o conjunto de seus descendentes.

Com isso,
Lema Lema
ICl> (D@ "ED D@ = DY 2" =]A2,
acA acA acA
Portanto,
C
a2
2r 2r
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario
Nenhum elemento de C tem rank maior que Ig n.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario
Nenhum elemento de C tem rank maior que Ig n.

n
2r

< 1, para todo r > Ign.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

Nenhum elemento de C tem rank maior que Ig n.

n
2r

< 1, para todo r > Ign.

Corolario

O tempo de execucdo de pior caso de find(c) e de uniong(c1, c2) é O(log n).
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Analise de Hopcroft-Ullman p—

@ E possivel fazer melhor?
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Anélise de Hopcroft-Ullman para_

@ E possivel fazer melhor?

@ Amortizadamente sim.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Amortizadamente sim.

Compressao de Caminhos: transformar todos os elementos do caminho de ¢ até sua
raiz em filhos da raiz de ¢ a cada execugdo de find(c).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

@ E possivel fazer melhor?

@ Amortizadamente sim.

Compressao de Caminhos: transformar todos os elementos do caminho de ¢ até sua
raiz em filhos da raiz de ¢ a cada execugdo de find(c).

find¢c(c¢)

| < lista vazia

R <+ c

Enquanto PAI[R] # R
acrescente R em /
R «+ pPaAI[R]

Enquanto / ndo € vazia
remova um elemento ¢ de /
pal[c] + R

Devolva R
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Analise de Hopcroft-Ullman p—

Apds uma execucdo de findc(c),
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Apds uma execucdo de findc(c),

@ pode n3o ser mais verdade que

c.rank = r(c) para todo ¢ € C,
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Apds uma execucdo de findc(c),

@ pode n3o ser mais verdade que
c.rank = r(c) para todo ¢ € C,

@ A operagdo findc(c) ndo altera x.rank, ¥x € C
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Apds uma execucdo de findc(c),

@ pode n3o ser mais verdade que
c.rank = r(c) para todo ¢ € C,

@ A operagdo findc(c) ndo altera x.rank, ¥x € C
@ Mas diminui r(x) para x no caminho de c a R(c), x ¢ ¢, R(c)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Apds uma execucdo de findc(c),

@ pode n3o ser mais verdade que
c.rank = r(c) para todo ¢ € C,

@ A operagdo findc(c) ndo altera x.rank, ¥x € C
@ Mas diminui r(x) para x no caminho de c a R(c), x ¢ ¢, R(c)

@ mas é verdade que
r(c) < c.rank para todo c € C,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Apds uma execucdo de findc(c),

@ pode n3o ser mais verdade que
c.rank = r(c) para todo ¢ € C,

@ A operagdo findc(c) ndo altera x.rank, ¥x € C
@ Mas diminui r(x) para x no caminho de c a R(c), x ¢ ¢, R(c)

@ mas é verdade que
r(c) < c.rank para todo c € C,

© e consequentemente, que

c.rank < pai(c).rank, para todo c € C

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para_

O logaritmo iterado de x € R é

Ig*x:min{keN | logh x < 1}.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ig em n para chegar a 1. Ou seja,
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é

1086 < 2286
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286
e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286
e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg 65536 16,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ilg em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l1+1g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg65536 = 16,
lg16 = 4,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ig em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l141g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg65536 = 16,
lg16 = 4,
g4 = 2,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ig em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l141g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg65536 = 16,
lg16 = 4,
g4 = 2,
lg2 = 1,

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ig em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l141g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg65536 = 16,
lg16 = 4,
g4 = 2,
lg2 = 1,

ou seja
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

O logaritmo iterado de x € R é
lg* x = min{k € N|loghx < 1}.

i.e., o nimero de vezes que temos que aplicar Ig em n para chegar a 1. Ou seja,

lg* (x) = 0, sen<1,
& T l141g*lgx, sen>1.

O nimero estimado de particulas elementares no Universo é
1086 < 286

e para todo n < 265936 temos Ig* n < 5, pois

Ig26%536 = 65536,
lg65536 = 16,
lgle = 4,
g4 = 2,
lg2 = 1,
ou seja
Ig5 265536 — g |g g Ig Ig 265536 — 1.
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Analise de Hopcroft-Ullman par—

Para cada —1 < k < Ig* n definimos o bloco By por
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Para cada —1 < k < Ig* n definimos o bloco By por

B.i = [0.0]={0},
Bo = [041.2°=[1.1]={1},
B = [2°4+1.21=[2.2]=/{2},
B, = [P'+1.2%=13.4],
By = [22+1.2%=]5.16],
By = [2*+1..2%] =[17..65536],
Bs = [2%6 41..255526] = [65537..205526]
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Para cada —1 < k < Ig* n definimos o bloco By por

B.i = [0.0]={0},
Bo = [041.2°=[1.1]={1},
B = [2°4+1.21=[2.2]=/{2},
B, = [P'+1.2%=13.4],
By = [22+1.2%=]5.16],
By = [2*+1..2%] =[17..65536],
Bs = [2%6 41..255526] = [65537..205526]
B = [ 410k
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Para cada —1 < k < Ig* n definimos o bloco By por

By = [0.0]={0},
Bo = [041.2°=[1.1]={1},
B = [2°4+1.21=[2.2]=/{2},
B, = ['41.2%=][3.4],
By = [22+1.2%=]5.16],
By = [2*+1..2%] =[17..65536],
Bs = [2%6 41..255526] = [65537..205526]
B = [ 410k
Bgen = [ -1 g ole” )
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Analise de Hopcroft-Ullman _

Observe que
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que

@ se um bloco termina em x o bloco seguinte termina em 2*.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que

@ se um bloco termina em x o bloco seguinte termina em 2*.

@ se um bloco termina em 2%, ele comeca em x + 1.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que

@ se um bloco termina em x o bloco seguinte termina em 2*.

@ se um bloco termina em 2%, ele comeca em x + 1.

Elementos bons

Diremos que ¢ € C é bom se é raiz ou filho da raiz de sua classe ou se c.rank e
pai(c).rank estdo em blocos diferentes.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que

@ se um bloco termina em x o bloco seguinte termina em 2*.

@ se um bloco termina em 2%, ele comeca em x + 1.

Elementos bons

Diremos que ¢ € C é bom se é raiz ou filho da raiz de sua classe ou se c.rank e
pai(c).rank estdo em blocos diferentes.

Elementos ruins

Diremos que ¢ é ruim se ¢ ndo é bom.
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Analise de Hopcroft-Ullman _

Observe que
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que

c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
p
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union

@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.

© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.

@ Se c n3o ¢ raiz, c.rank nunca mais muda.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.
0 Se ¢ n3o é raiz, c.rank nunca mais muda.

@ Se c é ruim, entdo c nio ¢é raiz e c.rank nunca mais muda.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.
0 Se ¢ n3o é raiz, c.rank nunca mais muda.

@ Se c é ruim, entdo c nio ¢é raiz e c.rank nunca mais muda.

@ Os tnicos jeitos de um elemento ruim c ficar bom s3o
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.
0 Se ¢ n3o é raiz, c.rank nunca mais muda.
Q Se ¢ é ruim, ent3o ¢ n3o é raiz e c.rank nunca mais muda.
@ Os tnicos jeitos de um elemento ruim c ficar bom s3o

@ virar filho da raiz por ter sido visitado num find; neste caso ele pode voltar
a ser ruim se seu pai deixar de ser raiz num union subsequente.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Observe que
@ c.rank sé pode aumentar (de 1 unidade) a cada union
@ c.rank sé pode mudar se c é raiz.
© Se c n3o é raiz, nunca mais serd.
0 Se ¢ n3o é raiz, c.rank nunca mais muda.

@ Se c é ruim, entdo c nio ¢é raiz e c.rank nunca mais muda.

@ Os tnicos jeitos de um elemento ruim c ficar bom s3o

@ virar filho da raiz por ter sido visitado num find; neste caso ele pode voltar
a ser ruim se seu pai deixar de ser raiz num union subsequente.

@ pai(c).rank aumentar e mudar para o bloco seguinte ao de c.rank; nesse
caso ele nunca mais deixa de ser bom porque c.rank n3o vai mais mudar e

pai(c).rank se mudar sé vai aumentar.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Em uma execugio de find¢(c) a quantidade de elementos bons percorridos é no
maximo Ig* n + 4.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Em uma execugio de find¢(c) a quantidade de elementos bons percorridos é no
maximo Ig* n + 4.

v

Considere uma execug¢do de find¢(c).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Em uma execugio de find¢(c) a quantidade de elementos bons percorridos é no
maximo Ig* n + 4.

| A,

Prova:
Considere uma execug¢do de find¢(c).

Todos os elementos bons que n3o s3o a raiz nem o filho da raiz no caminho de c até
sua raiz tem que estar em blocos distintos, caso contrario ndo seriam elementos bons.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Em uma execugio de find¢(c) a quantidade de elementos bons percorridos é no
maximo Ig* n + 4.

| A,

Prova:

Considere uma execug¢do de find¢(c).

Todos os elementos bons que n3o s3o a raiz nem o filho da raiz no caminho de c até
sua raiz tem que estar em blocos distintos, caso contrario ndo seriam elementos bons.

Como sé existem Ig* +2 blocos distintos, 0 méximo de elementos bons no caminho de
c até R(c) é lg* n+ 4.
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank. l
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Prova:

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

@ seja p seu pai antes da execug3o.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Prova:

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)
@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).

\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Prova:

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)
@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).

Necessariamente,

\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim c é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Prova:

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)
@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).

Necessariamente,
R(d).rank, > p.rank.

\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim ¢ é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).
Necessariamente,
R(d).rank, > p.rank.

pois, antes da execugdo a distancia de R(d) até seu descendente mais distante é maior
que a distancia de p até seu descendente mais distante.

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim ¢ é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).
Necessariamente,
R(d).rank, > p.rank.

pois, antes da execugdo a distancia de R(d) até seu descendente mais distante é maior
que a distancia de p até seu descendente mais distante.

Ao final da execucdo, PAI(c) = R(d)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim ¢ é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).
Necessariamente,
R(d).rank, > p.rank.

pois, antes da execugdo a distancia de R(d) até seu descendente mais distante é maior
que a distancia de p até seu descendente mais distante.

Ao final da execucdo, PAI(c) = R(d) e, portanto,
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Toda vez que um elemento ruim ¢ é visitado, aumenta a o valor de pai(c).rank.

Seja ¢ um elemento ruim visitado durante a execu¢do de find(d)

@ seja p seu pai antes da execug3o.

Como c é ruim, ¢ # R(d) e p # R(d).
Necessariamente,
R(d).rank, > p.rank.

pois, antes da execugdo a distancia de R(d) até seu descendente mais distante é maior
que a distancia de p até seu descendente mais distante.

Ao final da execucdo, PAI(c) = R(d) e, portanto,

PAI(c).rank = R(d).rank > p.rank.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

Um elemento ruim ¢ pode ser visitado sendo ruim no maximo |B| vezes onde B é o
bloco ao qual c.rank pertence.
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

Um elemento ruim ¢ pode ser visitado sendo ruim no maximo |B| vezes onde B é o
bloco ao qual c.rank pertence.

Prova:

| N

Se ¢ é ruim, c.rank e PAI(c).rank estdo no mesmo bloco. A cada visita, o valor de
PAI(c).rank aumenta. Apés |B| visitas, o valor de PAI(c).rank n3o estard mais em |B|.
w
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Anilise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

v
Prova:

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢

A
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

v
Prova:

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢

@ Seja c um elemento ruim tal que c.rank € B = [k + 1..2].

A
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

Prova:

| N

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢
@ Seja c um elemento ruim tal que c.rank € B = [k + 1..2].

Pelo Coroldrio anterior ¢ pode ser visitado no maximo |B| vezes.

A

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

Prova:

| N

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢
@ Seja c um elemento ruim tal que c.rank € B = [k + 1..2].
Pelo Coroldrio anterior ¢ pode ser visitado no maximo |B| vezes.

Pelo Coroldrio (rank baixo) o nimero de elementos com rank r é no maximo n/2".

A
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

Prova:

| N

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢
@ Seja c um elemento ruim tal que c.rank € B = [k + 1..2].
Pelo Coroldrio anterior ¢ pode ser visitado no maximo |B| vezes.
Pelo Coroldrio (rank baixo) o nimero de elementos com rank r é no maximo n/2".

Ent3o o nimero visitas a elementos ruins com rank em B é no maximo

A
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Corolario

O ndmero de vezes que elementos ruins s3o percorridos numa sequéncia de execucdes
de find¢c é menor que n(lg* n + 2).

Prova:

| N

Considere uma sequéncia de execu¢des de find¢
@ Seja c um elemento ruim tal que c.rank € B = [k + 1..2].
Pelo Coroldrio anterior ¢ pode ser visitado no maximo |B| vezes.
Pelo Coroldrio (rank baixo) o nimero de elementos com rank r é no maximo n/2".

Ent3o o nimero visitas a elementos ruins com rank em B é no maximo

2k 1
n
IEEED I
reB r=k+1
2k (k+1) oo
n 1 n 1 n n
= oktl > o> = ket ZE = k1= 5k
r=0 r=0
< n
|B]

A

Prof. Murilo V. G. da Silva Anilise de Algoritmos



Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Dai, o niimero total de visitas a elementos ruins na sequéncia execug¢des de find¢ é <
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Dai, o niimero total de visitas a elementos ruins na sequéncia execug¢des de find¢ é <

= |Bxl
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Dai, o niimero total de visitas a elementos ruins na sequéncia execug¢des de find¢ é <

Ig* n Ig*n
g n g

1
2 B =" 2 B S

k=—1 k=—1
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Dai, o niimero total de visitas a elementos ruins na sequéncia execug¢des de find¢ é <

Ilg* n Ig* n lg* n

n
2 BT X ST =

k=—1 k=—1 k=—1
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Dai, o niimero total de visitas a elementos ruins na sequéncia execug¢des de find¢ é <

Ilg* n Ig* n lg* n

Z ﬁ:nx @gnZIZn(Ig*nJrﬂ.

k=—1 k=—1 k=—1
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

v
v
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

v

A execugio de uniong(ri, r2) tem o tempo de duas execugdes de findc(c) mais ©(1).

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

Prova:

| A\

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).

Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A\

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).

Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A\

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).
Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A\

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).
Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A\

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).
Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)

Considere uma sequéncia de m execug¢des de findc(c) e seja T o tempo de execugio
dessa sequéncia.

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A\

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).

Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)

Considere uma sequéncia de m execug¢des de findc(c) e seja T o tempo de execugio
dessa sequéncia.

@ Seja ainda B o nimero de vezes que um elemento bom foi percorrido

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).
Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)
Considere uma sequéncia de m execug¢des de findc(c) e seja T o tempo de execugio
dessa sequéncia.

@ Seja ainda B o nimero de vezes que um elemento bom foi percorrido

@ Seja R o nimero de vezes que um elemento ruim foi percorrido.

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Teorema

O tempo de pior caso de uma sequéncia de Q(n) execu¢des de uniong e/ou find¢ é
O(mlg* n).

| A

Prova:

A execug¢do de uniong(r1, r2) tem o tempo de duas execu¢des de find¢c(c) mais ©(1).

Basta, ent3o, provar que o tempo de qualquer sequéncia de m execugdes de find¢(c) é
O(mlg* n).

@ Note que union¢(c) faz modificagdes na estrutura de dados

@ Entretanto, relembre as 6 observacdes sobre isso (alguns slides atrds)

Considere uma sequéncia de m execug¢des de findc(c) e seja T o tempo de execugio
dessa sequéncia.

@ Seja ainda B o nimero de vezes que um elemento bom foi percorrido

@ Seja R o nimero de vezes que um elemento ruim foi percorrido.

E imediato que

T=0(B+R).

A\
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Lema (limintante de visita a vértices bons) temos

B < m(lg” n+4),
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Lema (limintante de visita a vértices bons) temos
B < m(lg* n+ 4),

e, portanto,
B = O(mlg" n)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Lema (limintante de visita a vértices bons) temos
B < m(lg* n+ 4),

e, portanto,
B = O(mlg" n)

e dai, se m = Q(n),

B = O(nlg* n).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Corolario anterior temos
R < n(lg* n+2)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Corolario anterior temos
R < n(lg* n+2)

e, portanto,
R = O(nlg" n)
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):
Do Corolario anterior temos
R < n(lg* n+2)

e, portanto,
R = O(nlg" n)

Como
T =0©(B+R).
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Corolario anterior temos
R < n(lg* n+2)
e, portanto,
R = O(nlg" n)
Como
T =0©(B+R).
concluimos que
T =O(mlg* n).
v
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Anélise de Hopcroft-Ullman para Union-find

Prova (cont.):

Do Corolario anterior temos
R < n(lg* n+2)

e, portanto,

R = O(nlg" n)
Como

T =©(B+R).
concluimos que

T =O(mlg* n).

Corolario

| A

O tempo de pior caso amortizado de cada execu¢do de uniong e/ou findc em uma
sequéncia de Q(n) execucdes é O(lg* n).

N
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