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1.1 O que é computacdo?

A maioria de nés tem alguma ideia, mesmo que superficial, do que sdo algoritmos e computa-
dores. Esses conceitos sdo tdo corriqueiros que, normalmente, ndo paramos para pensar muito
a fundo sobre eles. Contudo, como veremos neste livro, ao nos propormos a responder algumas
perguntas fundamentais sobre computago, precisaremos ir além de uma compreensao intuitiva ou
superficial do que sdo algoritmos e computadores.

Mas que perguntas fundamentais sdo essas? Podemos comecar com a seguinte: serd que
existe algum problema computacional para o qual ndo ha nenhum algoritmo eficiente (dentre
os infinitos algoritmos concebiveis) que o resolva? Podemos ir um passo além e fazer uma
pergunta ainda mais radical: serd que existe algum problema para o qual ndo existe nenhum
algoritmo (independentemente de efici€ncia) que o resolva? A drea de estudos conhecida como
teoria da computacdo estabelece as bases da ciéncia da computacdo ao apresentar definicdes
matematicamente precisas para conceitos como algoritmos e computadores, € ao buscar respostas
para perguntas fundamentais como essas.

Um dos primeiros cuidados que precisamos tomar é pensar em algoritmos e computadores sem
nos restringirmos aos artefatos tecnoldgicos do nosso cotidiano, como linguagens de programacao,
desktops, laptops e smartphones. Esses artefatos sdo apenas casos particulares de conceitos muito
mais gerais. A ideia é comecar a enxergar a computacdo como uma ciéncia que transcende as
tecnologias existentes. Mas seria possivel falar de algoritmos e computadores de maneira abstrata,
sem recorrer a nenhum artefato tecnolégico especifico?

Um bom ponto de partida para percebermos que isso € possivel é a observacdo de que muitos
algoritmos importantes foram descobertos muito antes do advento dos computadores modernos.
O algoritmo de Euclides, por exemplo, é conhecido hé cerca de 2300 anos'. Mas e quanto aos
computadores? No caso dos algoritmos, parece concebivel tratd-los de forma abstrata, mas seria
também possivel falar de computadores de maneira puramente abstrata, sem nos referirmos a

IPodemos citar exemplos ainda mais simples: diferentes algoritmos para operacdes aritméticas, como soma e
multiplica¢do, também ja eram conhecidos muito antes da existéncia dos computadores modernos.
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nenhuma maquina especifica? Podemos dar uma resposta curta e uma resposta longa. A curta é
“sim”. A longa € “sim, mas com algumas sutilezas”.

A chave para entender por que € possivel falar de computadores de modo puramente abstrato
estd em reconhecer que um computador é, essencialmente, uma miquina capaz de executar qualquer
algoritmo concebivel. Assim, compreender o que é um computador equivale a compreender a ideia
abstrata do conjunto, potencialmente infinito, de todos os algoritmos possiveis. A sutileza estd no
fato de que, na medida em que algoritmos e computadores possam ser implementados fisicamente,
ha restri¢des sobre o que pode ser considerado um algoritmo possivel.

O CONCEITO DE INFORMACAO EM DIFERENTES AREAS DA CIENCIA

Com a populariza¢do dos computadores na segunda metade do século XX, outro conceito
intimamente relacionado a computagdo também se popularizou: o conceito de informacao.
Essa popularizagao frequentemente nos leva a associar computagdo e informagao a artefatos
tecnoldgicos especificos, algo que, como ja mencionamos, queremos evitar neste livro.

Para ilustrar o que queremos dizer, observe que, em situagdes nas quais descrevemos
processos computacionais no mundo natural, como moléculas de DNA armazenando informagdo
ou cérebros processando informagdo, ndo é incomum pensarmos que estamos apenas usando
metéforas inspiradas por tecnologias contemporaneas. Embora isso de fato aconteca’, nio
podemos deixar de perceber que informagao e computagio sdao conceitos que existem no mundo,
seja na matemadtica ou na natureza, e que podem ser estudados como objetos em si, independentes
de qualquer contingéncia tecnoldgica.

O conceito de informagdo também j4 era estudado antes da populariza¢do dos computadores
digitais. A nog¢do comegou a ganhar espago no vocabuldrio cientifico no final do século XIX,
quando fisicos se depararam com ideias como entropia e termodinamica. Ja no século XX, uma
série de descobertas cientificas — como o surgimento da mecanica quantica (teoria na qual a
ideia de informacdo quantica é central) e a descoberta da estrutura do DNA (intrinsecamente
ligada & informagdo genética) — consolidaram a intui¢do moderna de que a informagao é um
conceito fundamental e que permeia o mundo em diferentes niveis de andlise.

TPode haver uma contingéncia histérica que nos leva a criar tais associagdes. Assim como hoje usamos informacio
como metdfora para descrever fendmenos naturais, no século XIX era comum descrever o universo como um grande
mecanismo, em analogia as engrenagens de um relégio e as leis da mecanica cldssica.

1.2 Algoritmos, problemas e computadores

Além de algoritmos e computadores, ha também um outro conceito que normalmente usamos
de maneira intuitiva e que iremos tornar preciso neste livro: o conceito de problema computacional.
Por exemplo, considere o problema de testar se um dado nimero € primo ou o problema de verificar
se existe um caminho ligando dois vértices em um grafo. Em teoria da computacao, definiremos
exatamente o que é, de maneira genérica, um problema computacional.

Uma vez que temos em maos definicdes matematicamente precisas para algoritmos e para
problemas computacionais, a pergunta que fizemos na se¢io anterior surge naturalmente: serd
que existe algum problema para o qual ndo existe nenhum algoritmo que o resolva? E importante
enfatizar que ndo estamos falando de problemas para os quais, hoje, ainda ndo conhecemos solucdes
algoritmicas, mas que, eventualmente, poderdo ser descobertas no futuro. A pergunta aqui € mais
profunda: existem problemas que, por principio, ndo podem ser resolvidos por nenhum algoritmo?
No Capitulo 6 veremos que a resposta € sim. O ponto central € que ndo vamos apenas afirmar isso,
mas prové-lo, obtendo certeza matemdtica dessa limitagdo fundamental.
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REFLETINDO UM POUCO: LIMITE TECNOLOGICO OU PRINC{PIO FUNDAMENTAL?

A existéncia de problemas insoliveis refletiria apenas uma limita¢do do que atualmente
entendemos por computadores? Ou seja: serd que tais problemas seriam insoliveis por computa-
dores apenas na nossa concepgdo corrente de computacdo? Nao poderiam, talvez, ser resolvidos
no futuro por computadores “ex6ticos”, baseados em leis da fisica ainda desconhecidas? Ou a
insolubilidade de certos problemas € um principio mais profundo e universal?

O posicdo mais comum entre os tedricos da computagdo, expresso pela Tese de Church-
Turing [Aar13; HMUOQG6; Sip06], é que qualquer problema computacional solivel pode ser
resolvido, em principio, por computadores como os que concebemos hoje. Esta tese, como
qualquer proposicdo cientifica, estd aberta a debate. Entretanto, a maioria das propostas de mod-
elos alternativos de computagdo que tentam refutd-la, embora matematicamente bem definidas,
ndo correspondem ao que intuitivamente entendemos por processos computacionais sistemati-
cos, além de parecerem fisicamente invidveis [Aar13]". O Capitulo 7 deste livro é dedicado a
discussdo dessa tese.

Apesar disso, permanece aberta a possibilidade de construirmos computadores fundamental-
mente mais eficientes que oS atuais. A pesquisa em computagao quantica, por exemplo, investiga
precisamente a viabilidade de maquinas exponencialmente mais rapidas na resolugdo de alguns
tipos de problemas.

TUm exemplo comum envolve modelos que dependem de “ordculos magicos”, capazes de executar passos com-
putacionais sem explicacdo. Outro exemplo sdo modelos que pressupdem computacdo verdadeiramente analdgica,
algo que contradiz alguns principios aceitos da fisica contemporanea.

Embora a teoria da computagdo seja um campo matemético, e nio fisico, € importante notar que
0s objetos abstratos que estudamos, como algoritmos, informagdo e computadores, se manifestam,
de alguma forma, no mundo fisico?. O seu laptop rodando Windows é talvez o exemplo mais
6bvio de um processo computacional ocorrendo em um meio fisico. Mas ele néo € o tinico. O
calculo de logaritmos com uma médquina mecénica de engrenagens no século XIX, o cérebro de um
primata processando sinais elétricos sensoriais, moléculas de DNA executando rotinas biolégicas
ou particulas subatdmicas manipulando informacao quéantica em um computador quantico sdo todos
exemplos de computacdo em diferentes substratos fisicos. (Figura 1.1).

Figura 1.1: Computagdo ocorrendo em diferentes meios fisicos: circuitos eletrdnicos, engrenagens
mecanicas, estruturas bioldgicas, moléculas de DNA e particulas subatdmicas.

O objetivo da teoria da computacdo € prover modelos matematicos para processos computa-
cionais que sejam independentes do substrato fisico em que a computacdo ocorre. Queremos
um modelo que, a0 mesmo tempo, seja abstrato, abrangente e realista o suficiente para capturar
qualquer computagdo possivel, em qualquer meio fisico. Se tivermos tal modelo, bastard estuda-lo
para compreender o que pode e o que ndo pode ser efetivamente computado.

20 ponto de contato entre a natureza matemdtica da teoria da computago e as questdes empiricas ¢ sutil. Sem entrar
em discussdes filoséficas mais profundas, queremos apenas destacar que ha uma correspondéncia entre os modelos
matematicos da computag@o e os substratos fisicos capazes de realiza-los.
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Esse € um objetivo ambicioso: buscamos um modelo que descreva toda e qualquer manipulagédo
sistemdtica de dados. Surpreendentemente, um modelo com essas propriedades foi concebido na
década de 1930: a Mdquina de Turing®. A tese cientifica que sustenta que Maquinas de Turing
possuem tal nivel de generalidade é chamada Tese de Church-Turing®.

COMPUTACAO: INSTANCIANDO OBJETOS ABSTRATOS EM OBJETOS FISICOS

Em um computador objetos abstratos, como informagao e algoritmos, sao instanciados
em objetos fisicos. Um aspecto fundamental a compreender € que o conjunto de relagdes
matemadticas entre esses objetos abstratos corresponde aos graus de liberdade de movimento
desses sistemas fisicos.

Os computadores que usamos no dia a dia sdo exemplos concretos desses modelos. Sabemos
rigorosamente como funcionam, e, portanto, temos descri¢des matemaéticas exatas deles. Veremos
que esses modelos sdo equivalentes a certas Maquinas de Turing conhecidas como Mdquinas de
Turing Universais. A caracteristica essencial dessas maquinas é que podem simular qualquer
outra Mdquina de Turing e, consequentemente, qualquer processo computacional que possa ocorrer
em algum substrato fisico. Isso significa que, pelo menos em principio, ndo existem processos de
computacio fisicamente realizdveis que resolvam problemas impossiveis para nossos computadores
atuais, desde que estes disponham de tempo e memoria suficientes. A definicdo matematica da
Midquina de Turing Universal é, portanto, o modelo formal do que chamamos de computador. O fato
de existir uma Méquina de Turing Universal, um dos resultados centrais do artigo de Alan Turing
(Figura 1.2 mostra um trecho do artigo), € o que chamamos de universalidade da computacdo.

T OSHBEUIMUOTL TOHOWIg
it with ,

fmp. The machine com-
pares the sequences marked
:ﬂﬂ Tt ernses all lottors
¥. - gim if
alike, ch“.i“__h;:-:' "

wm'mh‘tmﬂﬁmw_hmmt

Figura 1.2: Trecho do artigo de 1936 de Alan Turing, On Computable Numbers, with an Application
to the Entscheidungsproblem, onde foram estabelecidas as bases da ciéncia da computagao.

A TESE DE CHURCH-TURING E A UNIVERSALIDADE DA COMPUTACAO

“A licdo que tomamos da universalidade da computacdo é que podemos construir um objeto
fisico, que chamamos de computador, capaz de simular qualquer outro processo fisico; e o
conjunto de todos os possiveis movimentos desse computador, definido pelo conjunto de todos
os programas concebiveis, estd em correspondéncia de um para um com o conjunto de todos
os possiveis movimentos de qualquer outro sistema fisico concebivel.” — David Deutsch

3Embora pareca ousado, empreendimentos andlogos existem em outras ciéncias. Na fisica, por exemplo, certas
equacgdes pretendem descrever “todo e qualquer movimento” ou “todo e qualquer estado possivel de um sistema”. De
modo semelhante, a ciéncia da computagdo busca modelos matemadticos que descrevam “toda e qualquer manipulagao
sistemdtica de informagdo”.

4Hé, de fato, duas interpretagdes da Tese de Church-Turing. Uma a trata como uma definicdo matemadtica; a outra,
como uma afirmacio empirica sobre a realidade fisica. Nesta tltima versdo, a que nos referimos aqui.

5 Aqui, “simular” tem um significado matematicamente preciso, que expressa uma correspondéncia de um para um
entre a computagdo ocorrendo nos dois modelos.
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2.1 Alfabetos e strings

Algoritmos, computadores e problemas computacionais sdo objetos matematicos complexos.
Nosso primeiro passo serd definir os conjuntos elementares de simbolos que usaremos para construir
tais objetos. Ou seja, apresentar os tijolos basicos que serdo necessarios para construirmos todo
o nosso edificio intelectual. Estes tijolos bésicos serdo chamados de simbolos e conjuntos finitos
destes simbolos serdo chamados de alfabetos.

Definicdo 2.1.1 — Alfabeto e simbolos. Um alfabeto é um conjunto finito e ndo vazio e
simbolos sdo elementos deste conjunto.

= Exemplo 2.1 Considere o conjunto X = {a,b,c,d}. Os elementos a,b,c,d do conjunto X sdo
chamados de simbolos do alfabeto X. "

» Exemplo 2.2 Considere o conjunto ¥ = {0, 1}. Os elementos 0, 1 do conjunto X sdo chamados
de simbolos do alfabeto ¥. "

Note que os conceitos de alfabeto e simbolos nada mais sdo do que sindnimos dos conceitos
matemaéticos de conjuntos e elementos de conjuntos. Iremos usar vdrios alfabetos neste livro,
entretanto, o mais utilizado serd o alfabeto alfabeto bindrio, apresentando no Exemplo 2.2. Um
exemplo de alfabeto bastante comum no mundo das linguagens de programagéo é o conjunto de
simbolos X de caracteres da tabela ASCII!, que contém o conjunto de todos caracteres vilidos em
um programa escrito na linguagem C no padrdo ANSI C.

Assim como ndo € possivel construir um edificio usando apenas um tijolo, objetos matemati-
cos complexos ndo podem ser descritos usando-se apenas um simbolo. Para descrever objetos
matemadticos complexos, iremos utilizar sequéncias de simbolos. A segunda defini¢do que veremos
neste capitulo se refere exatamente a isso.

10 conjunto de simbolos que contém caracteres bésicos como 0, ...,9, a,...,z, A, ..., Z,+, —, %, &, #,%,>, <, ..., etc.
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Definicdo 2.1.2 — Strings. Dado um alfabeto ¥, uma string sobre ¥ € uma sequéncia finita de
simbolos de X justapostos.

= Exemplo 2.3 A sequéncia aaba é uma string sobre o alfabeto X = {a,b,c,d} do Exemplo 2.1. m
m Exemplo 2.4 A sequéncia 00101 é uma string sobre o alfabeto binario. "

m Exemplo 2.5 Um programa escrito em linguagem C pode ser visto matematicamente como uma
string sobre o alfabeto X mencionado anteriormente. "

UM PROGRAMA PODE SER VISTO COMO UMA LONGA STRING

Observe que um programa em Linguagem C € uma sequéncia de simbolos ANSI. Esta
sequéncia de simbolos inclui simbolos especiais que normalmente ndo sdo mostrados na tela do
editor de texto (i.e., caracteres que indicam quebra de linha, indentagao, espagamento, etc que
instruem o editor de texto a como dispor o c6digo na tela do computador).

Notacao 2.1. Em geral usamos a letra grega X para denotar alfabetos. No caso em que o alfabeto
ndo estiver explicitamente definido, a letra grega ¥ denotard, por convengdo, o alfabeto bindrio.

Terminologia 2.1. Embora estejamos usando “string” para se referir a uma sequéncia de simbolos,
observamos que em textos em portugués é comum também que se use “palavra” para se referir a
estes mesmos objetos matemdticos.

Defini¢do 2.1.3 — Substring e concatenagdo de strings. Uma substring de uma string w
¢ uma subsequéncia de simbolos de w. A concatenagdo de duas strings x e y, denotada xy, € a
string resultante da justaposicdo das strings x e y.

m Exemplo 2.6 As strings ab, bb e bbc sdo algumas das substrings da string abbbbc. "

m Exemplo 2.7 Para um exemplo de concatenagdo, considere as strings x = 111 e y = 000. Neste
caso, a string xy = 111000 € a concatenagdo de x e y e a string 000000 € a concatenagdo de y com
ela mesma (i.e., yy = 000000). "

Observe que concatencio ndo é uma operacdo comutativa. A partir do Exemplo 2.7, temos que
yx = 000111, portanto xy # yx. Por outro lado, para quaisquer strings x,y,z, (xy)z = x(yz), ou seja,
a operagdo de concatenagdo de strings é associativa.

TEORIA DE LINGUAGENS FORMAIS

Em alguns livros de Teoria da Computacdo a definicdo de concatenagao de strings € apresen-
tada de maneira um pouco mais formal (veja os livros [Sud05] e [LP98], por exemplo) e em
outros de maneira um pouco mais “intuitiva” (veja o livro [Sip06]), por exemplo). Esta variacao
¢ uma questdo da énfase que o autor quer dar ao assunto.

Na Definicdo 2.1.3 optamos pela versao mais intuitiva. De maneira semelhante, quando
dissemos que concatenacao € uma operacio associativa nds nao apresentamos uma demonstracdo
matematica para isso (no livro [Sud05] tal demonstracgdo é feita). Esta op¢ao que fizemos aqui
ndo tem a ver com a importincia em sermos formais, pois seremos bastante formais no decorrer
do texto. A ideia é que o nosso curso tem um enfoque mais na linha de cobrir em amplitude
as bases da teoria da computacdo e menos na linha de cobrir em profundidade a teoria de
linguangens formais.
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Definicdo 2.1.4 — Tamanho de uma string. O famanho de uma string w € o nimero de
simbolos de w, e é denotado por |w|.

» Exemplo 2.8 Considere as strings aabc e 01. Nestes casos escrevemos |aabc| =4 ¢ [001| =2. »

Notacao 2.2. Seja X um alfabeto e s um simbolo de ¥.. Embora simbolos e strings sejam objetos
matemdticos diferentes, nos referiremos a s tanto como um simbolo de ¥ quanto a uma string de
tamanho 1 sobre ¥.

Definicdo 2.1.5 — A string . Denotamos por € a string nula, ou seja, a string que ndo contém
nenhum simbolo.

Observe que, de acordo com nossa defini¢do, |€| = 0. Note também que € € substring de
qualquer possivel string. A seguir, definiremos o que € a reversa de uma string. Intuitivamente, a
ideia é simples: dada uma string w, a reversa de w, denotada por w®, € a string lida de tras para
frente (e.g., se w = 1110, entdo w® = 0111). Segue a definicdo indutiva’:

Definicdo 2.1.6 — Reversa de uma string. A reversa de uma string w, denotada wR, é
definida recursivamente da seguinte maneira:

Base: Se w = €, entio wR = €.
Caso Geral: Seja w uma string com pelo menos um simbolo. Se a string w tem a forma w = xs,

tal que x é uma string e s é uma string de tamanho 1, entio wR = saR.

Notacao 2.3. Seja ¥ um alfabeto e s € £. Diremos que uma string sobre este alfabeto é da forma
s" se a string é formada por n simbolos s consecutivos. De maneira andloga, se w é uma string
sobre X, ao escrevermos w' estamos nos referindo a concatenagdo de n copias da string w.

= Exemplo 2.9 A string 11111 pode ser escrita como 1°. "

= Exemplo 2.10 Considere a string w = 10. Com isso w® = 101010101010. "
Note que, em particular, X’ = & para qualquer string x.

Definicdo 2.1.7 — Poténcia de um alfabeto. Dado um alfabeto X, o conjunto X' de strings
w sobre X, tal que |w| = i, é dito uma poténcia de X. Definimos X° = {g}.

Por exemplo, dado o alfabeto bindrio X, o conjunto X3 é o seguinte conjunto de strings:
¥3 = {000,001,010,011,100,101,110,111}.

Dado um alfabeto X e i € N, note que X’ é um conjunto finito. A seguir vamos definir o conjunto
infinito de todas as strings sobre ¥, ou seja, X° UX! UX?U---. A definicdo formal é a seguinte.

Defini¢do 2.1.8 — O conjunto £*. Dado um alfabeto X, o conjunto de todas as strings sobre
Y € definido como

=z

i>0

2Uma definicdo indutiva é a mesma coisa que uma defini¢do recursiva. Em teoria da computacio serd bastante
comum usar raciocinio indutivo. Este tipo de raciocinio serd ttil ndo apenas em demonstragdes de teoremas, mas também
em vdrias definigdes.
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Exercicios
Exercicio 2.1 SejaX={0,1},x€X* ey € {a,b,c}*. Responda verdadeiro ou falso.
(a) Se w € uma string da forma x01, entdo |w| > 2?
(b) Se w € uma string da forma x010, entdo |w| > 3?
(c) Se w € uma string da forma y010, entdo w € uma string sobre X?
|
I Exercicio 2.2 Seja ¥ um alfabeto e i um niimero natural. Qual é a cardinalidade de X'? u
Exercicio 2.3 Dado um alfabeto X, a Defini¢@o 2.1.8 estabelece o conjunto X* de
todas as strings possiveis com simbolos de X. Apresente uma defini¢do alternativa para X* (ou
seja, uma definicdo diferente da Definicdo 2.1.8, mas que resulte no mesmo conjunto de strings)
que seja recursiva.
Solucao:

Dado um alfabeto ¥, conjunto X* é definido da seguinte forma:

Base: e € X*

Inducgdo: Se w € ¥*, entdo Va € X temos que wa € ¥*. -
Exercicio 2.4 Nesta se¢io, fornecemos uma defini¢ao informal para a concatenagdo de uma
string x com ela mesmo 7n vezes, denotada x". Forneca uma defini¢do formal indutiva para x". =

I Exercicio 2.5 E verdade que x° = y° para qualquer par de strings x e y? m
Exercicio 2.6 Seja w uma string sobre um alfabeto qualquer e k£ um inteiro nao
negativo. Mostre que (w')R = (wR)’. =

Linguagens

Na se¢do anterior comecamos com elementos fundamentais chamados simbolos e os usamos
para construir objetos complexos chamados de strings. Agora vamos usar strings como elementos
fundamentais para construir objetos ainda mais complexos chamados de linguagens.

| Definicdo 2.2.1 — Linguagem. Seja X um alfabeto. Uma linguagem € um conjunto L C X*.

Em outras palavras, dado um alfabeto, uma linguagem € um conjunto qualquer de strings sobre
este alfabeto. Por exemplo, L = {aba,acccc,b} é uma linguagem sobre o alfabeto ¥ = {a,b,c}.

Observe que strings e linguagens sdo objetos matematicos diferentes. Enquanto strings sdo
sequéncias, linguagens sio conjuntos. Enquanto strings tem tamanho finito, linguagens podem ter
tamanho finito ou infinito.

Nos Exemplos 2.11, 2.12, 2.13 e 2.14 apresentamos algumas linguagens bindrias que serdo
bastante comuns neste curso:

= Exemplo 2.11 L,, = {€,01,0011,000111,...} = {w € {0,1}* : w é da forma 0"1", n > 0}. =

» Exemplo 2.12 L;,, = {€,0,1,00,11,010,101,000,...} = {w € {0,1}* : w é um palindromo}. m
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» Exemplo 2.13 L, = {10,11,101,111,1011,...} = {w € {0,1}* : w € um niimero primo escrito
em bindrio}. .

= Exemplo 2.14 Ly, = {0,1,100,1001,10000,...} = {w € {0,1}* : w € um nimero quadrado
perfeito escrito em bindrio}. "

LINGUAGENS NATURAIS E LINGUAGENS FORMAIS

Observe que chamamos conjuntos de strings de linguagens. A razdo disso é que hd uma certa
analogia com o conceito que intuitivamente conhecemos como linguagem, usada naturalmente
em nosso dia a dia. Vamos a alguns exemplos que nos ajudardo a tornar isso mais claro.

» Exemplo 2.15 Seja X, = {a,b,c,...,z} um alfabeto (i.e., o alfabeto da lingua portuguesa). m

Considere agora o conjunto L contendo todas as palavras da lingua portuguesa. Note que
este conjunto, por se tratar de um conjunto de strings sobre Xy, de acordo com Definicao 2.2.1
¢ formalmente uma linguagem (por questao de simplicidade, estamos ignorando aqui sinais
grificos como acentos, hifens, pontuagao, etc). Poderiamos chamar este conjunto de strings de
“linguagem portuguesa”. Por exemplo, observe que bola € L, caneta € L, inconstitucional € L.

» Exemplo 2.16 Seja Xy = {a,b,c,...,z,U}. "

Ao incluirmos o simbolo “LI” em nosso alfabeto, temos algo para ser usado de separador de
palavras. Com isso, poderiamos montar um frase como a Ll bola | verde || escura. De maneira
simplificada, novamente, poderiamos pensar na lingua portuguesa como sendo o conjunto L de
todas as strings que correspondem a frases validas em portugués.

Neste ponto, um linguista nos chamaria ateng¢do (com razdo!) para o fato que tentar definir
matematicamente a lingua portuguesa nao é uma tarefa tdo ficil e argumentaria que o conteido
das linguagens L e L' que acabamos de ver nio é tdo bem definido como estamos sugerindo.
Poderfamos até tentar contra-argumentar dizendo que, pelo menos no caso de L, seria possivel
sermos formais definindo a linguagem como sendo o conjunto de todas as palavras de algum
diciondrio especifico fixado a priori (ja para o caso de fornecer uma defini¢do exata para L' a
tarefa seria bem mais dificil).

Entretanto, o nosso foco neste livro ndo sio linguagens naturais como a lingua portuguesa,
sendo que os exemplos vistos acima sdo Uteis apenas para ilustrar a relacdo que hd entre o
conceito matematico de linguagem e o conceito intuitivo de linguagem natural. Ainda assim,
existem muitas linguagens que nds, profissionais de computacgao, lidamos no dia a dia e que sdo
completamente formais. Voltando a um exemplo que vimos anteriormente, considere o alfabeto
Y da Se¢do 2.1. A linguagem sobre X, definida abaixo é matematicamente precisa:

Le ={w € XZ{ : “w é um programa vdlido em linguagem C”}

A linguagem L., definida acima, consiste de todos os (infinitos) possiveis programas vélidos
escritos em linguagem C. Embora tenhamos escrito textualmente a expressao informal “w é
um programa vélido em linguagem C” na nossa especificacdo das strings contidas no conjunto
L., esta linguagem pode, sim, ser matematicamente bem definida. Para tal precisamos de
algumas ferramentas matemadticas, especialmente um conceito matemético conhecido como
gramdtica formal. Mais adiante neste livro veremos formalmente o que é uma gramaética
formal e discutiremos brevemente algumas aplicagdes disto na especificacio de linguagens de
programacao e na constru¢io de compiladores.
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Em diversas situacdes nds interpretamos strings bindrias ndo apenas como meras sequéncias de
0’s e 1’s, mas como niimeros naturais representados em base bindria. Em tais situacdes a seguinte
notacao serd conveniente:

Notacio 2.4. O niimero natural representado pela string bindria w é denotado por N(w).

Por exemplo, se w; = 101 e wy = 1111, entdo N(w;) =5 e N(wz) = 15. Note que N ndo
é uma bijecdo, pois vdrias strings podem estar associadas a um mesmo nimero. Por exemplo,
N(01)=N(1)=1.

Convencgio: N(g) = 0.

Uma das vantagens da Notacdo 2.4, é tornar a nossa escrita mais concisa na defini¢do de
algumas linguagens. Por exemplo, a linguagem dos nimeros primos e a linguagens do ndmeros
miltiplos de 3 podem ser denotadas, respectivamente, por L, = {w : N(w) é um niimero primo} e
L; = {w: N(w) é um miiltiplo de 3}.

Linguagens e problemas computacionais

O que significa o problema de “festar se um niimero n é primo”? Uma maneira de tentar
formalizar isso € pensar que isso € equivalente ao seguinte problema: dada uma string w, decidir
se w € a representacdo bindria de um niimero primo, ou seja, testar se a string w pertence a
linguagem L, do Exemplo 2.13. Para aqueles que ndo gostam de nimeros bindrios, poderiamos
alternativamente definir a linguagem dos nimeros primos usando outros alfabetos (e.g., o alfabeto
dos digitos de 0 a 9), mas isso realmente ndo € tdo importante aqui. O ponto central é que uma vez
que fixamos um alfabeto, digamos o alfabeto bindrio, a linguagem L, incorpora a propriedade “ser
primo”, pois todos os objetos contidos neste conjunto tem tal propriedade e todos os objetos que
ndo fazem parte deste conjunto nao tem tal propriedade. Portanto, responder se um nimero é primo
se reduz a distinguir se uma dada string pertence ou ndo ao conjunto Lp.

TESTANDO SE UM OBJETO MATEMATICO POSSUI CERTA PROPRIEDADE

Em teoria da computacao € bastante comum pensamos em linguagens como sindnimos de
problemas computacionais. Embora esta ideia pareca simples, ela também é bastante poderosa.
Existem outras maneiras de tornar formal o conceito de problema computacional e, no decorrer
deste livro, veremos outras definicdes mais sofisticadas para tal. Entretanto, em boa parte do
curso o uso de linguagens serd o formalismo padrao para representar problemas.

Para quem ainda ndo esta convencido de que existe tal conexado direta entre o conceito de
linguagem e o conceito de problema, uma maneira intuitiva de se pensar a respeito disso segue
na seguinte linha: No funcionamento interno de um computador, qualquer objeto matematico,
em ultima andlise, é uma sequéncia de bits. No caso particular do exemplo acima, quando
escrevemos um programa para testar se um dado niimero € primo, o que o programa faz é testar
se uma sequéncia de bits da memdria do computador representa ou ndo representa um nimero
primo em bindrio. Ou seja, no final das contas, o que o programa estd fazendo € testar se uma
string do alfabeto bindrio pertence ou nao a linguagem L,. Nao é muito dificil de ver que esse
tipo de raciocinio pode ser generalizado para uma série de outros problemas. De fato, qualquer
problema cuja solucdo envolva testar se um dado objeto matematico tem uma certa propriedade
pode ser modelado usanddo uma linguagem.

Exercicio 2.7 Seja £ um alfabeto arbitririo. E verdade que os conjuntos £*, &, {e} e % sdo0
todos linguagens sobre ¥.? Justifique. u
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Exercicio 2.8 Seja X = {0,1}. Forneca uma defini¢do formal para a linguagem sobre X das
strings que representam nimeros multiplos de 4 escritos em bindrio. =

Exercicio 2.9 Seja £ um alfabeto qualquer. E verdade que a linguagem {w : 3x € £* tal que
w = xxR} é a linguagem de todos os palindromos construidos com simbolos de £? Em caso
afirmativo, prove. Em caso negativo, forneca um contra-exemplo e, em seguida, forneca uma
defini¢do formal adequada para a linguagem dos palindromos construidos com simbolos de X. =

2.2.2 Operacdoes com linguagens

Nesta secdo, apresentaremos trés operacdes fundamentais sobre linguagens, denominadas unido,
concatenacdo e fecho.

Definicdo 2.2.2 — Unido de Linguagens. Dadas duas linguagens L e M, a unido de L com
M, denotada L+ M ¢é a linguagem obtida pela unido de L com M.

Definicdo 2.2.3 — Concatenac¢do de Linguagens. A concatenagdo de duas linguagens L
e M é o conjunto de todas as strings que podem ser formadas tomando-se uma string x de L e
uma string y de M e fazendo a concatenacdo xy. Denotamos a linguagem resultante por LM ou
L-M.

= Exemplo 2.17 Considere as linguagens L = {00,0} e L' = {1,111}. A concatenagdo destas duas
linguagens é LL' = {001,00111,01,0111}. "

» Exemplo 2.18 Seja L = {a,aa,aaa, ...} e M = {&,x,xx,xxx,...}. Para computarmos quais sdo
as strings de LM, comecamos com a primeira® string de L e a concatenamos com cada uma das
strings de M, obtendo a,ax, axx, axxx,..., etc. Adicionalmente, tomamos a segunda string de L
e também concatenamos com cada uma das strings de M, obtendo aa, aax, aaxx, aaxxx,..., etc.
Seguimos fazendo isso com cada uma das (infinitas) strings de L. De maneira mais precisa, temos
que LM = {d'x* : i>1ek>0} .

Exercicio 2.10 Seja L = {a,aa,aaa}. Qual a linguagem LLL?

Soluc¢do: Primeiramente, observe que LL = {aa,aaa,aaaa,aaaaa,aaaaaa}. Para obter a lin-
guagem LLL precisamos concatenar L com LL. Portanto, LLL = {aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa,
aaaaaa, aaaaaaad, aaaaaaaaa . u

Exercicio 2.11 Seja X ={0,1} e sejam L; e R as linguagens sobre ¥ definidas da
seguinte forma: L, = {w : N(w) é um mdltiplo de 3} e R = {0}. Qual é a linguagem L,R?

Solucao: As strings contidas na linguagem da concatencdo L;R sdo as strings de L; adicionadas
de um 0 ao final. Note que quando adicionarmos 0 ao final de um ndmero binério o resultado é
um novo ndmero bindrio que € dobro do niimero original. Portanto a linguagem resultante é:
LR = {w : N(w) é um miiltiplo de 6}. .

3 A rigor ndo existe ordem nos elementos de um conjunto, mas para simplificar a explicacio, nos referimos aqui a a
como a primeira string de L, aa como segunda string de L, e assim por diante.
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Notacdo 2.5. Usamos a notacdo L', para i > 2, para denotar a concatenacdo de uma linguagem
L consigo mesmo i — 1 vezes, isto é, L' = LL...L. Para o casoi=0 e i=1 a notagdo se refere,

i vezes
respectivamente, aos conjuntos L° = {€} e L' = L.

Exercicio 2.12 Seja X = {0, 1}. Considere a linguagem R = {0} sobre X. Qual é
a linguagem X*R? E qual € a linguagem Y*R%?
Soluc¢io: Lembrando que as strings bindrias terminadas em 0 sdo precisamente os miltiplos de
2 em bindrio e a o multiplicarmos muiltiplos de 2, temos multiplos de 4, temos que:
o Y*R={w:N(w) é um mdltiplo de 2}.
* Z*RR = X*R? = {w : N(w) é um miltiplo de 4}. ;
A operagdo de concatenacio de uma linguagem com ela mesma pode ser feita infinitamente,
como definido a seguir:

Definicdo 2.2.4 — Fecho de uma Linguagem. O Fecho de uma linguagem L, denotado por
L*, é o conjunto de strings que podem ser formadas tomando-se qualquer niimero de strings de

L (possivelmente com repeti¢des) e as concatenando. Isto é, L* = J L.
>0

Terminologia 2.2. O Fecho de uma linguagem L também é conhecido como Fechamento de L ou
Fecho de Kleene de L.

= Exemplo 2.19 Seja L = {000, 111}. Entdo L* = {&, 000, 111, 000000, 000111, 111000, 111111,
000000000, 000000111, 000111000, ... }. "

Observe que ao escrevermos A*, devemos especificar exatamente o que significa A. Se A é

7

um alfabeto, entdo A* € a unifo infinita de conjuntos poténcia de A. Por outro lado se A € uma

z

linguagem, entdo A* € o Fecho de A, ou seja, a sequéncia infinita de concatenacdes de A consigo
mesma. Entretanto, note que em ambos 0s casos, note que A* é uma linguagem. Mais precisamente,
a linguagem de todas as strings construidas usando os elementos do conjunto A como “tijolos
béasicos”. Caso A seja um alfabeto, estes tijolos basicos sdo simbolos, caso A seja uma linguagem,
estes tijolos basicos sdo strings.

Exercicio 2.13 Sejam L = {1} e R = {0} linguagens. Qual é a linguagem LR*?

Solucéo: A linguagem é LR* = {w : N(w) é uma poténcia de 2}. n

Exercicio 2.14 Nas questdes abaixo, A é sempre um alfabeto e L é sempre uma linguagem.
¢ Para todo A, é verdade que A = A*?
* Existe A, talque A = A*?
* Para todo A, é verdade que A* = (A*)*
* Para todo L, é verdade que L* = (L*)*
 Para todo L e A tal que L € uma linguagem sobre A, é verdade que A* = L*

¢ Existe uma linguagem L sobre A tal que A* = L*.

* Seja L uma linguagem ndo vazia. Qual € a linguagem resultante da concatenacdo de L
com o conjunto vazio?

» Paratodo L, € € L*? (note que L pode ser até mesmo o conjunto vazio)
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Um dos objetivos deste livro € prover uma defini¢do formal para o conceito de algoritmo. N6s
alcancaremos este objetivo no Capitulo 5, com a defini¢do das Mdquinas de Turing. O que veremos
neste Capitulo 3 é a defini¢do de autématos finitos, um modelo matematico com poder de expressiao
menor do que o das Maquinas de Turing. Por menor poder de expressdo, queremos dizer que apenas
um subconjunto de todos os possiveis algoritmos pode ser expresso na forma de um autdémato finito.
O estudo desse modelo serd fundamental para nos familiarizarmos com os conceitos matematicos
que serdo utilizados na compreensao das Maquinas de Turing.

3.1 Automatos Finitos Deterministicos (AFDs)

Considere uma maquina que vende chocolates que custam 6 reais. A Figura 3.1 ilustra tal
madaquina juntamente com um diagrama que descreve seu mecanismo de funcionamento interno.

I /\f\mw
TR

Figura 3.1: Uma maquina que vende chocolates de R$ 6 que podem ser comprados com moedas de
R$ 1 e R$ 2. Ao lado um diagrama simplificado descrevendo o seu mecanismo de funcionamento
interno. Por exemplo, se inserirmos duas moedas de R$ 2 e duas moedas de R$ 1, a maquina,
atingird o estado OK, indicando que a maquina “aceitou a entrada”. Observe as sequéncias de
moedas que fazem a maquina atingir o estado OK sdo exatemente aquelas cuja soma dos valores
das moedas seja R$ 6.

1,2
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Diagramas como o do lado direito da Figura 3.1 sdo conhecidos como autématos finitos
deterministicos. A ideia é entender que a entrada da mdquina € uma sequéncia de moedas (podemos
também pensar que a entrada é uma string cujos simbolos s@o moedas), que podem ser de 1 ou 2
reais. A maquina libera o chocolate se as moedas somarem exatamente 6 reais. H4 uma indicacdo
de INiCIO no estado A, pois este é o estado que a maquina se encontra antes de todo processo
comecar. A partir do estado A, a mdquina faz uma transicio para cada moeda que é fornecida como
entrada. A mdquina libera o chocolate ao final do processo se, e somente se, ao final da sequéncia
de moedas o estado da maquina OK. Caso a miquina termine a computagdo em qualquer outro
estado, entendemos que ela simplesmente devolve todo dinheiro sem liberar nenhum chocolate.
Embora este seja um exemplo de maquina simples demais para ser util na pratica, ele servira para
entendermos como funcionam automatos.

REFLETINDO UM POUCO: MODELOS MATEMATICOS E OBJETOS FISICOS

No Capitulo 1 dissemos que podemos pensar em computadores como “instancia¢des de
objetos abstratos e seus possiveis relacionamentos matematicos em objetos fisicos e seus
conjuntos de possiveis graus de liberdade de movimento”. Note que a Figura 3.1 apresenta
exatamente isso, pois:

(1) A mdquina de chocolates € um objeto fisico. Podemos imaginé-la como tendo engrenagens
internas, de forma que, a cada instante, a mdquina se encontra em um determinado estado.
Observe que, embora essa maquina ndo seja um computador de propdsito geral, ela € a
instanciacdo fisica de um algoritmo.

(2) O diagrama é o modelo matemético. Em particular, trata-se de um objeto matemadtico
definido por um conjunto de estados, um conjunto de simbolos que aparecem nos rétulos
das transicdes (o conjunto 1, 2) e, além desses conjuntos, por certas relacdes matemadticas
que associam estados e simbolos, sendo essas relacdes indicadas pelas setas do diagrama.
A defini¢do exata dessas relacdes ficard clara no decorrer desta secao.

O ponto central aqui é que o objeto matemdtico e suas relacoes matemdticas estdo em uma
correspondéncia de um para um com o objeto fisico e seus graus de liberdade de movimento.
Os graus de liberdade de movimento sdo os tipos de movimentacdes que os mecanismos internos
da maquina de vender chocolate tem.

Modelando matematicamente automatos

Nesta sec@o veremos uma defini¢do precisa para diagramas como 0s vistos na secdo anterior.
Na discussiao anterior, utilizamos esses diagramas de maneira intuitiva. Entretanto, para trat-los
formalmente como objetos matematicos, é necessario apresentar uma definicdo rigorosa.

Definicdo 3.1.1 — Autémato Finito Deterministico (AFD). Uma Automato Finito Deter-
ministico é uma 5-tupla D = (Q, X, 8, qo, F ), tal que:

0 € o conjunto de estados;

Y € o conjunto de simbolos de entrada;

0 é a fungdo de transicdo 6 : Q X X — Q;

qo € Q € o estado inicial;

F C Q é o conjunto de estados de aceitacdo.

Terminologia 3.1. Na maior parte dos casos, diremos simplesmente automatos ou AFDs para
nos referirmos aos automatos finitos deterministicos. Observamos também que em alguns livros,
utiliza-se o acrénimo DFA, advindo da expressdo em inglés “deterministic finite automaton”. O
conjunto de estados de aceitacdo de um AFD também é chamado de conjunto de estados finais.
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Algo importante a observar € que a Definicdo 3.1.1 se refere a um autdmato genérico, ou seja,
os conjuntos e a relacdo que compdem a S-tupla ndo estdo especificados. Quando formos modelar
matematicamente um algoritmo em particular, como o algoritmo da méaquina de chocolates da
Figura 3.1, precisaremos apresentar uma instdncia especifica dessa definicdao. O Exemplo 3.1,
apresentado a seguir, ilustra isso.

= Exemplo 3.1 — Modelo matemdatico da mdquina de vender chocolates. Uma definicdo
matematica para o algoritmo implementado pela maquina da Figura 3.1 é o autémato finito
deterministico C = (Q., X, 6., A, F.), sendo que os componentes da 5-tupla so:
Q. ={A,B,C,D,E,F,0K,G};
r.={1,2};
0. : Qc x X, — Q. € a fungdo definida caso a caso a seguir:
o:(A,1) =B, 6:,(A,2)=cC, 6/(B,1)=c, 6:,B,2)=D, 6/(c,1)=D, 6/(C,2) =E,
6:(D,1) =E, 6.(D,2) =F, &(E,1)=F, 6:(E,2) = 0K, &(F,1) = 0K, 6.(F,2) =G,
6:(0K,1) =G, 6.(0K,2) =G, 6.(G,1) =G, 6,(G,2) =G.
O estado A € o estado inicial;
O conjunto unitdrio {OK} é o conjunto de estados de aceitagéo. "

DEFINICOES GENERICAS E DEFINICOES ESPECIFICAS

Uma habilidade que é muito importante para estudantes de teoria da computacio € a distin¢ao
entre um conceito genérico e uma instancia particular de tal conceito. Na Definicdo 3.1.1 temos
a defini¢do para um AFD em geral e no no Exemplo 3.1, a 5-tupla C = (Q., X, 6., A,F.) é a
defini¢cdo do AFD que especificamente correspondente a maquina de vender chocolates.

Vamos usar a seguinte analogia: pense nas funcdes f(x) = x> e g(x) = logx. Temos aqui
dois casos especificos e matematicamente bem definidos de func¢des. Entretanto, sabemos que
é perfeitamente possivel sermos mais gerais e fornecermos uma defini¢do para o conceito de
fungdo’ tal que as fungdes f(x) e g(x) anteriores sio casos particulares (ou instanciagdes) de
tal definicio. Ou seja, podemos falar de objetos matematicos especificos, como f(x) = x> e
g(x) =logx, mas também do objeto matemético genérico que chamamos de fungdo. Em nossos
estudos, € bastante importante desenvolver a flexibilidade mental necesséria para compreender

essa distingdo entre o caso geral de uma defini¢cdo e seus casos particulares.

DIAGRAMA DE ESTADOS

No caso de uma instancia particular de um AFD, € possivel fornecer uma representacao gra-
fica do autdmato na forma de um diagrama de estados, com setas para indicar o comportamento
da funcdo de transi¢do, como fizemos na Figura 3.1. Por convencdo, indicamos os estados finais
por dois circulos concéntricos e o estado inicial pela indicagdo INiCI0. Um ponto importante a
observar € que nio € possivel desenhar um diagrama para um AFD “em geral”, mas apenas para
instancias particulares. Usando a analogia apresentada anteriormente, ndo podemos desenhar
o gréfico do conceito geral de uma fungdo, mas apenas o grafico de casos particulares, como

f(x) = x? ou g(x) = logx.

TCuriosamente, uma fungo é definida como um caso particular de um objeto matematico ainda mais geral,
conhecido como relagdo.
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m Exemplo 3.2 — Detectando substrings. Considere o problema de detectar se uma dada string
bindria de entrada contém a substring 01. Esse problema pode ser resolvido pelo autdmato
A=(0,%,8,p,{r}), tal que Q = {p,q,r}, X ={0,1} e a fungdo 6 ¢ definida abaixo:

6(p,1) =p, 8(p,0)=¢q, 6(¢,0) =g, 8(g;1)=r, 8(r,0)=r, 8(r1)=r.

O diagrama do autdomato A € o seguinte:

1 0 0.1
' ~((
INICIO —
| |
Exercicio 3.1 Desenhe o diagrama do autdmato A = ({s,r,u},{0,1},0,t,{t,u}),
tal que a fungdo 6 é definida abaixo:
0(s,0) =1, o(s,1)=s, 0(1,0) = u,
o(t,1)=t, 6(u,0) =35, o(u,1)=u.
Solucao:
1 1 1
' ~(=(
INICIO —
0

A fungdo 6 do Exemplo 3.2 é um tipo de funcio definida ponto a ponto (ou seja, ela ndo
possui uma regra geral que descreva seu comportamento, como ocorre com as fungdes que estamos
acostumados a estudar em Célculo, por exemplo, f(x) = x?). Em Teoria da Computacio, fungdes
que ndo podem ser facilmente descritas por regras gerais sdo bastante comuns. Para facilitar sua
representacdo, descreveremos & por meio de uma tabela, como a apresentada no exemplo a seguir:

[0 1
—+pP|q P
q\|q r
*rrlr or

Table 3.1: Tabela de transi¢cdes da funcéo & do AFD do Exercicio 3.2.

Na primeira coluna da Tabela 3.1.1, em negrito, temos os estados p, g, r do autdmato. A seta ao
lado do estado p indica que ele € o estado inicial e o asterisco ao lado do estado r indica que ele é
um estado de aceitacdo. No topo da tabela, também em negrito, temos os simbolos do alfabeto, ou
seja, 0 e 1. Preenchemos a posicao correspondente a linha do estado p e a coluna do simbolo 0 com
o valor g, pois 8(p,0) = g. As demais linhas da tabela sdo preenchidas de maneira semelhante.

No decorrer deste livro, ao nos referirmos a um AFD, estritamente falando, estaremos nos
referindo a uma 5-tupla. Porém, por questdes de convenié€ncia, serd bastante comum apresentarmos
a tabela de transi¢des ou mesmo o diagrama, para descrever o AFD em questdo.
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Aceitacdo e rejeicdo de strings: ideia intuitiva

A ideia central é enxergar o AFD como um objeto que recebe uma string w = wiwy ... w, COmMo
entrada, processa os simbolos de w, um a um, e produz uma saida. Durante o processamento de w,
cada passo consiste em ler um simbolo w;, mudar de estado e descartar w;. Assim, o AFD descarta,
passo a passo, os simbolos de w enquanto muda de estado. O ponto central € que podemos fazer a
seguinte pergunta:

* Em que estado o AFD se encontra apds o descarte do dltimo simbolo de w?

Digamos que, apds a tltima transi¢ao de estados, o AFD atinja um determinado estado g. A
ideia é que, se g for um estado de aceitagdo, diremos que o AFD aceitou a string w. Por outro lado,
se ¢ ndo for um estado de aceitagdo, diremos que o AFD rejeitou a string w.

Exercicio 3.2 Forneca um AFD com alfabeto bindrio que aceite as strings w tal
que N(w) é um miuiltiplo de 3.

Solucao: O seguinte autémato resolve o problema:

0 1
1 0
INicIO —>
1 0

Exercicio 3.3 SejaX = {a,b,c}. Seja L = {w € X* : w ¢ da forma xbbya, sendo que x,y € X*}.
Construa um AFD que aceite a string w fornecida como entrada se, e somente se, w € L. u

Exercicio 3.4 SejaX ={0,1}. Seja L ={w € X*: |w| <3}. Construa um AFD que aceite a
string w fornecida como entrada se, e somente se, w € L. u

Exercicio 3.5 Seja X = {0,1}. Seja L = {w € X* : w contém a substring 011}. Construa um
AFD que aceite a string w fornecida como entrada se, e somente se, w € L. u

O que precisamos fazer agora € transformar essa ideia intuitiva de que um AFD aceita algumas
strings e rejeita outras em defini¢des matemadticas precisas.

Aceitacdo e rejeicdo de strings: definicdo formal

Voltando a nossa mdquina de vender chocolates, considere o seguinte: se a maquina estiver no
estado B e receber trés moedas de 1 real, em que estado ela vai parar? A resposta é que a mquina
atingird o estado E. O mais importante aqui € atentar para a pergunta que fizemos: dado um estado
e uma sequéncia de moedas, qual é o estado resultante?

O que vamos fazer agora é formalizar essa ideia de que, dado um estado g e uma sequéncia de
simbolos w, obtemos um estado resultante ¢’. O objeto matematico que modela essa ideia é uma
funcéo 5: 0 x X* — Q, cuja defini¢do é obtida a partir da fungo 6 original do autdmato. Para o
exemplo da maquina de vender chocolates, 5. deve ser definida de modo que SC(B, 111) =E.
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Definicdo 3.1.2 — Funcdo de trasicdo estendida. Dado um AFD D = (Q,X,9,qo,F), a
funcgdo de transicdo estendida & de D é a fungdo 6 x £* — Q definida indutivamente:

Casq base: w =¢€.
0(q,€)=¢q
Passo indutivo: |w| > 0.

Seja w uma string da forma w = xa, em que x € £* e a € X. Entdo, §(q,w) = 8(8(g,x),a).

A razdo de termos apresentado a Defini¢do 3.1.2 é que agora temos uma maneira precisa de
dizer o que significa um AFD D aceitar ou rejeitar uma string. Essa defini¢do € a seguinte:

Definicao 3.1.3 — Aceitacdo e rejeicdo de strings. Seja D = (Q,X,0,q0,F) um AFD e

‘A

w € X*. Se 8(qo,w) € F, dizemos que D aceita a string w. Caso contrério, isto &, se 8(qo,w) ¢ F,
dizemos que D rejeita a string w.

Podemos generalizar a ideia de aceitagdo de uma string para a de aceitagdo de uma linguagem.
Se L € o conjunto de todas as strings aceitas por D, entdo dizemos que D aceita a linguagem L.
Nesse caso, dizemos que L € a linguagem de D. Essa nocao é formalizada a seguir.

Definicdo 3.1.4 — Linguagem de um AFD. Seja D = (Q,X,6,qo,F) um AFD. A linguagem
de D, denotada por L(D), é definida como L(D) ={w € £*: 6(qo,w) € F}.

Seja L uma linguagem. Se um AFD D satisfaz L(D) = L, dizemos que D decide a linguagem L.
Dizemos também que D aceita' alinguagem L. Estamos agora em condicdes de definir formalmente
o conceito de linguagem regular:

Definicdo 3.1.5 — Liguagem Regular. Uma linguagem L € dita regular se existe um AFD D
satisfazendo L = L(D).

se, e somente se, a string pertence a linguagem L, para cada um dos casos abaixo:
(a) L=X".
(b) L={w : wé terminada em 00}.
(c) L= {w:w tenha um nimero impar de 1’s}.
(d) L={w :wtem ao mesmo tempo um nimero par de 0’s ¢ um nimero par de 1’s}
(e) L= {w:onimero de 0’s em w & divisivel por 3 e o niimero de 1’s é divisivel por 5}.

(f) L={w:sew' é uma substring de w com |w'| = 5, entdo w’ tem pelo menos dois 0’s}. ,

Exercicio 3.7 Considere um AFD D = (Q,X,8,qo,F). Sejam x,y € X*, a € X e g € Q quaisquer.

(a) Mostre que &(g,xy) = 6(8(q,x),).

| Exercicio 3.6 Seja X = {0,1}. Construa um AFD que aceite a string fornecida como entrada
‘ (b) Mostre que 0(g,ax) = 0(6(q,a),x). n

Exercicio 3.8 Seja L uma linguagem sobre o alfabeto X. O complemento de L, denotado por L,
é definido por L = £* \ L. Prove que, se L € regular, entdo L também € regular. u

! Alguns textos utilizam também a expressio “L é reconhecida por D”.
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Exercicio 3.9 Considere o seguinte AFD D = (Q,X, 8, qo, F), tal que
c 0= 490,491,925 ---,96-
«$=0,1,2,...,6.
* F=qo.
* A fungio de transi¢do 6 € definida por 8(g;,i) = gk, onde k = (j+i) mod 7.

Qual ¢ a linguagem aceita por D?

Exercicio 3.10 SejaD = (Q,X,8,qo,F) um AFD. Escreva um programa em pseudocddigo que
receba como entrada uma string w € £* e responda SIM se w € L(D) e NAO caso contrario. =

sendo O ={q0,4q1,---,q9x} € P={po,p1,---,Pn}-

Construiremos agora um terceiro AFD, denotado por Dy, a partir dos dois AFDs anteriores.
A ideia é que, dada qualquer string w, o AFD D4 simule simultaneamente a computacio de
Dg com w e a de Dp com w. Por exemplo, se, na terceira transi¢do, D¢ estiver no estado g e
Dp estiver no estado ps, entdo, nessa mesma transi¢do, o AFD Dy estard no estado (g1, ps). A
defini¢do formal dos componentes de Dy = (A, X, 64,a0, F4) é dada a seguir:

e A= Q x P (ou seja, para cada g; € Q e p; € P, existe um estado (g;, p;) € A).

* ag = (4o, po)-

* F; = {“conjunto de todos os elementos (g;, p;) tais que ¢; € Fp e p; € Fp”}.

* Definigdo de 84: para todo g;,q; € Q, todo p,, p; € P e todo simbolo s € X, temos que:
Se 8¢(qi,s) = q; € Sp(pr,s) = py, entdo S4((qi, pr),s) = (q;, Pr)-

Sendo Ly = L(Dg) e Lp = L(Dp), responda: qual € a linguagem aceita por Dy ?

Exercicio 3.12 No Exercicio 3.2, mostramos que o autdmato abaixo aceita a
linguagem L; = {w : N(w) é um miltiplo de 3}.
0
1

1
0
weo—(m (@ e
0

1

Prove formalmente que essa solugdo estd correta. Como dica, use indugdo para mostrar que
w € L, se, e somente se, 5(q0, w) = qo. n

| Exercicio 3.11 Considere os seguintes AFDs: Dy = (Q, X, 89,90, Fp) e Dp = (P,X, 8p, po, Fp),

Exercicio 3.13 Mostre que, para todo inteiro k > 1, existe um AFD Dy que testa se
um nimero € divisivel por k, isto é, que aceita a linguagem L, = {w : N(w) é divisivel por k}. =
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Autdmatos Finitos ndo Deterministicos (AFNs)

A computacdo com AFDs é completamente deterministica, ou seja, para cada par (g,a),
sendo g um estado e @ um simbolo, existe exatamente uma transi¢ao definida para (g,a). Vamos
apresentar agora um modelo de autdmato que pode ter vérias escolhas possiveis de transi¢des a
serem executadas a partir de um par (g,a). Esse automato possuird uma habilidade “mégica” de
adivinhar qual € a transicao correta que deve ser escolhida. O diagrama a seguir ilustra um exemplo
de autdmato com essas propriedades:

0,1

INIcIO —( 90 0 @ 1 @

Figura 3.2: Um autdmato finito ndo deterministico.

Imediatamente notamos uma diferenga entre o autdmato da Figura 3.2 e os autdmatos vistos
na Secdo 3.1. Se o autdmato da Figura 3.2 estiver no estado gg e o simbolo lido for 0, existem
duas opg¢des que podem ser escolhidas pelo autémato: (1) continuar no estado go; ou (2) mudar
para o estado g;. A questdo-chave é entender quais strings sfo aceitas e quais sao rejeitadas pelo
autdémato.

Por exemplo, a string 001 pode ser aceita caso o autdmato processe o primeiro bit da string
realizando a transi¢ao @) — @), processe o segundo bit realizando a transi¢ao @) — @) e finalize a
computacao processando o bit 1 com a transi¢ao @) — @). Por outro lado, essa mesma string pode
ser rejeitada caso o autOmato processe os trés bits da string sempre escolhendo a transi¢o @) — @.

A ideia aqui é que o autdmato tem a capacidade de adivinhar quais transi¢des deve realizar
para que a string de entrada seja aceita. Isto &, a linguagem do automato consistird de todas as
strings para as quais exista uma sequéncia de escolhas que leve o autdmato a aceitagdo. Ainda
assim, note que nem toda string pertence a linguagem do autdmato, pois, mesmo com a habilidade
de adivinhar quais escolhas fazer, pode ocorrer que simplesmente ndo exista nenhuma sequéncia de
escolhas de transicdes que leve o autdmato a aceitar determinadas strings. Por exemplo, o autdmato
da Figura 3.2 ndo consegue aceitar a string 000, independentemente das escolhas feitas durante seu
processamento. Portanto, a string 000 ndo pertence a linguagem do autdomato.

Se prestarmos atencdo no autdmato em questio, veremos que ele tem a capacidade de aceitar
exatamente as strings terminadas em 01. Dada uma string da forma x01, em que x € uma substring
qualquer, o autdmato pode processar toda a substring x usando a transicdo @ — @. Quando
restarem apenas os dois simbolos finais, o autdmato utiliza a transicdo @) — @) e, em seguida,
a transicdo @) — @). Observe que, se a string ndo termina em 01, o autdbmato nunca conseguira
terminar o processamento no estado de aceitagao.

Observe que a habilidade de o autémato poder escolher entre duas transicdes possiveis nao é
a Unica diferenca que esse novo modelo apresenta em relagdo aos autdmatos deterministicos da
secdo anterior. Outra situacdo que pode ocorrer nesse modelo é aquela em que o autdmato ndo
possui nenhuma transicao definida para um determinado par (estado, simbolo). Por exemplo, se o
autdmato da Figura 3.2 estiver no estado ¢; e o proximo simbolo a ser lido for 0, o autdmato ndo
terd nenhuma transicao que possa realizar. Nesse caso, diremos que o autdmato morre.
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NAO DETERMINISMO?

Claramente, do ponto de vista pratico, um autémato “méagico”, que adivinha as transi¢des
que deve realizar, ndo parece ser um modelo realista de computagdo que corresponda a algo
implementavel na pritica. Ainda assim, o estudo desse modelo matematico serd bastante ttil.

Em Teoria da Computacao, esse tipo de situagcdo ocorre com frequéncia, ¢ modelos “‘nao
realistas” acabam sendo relevantes porque, em ultima andlise, sdo ferramentas matemdticas
liteis, inclusive para nos ajudar a compreender modelos realistas de computag¢do. No Capitulo 9,
veremos que certas Maquinas de Turing ndo deterministicas sao usadas para definir um conjunto
de linguagens conhecido como NP, que faz parte do famoso (e concreto) problema P vs NP.
Em um curso mais aprofundado de Complexidade Computacional, a definicio de modelos
‘irreais” de computacdo, que ainda assim sdo matematicamente tteis para lidar com problemas
ou modelos concretos de computacdo, ocorre com bastante frequéncia.

Definicdo formal para autématos finitos ndo determiniticos

Automatos finitos ndo deterministicos tém uma definicdo formal muito parecida com a dos
AFDs. A tnica diferenga é que, dado um par (g,a), sendo ¢ um elemento do conjunto Q de estados
do autémato e @ um simbolo, pode haver zero, um ou mais estados possiveis de serem atingidos por
uma transicdo rotulada por a. Mais precisamente, a fungdo de transi¢do tem a forma 0(g,a) =S,
em que S é um conjunto qualquer de estados. Por exemplo, a fun¢éo § do autdomato da Figura 3.2,
quando aplicada ao par (go,0), deve produzir o conjunto go,q;, ou seja, 6(qo,0) = qo,q1. Note
que, como os elementos da imagem de & sdo conjuntos, o contradominio da fungéo & € o conjunto
de todos os subconjuntos de Q, ou seja, o conjunto poténcia Z(Q).

Definicdo 3.2.1 — Autéomato Finito ndo Deterministico (AFN). Um Automato Finito ndo
Deterministico, também chamado de AFN, é uma 5-tupla A = (Q,X, 9, qo, F), tal que:

0 é o conjunto de estados;

Y. € o conjunto de simbolos de entrada;

0 é a funcdo de transi¢do 6 : Q x X — Z(Q);

qo € Q € o estado inicial;

F C Q é o conjunto de estados finais.

= Exemplo 3.3 A defini¢do formal para o diagrama da Figura 3.2 é o AFN N = (Q,X,9,qo,F),
tal que O = {q0,91,92}, L ={0,1} e a fungdo J é definida abaixo:

6(q0,0) = {q0,q1}, 6(q0,1) ={q0}, 6(q1,1) ={q2}, 6(q1,0) = (q2,0) = (q2,1)=0. w

Assim como os AFDs podem ser representados por tabelas de transi¢des, 0 mesmo ocorre com
os AFNs. A tnica diferenca € que cada célula da tabela correspondente & aplicacdo da funcéo de
transi¢do 6 contém um conjunto de estados. A seguir um exemplo de AFD e sua respectiva tabela
de transicoes.

0.1 0,1 | 0] 1
—=p | {p.q} | {p}
0 q| {r}| {r}

o ! m 0 s r {s}| @
micio = P \J \_/ O ss | {s) | {s}
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Uma maneira bastante ttil de descrever as possiveis escolhas que um AFN A faz durante
a computacdo com uma string de entrada w é por meio de uma arvore, chamada de drvore de
computagdes possiveis de A com w. Para definirmos formalmente este conceito, precisamos antes
apresentar a seguinte defini¢do auxiliar que € a base da defini¢do: Dado um AFN A, g um um estado
de A e w é uma string sobre o alfabeto de A, uma (A, g, w)-drvore é uma arvore enraizada em ¢,
definida recursivamente da seguinte maneira:

Base: Se w = €, entlo a drvore contém apenas o no raiz g
Passo indutivo: Suponha que w é uma string da forma ax, em que a € X e x € L*. Seja 6 a fungio

de transi¢do do AFN. Se 8(q,a) = p1,p2,..., Pk, entdo a drvore contém o né g e, além disso, g
possui os filhos pi, pa, ..., px, que sdo as raizes de uma (A, p;, x)-drvore.

Definicéo 3.2.2 — Arvore de computacdes possiveis. Seja A = (0,X,8,90,F) um AFN e
w € X*. Uma drvore de computagdes possiveis de A com w é uma (A, gy, w)-arvore.

Figura 3.3: A 4rvore de computacdes possiveis do AFN N da Figura 3.2 com a string 01001.

Observe que o nivel 0 da drvore (i.e., a raiz) é o estado inicial do AFN, e o nivel i contém todos
os estados em que o AFN pode estar apds i transi¢des, ao processar os i primeiros simbolos da
string de entrada. Em particular, dada uma string de tamanho n, o AFN aceita a string se, € somente
se, 0 n-ésimo nivel da drvore contém pelo menos um estado de aceitagdo. No exemplo da Figura 3.3,
o nivel 5 da arvore contém o estado g;. O fato de esse nivel conter apenas um né correspondente a
um estado de aceitagdo significa que o AFN tem exatamente uma computacao possivel que aceita a
string 01001. Essa computacdo € definida pela sequéncia de estados do caminho que liga a raiz ao
estado final em questdo.

Exercicio 3.14 Desenhe a drvore de computag¢des possiveis para o AFN do Exemplo 3.3 com a
string de entrada 111010. U
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Exercicio 3.15 Apresente uma definicdo formal para um AFN do diagrama abaixo:
1 0 0,1

) 0 1
INICIO —>

Solug¢ao: Observe que o diagrama acima € idéntico ao diagrama do AFD apresentado no
Exemplo 3.2, cuja tabela de transigdes € a seguinte:

0 1
—P|q P
q\149 r
*Frolr r

Entretanto, neste exercicio, estamos considerando que o diagrama acima corresponde a um
AFN, e ndo a um AFD. No caso de AFNs cujo diagrama seja idéntico ao de um AFD, ocorre o
seguinte: se, no AFD, a fung¢do de transicao satisfaz d(x,y) = z, entdo, no AFN, a fung¢do de
transicdo correspondente satisfaz 0 (x,y) = {z}. Com isso, a defini¢do formal do AFN ¢ dada

pela seguinte tabela de transicdes:
0o 1

—p | {qt {r}
q | {9} {r}
| {r} {r}

Note que, apenas olhando o diagrama do Exercicio 3.15, ndo € possivel dizer se se trata de um
autdmato deterministico ou ndo deterministico. Este € um exemplo em que um desenho pode ser
ambiguo e, ndo por acaso, normalmente nao consideramos desenhos como objetos matematicos
formais. Por outro lado, note que, na solu¢do do Exercicio 3.15, a defini¢do formal do AFN ndo
apresenta nenhuma ambiguidade, pois fica claro que se trata de um autémato ndo deterministico: a
imagem da funcdo de transi¢do contém conjuntos de estados, em vez de estados.

Exercicio 3.16 Desenhe a drvore de computagoes possiveis para o AFN do Exercicio 3.15 com
a string de entrada 111010. u

3.2.2 Aceitacdo e rejeicao de strings por AFNs

A definicdo da funcdo de transicdo estendida de um AFN é um pouco mais complicada do que
a definicdo correspondente para AFDs. A ideia bdsica € a seguinte: dado um estado g e uma string
X, queremos determinar o conjunto de estados em que o autdmato pode estar apds o processamento
de x, supondo que a computagdo tenha comegado no estado g.
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Definicdo 3.2.3 Dado um AFN N = (Q,X, 8, qo, F), definimos 5: OxXL — Z2(0):
Basei: w=E¢.
o(q,€) ={q}
Inducéo: |w| > 0. R
Sejaw € X* da forma xa, onde x € ¥* e a € X. Suponha 6(q,x) = {p1,p2,..., pr}. Entdo

n k
o(q,w) = ,L:Jl 8(pi,a)

I Exercicio 3.17 Calcule §(go,00101) do AFN do Exemplo 3.3. ]

Definicdo 3.2.4 — Linguagem de um AFN. Seja N = (Q,X,6,qo,F) um AFN. A linguagem
de N, denotada por L(N), é definida por L(N) = {w € £* : 8(qo,w)NF # T}.

Se L é a linguagem de um AFN N, dizemos que N decide a linguagem L. Dizemos também
que N aceita a linguagem L.

AFDs sdo casos particulares de AFNs

Embora seja intuitivo que AFDs sdo casos particulares de AFNs, vamos formalizar esta ideia.

Teorema 3.2.1 SejaD = (Q,ZX,6,qo,F) um AFD. Entdo existe um AFN N tal que L(D) = L(N).

Prova: A ideia é generalizar o que fizemos no Exercicio Resolvido 3.15. O AFN N que aceita
a mesma linguagem de D é o seguinte: N = (Q,%,8',qo,F), tal que a fungio &’ é definida da
seguinte for: se d(x,y) = z, entdo defina &' (x,y) = {z}. O

Terminologia: Dado um AFD D, o AFN equivalente a D é o AFN obtido pelo procedimento acima.

Definicéo 3.2.5 — Arvore de computacgées possiveis para AFDs. Seja D = (0,%,6,q0,F)
um AFD e w € X*. A drvore de computacdes possiveis de D com w é arvore de computagcSes
possiveis do AFN equivalente a D.

Exercicio 3.18 Qual é o formato de uma arvore de computacdes possiveis de um AFD com
uma string qualquer? u

Exercicio 3.19 Considere o seguinte caso particular de um AFN: o autdmato pode ter vdrias
transicdes saindo de um mesmo estado com o mesmo rétulo, mas nunca pode morrer. Em outras
palavras, trata-se de um AFN cuja funcdo de transicdo tem a forma 0 : Q x X — (Z2(0) \ 9).
Prove que, dado um AFN qualquer N, é sempre possivel construir um AFN N’ que nunca morre
e que aceita a mesma linguagem que N. u

Equivaléncia entre AFDs e AFNs

Um aspecto com o qual lidaremos com frequéncia neste curso ¢ a diferenca de expressividade
entre diferentes modelos de computagdo. Veremos, no Capitulo 4, que existem algoritmos que,
embora ndo possam ser expressos na forma de um AFD, podem ser expressos em outros modelos
matematicos que generalizam os AFDs. Nesses casos, dizemos que esses outros modelos sdo mais
poderosos (ou mais expressivos) do que o modelo de AFD.
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A EXPRESSIVIDADE DE UM MODELO DE COMPUTACAO

A ideia de expressividade de um modelo de computagdo € central na Teoria da Computagao.
Embora os AFDs sejam capazes de realizar tarefas interessantes, como, por exemplo, testar a
divisibilidade (veja o Exercicio 3.13), veremos, no Capitulo 4, que existem tarefas algoritmicas
que eles ndo conseguem realizar. Em particular, provaremos que nao existe um AFD D tal que
L(D) seja a linguagem dos nimeros primos escritos em bindrio. Em outras palavras, os AFDs
ndo sdo capazes de testar a primalidade.

Por outro lado, sabemos que € possivel (e relativamente simples) escrever um algoritmo em
pseudocddigo (ou em uma linguagem de programacao, como C) para testar a primalidade de um
ndmero. Concluimos, assim, que o formalismo dos AFDs é mais fraco do que o dos pseudocddi-
gos, pois toda computagdo realizada por um AFD pode ser expressa em pseudocddigo (veja o
Exercicio 3.10), mas nem toda computacao expressa em pseudocddigo pode ser representada
por um AFD.

O que esta no pano de fundo desta discussao € a seguinte questio: sempre que estudamos
um modelo de computacdo, procuramos compreender como ele se compara aos demais em
termos de sua capacidade de expressar algoritmos. Como nesta secdo estamos estudando os
AFNs, queremos saber se eles sdo capazes de expressar algoritmos para realizar tarefas que os
AFDs nao conseguem realizar.

No Teorema 3.2.1, mostramos que toda linguagem aceita por um AFD também pode ser
aceita por um AFN. Isso significa que os AFNs sdo, pelo menos, tdo poderosos quanto os AFDs.
Esse resultado € natural, pois os AFNs constituem uma generalizacdo dos AFDs. A pergunta
que surge, entdo, é: os AFNs sdo estritamente mais poderosos do que os AFDs? Veremos nesta
secdo que a resposta é nao. Em outras palavras, mostraremos que, se uma linguagem pode ser
aceita por um AFN, entdo existe um AFD que aceita a mesma linguagem. Isso pode parecer
surpreendente, pois os AFNs, em algumas situa¢des, possuem a capacidade de "adivinhar" qual
transicdo devem realizar, uma capacidade de que os AFDs nio dispdem.

Algoritmo de constru¢cdo de conjuntos

O Algoritmo AFD-EQUIVALENTE, apresentado a seguir, recebe um AFN N = (Qn, Z, O, qo,

Fy) como entrada e retorna um AFD D = (Qp, X, 6p,{qo}, Fp) tal que L(N) = L(D). A ideia central
do algoritmo € construir um AFD D capaz de “simular” N.

Considere uma string de entrada w = wy ---w;---w,,. Quando o AFN N estd prestes a processar

o i-ésimo simbolo de w, os possiveis estados em que ele pode se encontrar sdo exatamente os nds
do i-ésimo nivel da drvore de computagdes possiveis de N com a entrada w. Seja P; o conjunto
desses estados e seja P,; o conjunto dos estados do nivel seguinte da 4rvore. O algoritmo constréi
um AFD cujos estados sdo subconjuntos de Q. Em particular, haverd uma transi¢do do estado P;
para o estado P, | rotulada por w;, isto é, 8p(P,,w;) = Py1.

Para construir a fung¢éo de transi¢do Op, o algoritmo considera todos os pares (P,a), em que

P C Oy e a € X. Para cada um desses pares, calcula o conjunto de estados alcancdveis a partir de
algum estado de P por meio da leitura do simbolo a, definindo, assim, o valor de 8p(P,a). A seguir
a formalizagdo do algoritmo.
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AFD-EQUIVALENTE (Qu,X, 8y, 90, Fi)

: Op = 2(0n)

2: for all S C Qp do

3: for alla € X do

4 Defina a fung@o Op no par (S,a) da seguinte maneira: 6p(S,a) = U on(p,a)

—_

peS
5: FD:{SG y(QN) : SﬂFN#@}
6: D= (0p,Z,0p,{q0},Fp)
7: Return D

Considere o AFN abaixo (observe quee este AFN € o mesmo que vimos na Figura 3.2).

0,1

o —(w )=o)~
INICIO —

Ao aplicarmos o Algoritmo AFD-EQUIVALENTE ao AFN acima, obtemos como resultado
o AFD de oito estados apresentado abaixo, juntamente com sua respectiva tabela de transicoes.

INiCIO {90,91,92}
0 1
o ] ]
—{q0} | {90,901} {q0}
{q1} o {q2}
{2} o @

{90,a1} | {90.91} | {90,492}
*{q0,92} | {9001} {q0}
*{q1,92} @ {22}

*{q0,91,92} | {q90,91} | {490,92}

0,1

Primeiramente, observe que o AFD acima possui dois “pedagos”. Embora isso possa parecer
estranho (e até mesmo indesejavel, uma vez que alguns estados nunca sdo alcangados a partir do
estado inicial), do ponto de vista formal, trata-se de um AFD perfeitamente vilido. Uma segunda
caracteristica do autémato acima € que cada estado do AFD € um conjunto (isto é, cada elemento
da primeira coluna da tabela de transi¢des é um conjunto). Isso também ndo representa nenhum
problema, pois os estados de um AFD podem ser objetos de qualquer natureza, desde que a imagem
da funcéo O seja composta por elementos do mesmo tipo que os estados do autdmato (note que 0s
elementos da segunda e da terceira colunas da tabela de transi¢des também sdo conjuntos). O que
ndo devemos fazer € confundir essa situacdo com a dos AFNs, nos quais os elementos da imagem
da fung@o & tém natureza diferente da dos estados do autdmato.
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Algoritmo de constru¢do de conjuntos: versdo melhorada

O algoritmo apresentado na secio anterior funciona corretamente e produz um AFD que aceita
a mesma linguagem que o AFN de entrada. Entretanto, como jia mencionamos, é possivel notar que
o AFD possui muitos estados desnecessérios, que podem ser eliminados. Precisamos considerar
apenas os estados alcangdveis a partir do estado inicial {go}.

Observando o diagrama do AFD apresentado no final da se¢do anterior, notamos que, a
partir do estado inicial g, atingimos os estados {qo} € {qo,¢1 }, dependendo do simbolo lido. A
partir de {qo,q1 }, atingimos {qo,¢2} quando o simbolo lido é 1. Por sua vez, a partir de {qo,¢2},
independentemente do simbolo lido, os dnicos estados alcancédveis sdo {qo} € {qo,q1}, que ja foram
mencionados. Portanto, como a computagdo sempre comega no estado {go}, os tnicos estados
alcangdveis para qualquer string de entrada sdo {qo}, {q0,¢1} € {q0,92}. Com isso, podemos
eliminar os estados desnecessarios e simplificar o autdmato, conforme abaixo.

0

| 0| !

—{q0} | {q0,91} {40}
{q0,q1} | {q0,a1} | {q0,92}
*{q90,92} | {q0,01} {q0}

Nao vamos nos preocupar tanto com o formalismo neste ponto, mas, se quiséssemos fornecer
uma definicdo formal para o conceito de estado alcancadvel, poderiamos recorrer a ideia de um
vértice alcancdvel por uma busca em largura em um grafo direcionado. Pense no AFD obtido
como saida do Algoritmo AFD-EQUIVALENTE como um grafo direcionado cujos vértices sdo
os estados e cujas arestas ligam o vértice p ao vértice g sempre que existir algum simbolo a tal
que 8(p,a) = q. Com isso, os estados alcangdveis sdo exatamente os vértices que podem ser
alcangados por algum caminho direcionado a partir do vértice correspondente ao estado inicial.

Convengdo: A partir de agora, sempre que formos executar o Algoritmo de construgdo de conjuntos,
vamos executar passo a passo, mantendo apenas os estados alcangdveis. O AFD obtido desta forma
serd chamado de AFD equivalente ao AFN fornecido como entrada para algoritmo.

Teorema 3.3.1 Se o AFD D = (Qp,X,0p,{qo},Fp) é obtido pelo Algoritmo 1 a partir de um
AFN N = (QN,Z, 5N,q0,FN), entao L(N) = L(D)

Exercicio 3.20 Prove o Teorema 3.3.1. Dica: prove por inducio que Vw € X*,
5D(q0,w) EFN@SN({Q()},W)QFN. m

A seguir enunciamos a equivaléncia entre AFDs e AFNs enquanto modelos de computagao.

Teorema 3.3.2 Uma linguagem L € aceita por um AFD se e somente se L € aceita por um AFN.

Prova: Consequéncia do Teorema 3.3.1 Teorema 3.2.1.
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MINIMIZACAO DE AUTOMATOS

A versdo melhorada do algoritmo serve para eliminar estados inuteis gerados pela versdo
inicial. Entretanto, isso nao significa que o AFD produzido pelo algoritmo seja minimo, isto é,
que ele possua o menor nimero possivel de estados dentre todos os AFDs que reconhecem a
mesma linguagem do AFN de entrada.

No exemplo usado anteriormente, o AFD produzido pelo algoritmo €, por coincidéncia,
minimo. Entretanto, isso nao ocorre em geral. Considere o AFN apresentado a esquerda na
figura abaixo. Ao executarmos o algoritmo, obtemos o AFD apresentado a direita. Note que
todos os estados desse AFD sao alcancdveis.

INICIO
0 0,1

) 0,1

0
Entretanto, a linguagem aceita por esse AFD ¢é {0, 1}*, e ela pode ser aceita pelo AFD a
seguir, que possui apenas um estado:

0,1

INiCIO

Nosso foco aqui ndo serd entrar nos pormenores de AFNs e AFDs, pois estamos interessados
apenas em compreender que tais autdmatos constituem modelos de computagdo e podem ser
utilizados para representar determinados algoritmos. Os leitores interessados em um estudo
mais aprofundado podem consultar os livros de Hopcroft, Motwani e Ullman [HMUO6] e de
Lewis e Papadimitriou [LP98], que apresentam algoritmos para a minimiza¢do de AFDs.

Exercicios:
Exercicio 3.21 Considere o o AFN dado pela tabela abaixo:

| o] 1
—p | {p.q} | {p}
q| A{r}| {r}

r {s} 1)

*s | {sh] {s}

Apresente um AFD que aceite a mesma linguagem do AFN acima. u
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Exercicio 3.22 Qual a linguagem aceita pelo AFN abaixo?

0,1

1 1

I Exercicio 3.23 Forneca um AFD equivalente ao AFN do Exercicio 3.22. n

3.4 Autéomatos Finitos ndo Deterministicos com transicoes &

Vamos considerar agora um diagrama de um AFN que contém algumas transi¢des com o rétulo
€. Estas transicoes sdo chamadas de transicées € e um autdmato que tenha tais transicdes serd
chamado de e-AFN.

A ideia é tentar incrementar ainda mais o poder do nosso modelo de computagdo. A nova
habilidade que vamos incluir em nosso autdmato € a possibilidade de arbitrariamente fazer certas
mudancas de estado sem que nenhum simbolo seja consumido. Para apresentar este conceito vamos
usar um exemplo do livro de Hopcroft, Motwani e Ullman [HMUO6]. A ideia € construir um £-AFN
que aceita strings que representam niimeros decimais que estejam na forma descrita a seguir:

(1) O ntimero pode ter sinal “+” ou “—”, mas este sinal € opcional;
(2) Em seguida, ha um string de digitos (os digitos da parte inteira do nimero), que também ¢é
opcional;

(3) Apos esta sequéncia de digitos ha um ponto decimal “.” obrigatdrio;

(4) Opcionalmente, h4 outra string de digitos (os digitos da parte decimal do niimero);

(5) Faz-se arestricdo extra de que pelo menos uma das strings de digitos de (2) e (4) é ndo seja
vazia.

Observe que o alfabeto do autémato é {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, - ,+,—}. Alguns exemplos de
strings aceitas sdo 5.72, +5.72, -12., -1. e -.5 enquanto alguns exemplos de strings ndo aceitam sdao
+-5.72, -12, 8.0- ¢ ..56. O autdmato € o seguinte:

, £a+77
INICIO —>

Figura 3.4: Um &-AFN que aceita nimeros decimais.
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A defini¢do formal para e-AFNs € bastante semelhante a defini¢do dos AFNs:

Definicdo 3.4.1 — e-AFN. Um &-AFN é uma 5-tupla E = (Q,X, 8, qo, F) tal que cada um dos
componentes tem a mesma interpretagdo que um AFN, exceto pelo fato que 6 é uma fung¢io do
tipo 0 : O x (ZU{e}) = Z(Q), sendo que € ¢ .

= Exemplo 3.4 O &-AFN do exemplo anterior é E = ({qo,..,q5}, {s,+,—,0,...,9}, 8,90,{qs})
tal que a tabela de transi¢Ges de 6 € a seguinte:

€ | sinal . digito

q0 | {q1} | {q1} @ @
q a g | {a2} | {q1,94}
q2 %) ) ) {a3}
93 | {gs} %) 2 {a3}
q4 @ o | {93} gz
*qs %) @ %) o

Observe que no Exemplo 3.4, se quiséssemos ser rigorosos, a tabela de transi¢des teria que ter
14 colunas. Mais precisamente, 13 colunas para o alfabeto do autémato (uma coluna para cada um
dos 10 digitos, duas colunas para os sinais € uma para o ponto) além de uma coluna extra para €).
Entretanto, para simplificar, agrupamos todos os digitos em apenas uma coluna e os dois possiveis
sinais em uma outra coluna, pois transi¢des para cada elemento destes grupos sao as mesmas.

O nosso préximo passo agora € definir o conceito de funcao de transi¢do estendida. Para que
possamos apresentar tal definicdo, vamos antes definir o que € o €-Fecho de um estado. A ideia é
que o &-Fecho de um estado g € o conjunto de todos os possiveis estados que podem ser atingidos a
partir de ¢ (incluindo o préprio ¢) utilizando-se uma quantidade arbitraria de trasicdes €.

Definicdo 3.4.2 — ¢-Fecho de estados. Seja um £-AFN com conjunto de estados Q e seja
g € Q. Vamos definir o conjunto €-Fecho(g) de maneira indutiva:

Base: g € e-Fecho(q)
Inducdo: se p € e-Fecho(q) e r € 8(p, €), entdo r € e-Fecho(g).

O e-Fecho de um estado g também ¢é simplesmente chamado de fecho de g. Agora que temos
a Definicdo 3.4.2 em maos, podemos definir o conceito de fungdo de transicdo estendida de um
€-AFN. A ideia é parecida com a defini¢do de funcao de transicao estendida de um AFN, com o
cuidado extra de adicionar os estados que podem ser atingidos por trasicdes €.

Definicdo 3.4.3 — Fun¢do de transicGo estendida em &-AFNs. Dado um &-AFN N =
(Q,%,6,q0,F), definimos 6 : Q x L* — Z(Q) indutivamente:

Base: §(g,€) = e-Fecho(q)

Indugdo: Seja w € X* da forma xa, onde x € X* e a € X. Suponha S(q,x) ={p1,P2y--, Pk}

k
Suponha {J 8(pi,a) = {ri,r2,....rm}
i=1
Entao l m
* 0(q,w) = | &-Fecho(r;)

=1
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O préximo passo € definir o que € a linguagem de um €-AFN.

Definicdo 3.4.4 — Linguagem de e-AFNs. Seja E = (Q,X,0,qo, F) um e-AFN. Definimos
L(E)={w : 0(qo,w)NF # @&} como sendo a linguagem de E.

Dada uma linguagem L, se existe um £-AFN tal que L = L(E), entdo dizemos que E aceita L.

Exercicio 3.24 Seja £ = {a,b,c}. Apresente um e-AFN para a linguagem das
strings sobre X que tém a forma a"b™c!, tal que n > 0, m >0, [ > 0.

Solucao:

4 a €
INICIO —>

3.5 Equivaléncia entre AFDs e £-AFNs

Nesta secdo vamos construir um AFD D a partir de um €-AFN E = (Qg, X, 8g,qo, Fg). A ideia
aqui é praticamente a mesma da que vimos na secio 3.3. A tunica diferenca é que temos que tomar
cuidado com as transicoes €.

Algorithm 1 Construindo um AFD a partir de um e-AFN
AFN_AFD (QE,Z, SE,LIO,FE)

. Op = Z(Qk)
2: go = €-Fecho(qp)
3: for all S C Qy do
4: foralla € X do
5: R= (SE(q,',Cl)
qi€S
6: Defina a fun¢do 8 da seguinte maneira: 6p(S,a) = (J e-Fecho(r))
erR
7: FDZ{SEQ[) : SﬂFE#Q}

(o]

: Elimine os estados ndo alcanc¢éveis
: Return (Qp, X, p,{q0},Fp)

Nel

Convengdo: De maneira semelhante ao Algoritmo AFD-EQUIVALENTE, a partir de agora
sempre que formos construir um AFD equivalente a um dado €-AFN, vamos construir o AFD passo
a passo, mantendo apenas os estados alcangdveis.

Teorema 3.5.1 Se o AFD D = (Qp, X, p,{q0},Fp) é obtido pelo Algoritmo 1 quando toma
como entrada o e-AFN E = (Qy, X, 8y, qo, F ), entdo L(D) = L(N).

Teorema 3.5.2 Uma linguagem ¢ aceita por um AFD se e somente se € aceita por um £-AFN.

Vamos construir um AFD equivalente ao €-AFN da Figura 3.4 usando o Algoritmo 1. A tabela
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do AFD que o algoritmo retorna € o seguinte:

+,— 0,....9 .

—{q0.q1} | {q1} | {q1,94} {g2}
{a} I | {q1,94} {a2}
{q1,94} 2 | {q1,94} | {92,93.95}
{2} | 9| {g3,95} )

% %) %) %)
*{92,93,95} g | {g43,95} iz
*{g3,95} 7 | {g3,95} @

O diagrama do AFD obtido pelo Algoritmo 1 € o seguinte:

Exercicios:

Exercicio 3.25 Considere o e-AFN dado pela tabela abaixo:

| e| al b| ¢
—p| 2 |{p}|{a} | {r}
qg|{r} | {a} | {r}| @

(a) Desenhe o diagrama do €-AFN

(b) Calcule o e-fecho de cada estado.

(c) Forneca todas strings w tal que |w| < 2 aceitas pelo autdmato.
(d) Converta o e-AFN em um AFD.
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Exercicio 3.26 Repita a questdo 1 para o e-AFN dado pela tabela abaixo:

| e| a| b] ¢
—p|iert| 2 |{q} {r}
q g | {p} | {r} | {p.q}

*r %] (%] (%] %)

Exercicio 3.27 Apresente um AFD que decida a mesma linguagem do €-AFN do Exercicio
Resolvido 3.24 u
3.6 Expressoes Regulares (ERs)

Uma Expressdo Regular ¢ uma expressdo matemadtica que representa uma linguagem.

CONSTRUINDO UMA LINGUAGEM PASSO A PASSO

A ideia chave aqui € entender que uma expressio regular ¢ uma férmula que indica como
construir linguagens mais complicadas a partir de linguagens triviais. Por exemplo, considere a
linguagem L = “strings que comecam com 0 e tem em seguida um niimero arbitrdrio de 1’s
ou comecam com 1 e tem em seguida um niimeros arbitrdrio de 0’s”. Vamos construir passo a
passo L seguindo as seguintes instrugoes:

» Comece com as linguagens {0} e {1} e siga os seguintes passos:
Passo 1: A partir de {0}, obtenha o fecho {0}* = {¢,0,00,000,...}.
Passo 2: A partir de {1}, obtenha o fecho {1}* = {e,1,11,111,...}.
Passo 3: A partir de {0} e {1}*, obtenha a concatenagdo {0} - {1}* = {0,01,011,...}.
Passo 4: A partir de {1} e {0}*, obtenha a concatenacdo {1}-{0}* = {1,10,100,...}.
Passo 5: A partirde {1}{0}* e {0}{1}*, obtenha a unido {0,01,011,...}U{1, 10, 100, ... }.
Observe que a linguagem obtida ao final do Passo 5 € exatamente L. Obtivemos esta
linguagem comecando com as linguagens triviais {0} e {1} e executando uma sequéncia de

operagdes que podem ser de unido, concatenacdo e fecho. A ideia é que uma férmula do
10* +01*, chamada expressdo regular, indica quais opera¢des devem ser feitas:

A expressédo 0* se refere ao Passo 1, indicando como obter a linguagem {0} *.
A expressdo 1* se refere ao Passo 2, indicando como obter a linguagem {1}*.

A expressdo 01* se refere ao Passo 3, indicando como obter a linguagem {0}{1}*.

A expressdo 10* se refere ao Passo 4, indicando como obter a linguagem {1}{0}*.

A expressdo 10" +01* se refere ao Passo 5, indicando como obter a linguagem L.

O nosso objetivo agora € definir indutivamente quais expressdes matematicas sdo consideradas
expressdes regulares validas. Algo bastante importante em nossa definicdo é que no mesmo
momento tivermos estabelecido que uma certa expressio regular R é valida, também vamos
estabelecer exatamente qual linguagem L(R) corresponde a tal expressio.
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Definicdo 3.6.1 — Expressdes Regulares (ER).
Seja ¥ um alfabeto qualquer. Uma express@o matemadtica consistindo de simbolos de X,
paréntesis e ‘4’ e ‘x’ é uma expressdo regular se tem forma descrita recursivamente a seguir:

Base:
(1) As expressdes € e & sdo expressdes regulares que correspondem, respectivamente, as
linguagens L(g) = {e} e L(Q) = 2.
(2) Para todo simbolo a de X, a expressdo a € uma expressdo regular correspondente a
linguagem L(a) = {a}.
Passo indutivo:
(1) Se E e F sao expressoes regulares, entdo E + F € uma expressdo regular representando a
unidode L(E) e L(F). Isto é, L(E+F) = L(E) UL(F).
(2) Se E e F sao expressoes regulares, entdio EF € uma expressao regular denotando a
concatenacgdo de L(E) e L(F). Isto é, L(EF) = L(E)L(F).
(3) Se E é uma expressao regular, entdo E* é uma expressdo regular que representa o
fechamento de L(E). Isto é, L(E*) = (L(E))*.
(4) Se E é uma expressao regular, entdo (E) também é uma expresséo regular, representando
a mesma linguagem que E representa. Isto é, L((E)) = L(E).

Terminologia 3.2. As expressoes regulares definidas na base da defini¢do sdo chamadas de ex-
pressoes regulares elementares. As expressoes regulares definidas no passo indutivo s@o chamadas
de expressoes regulares compostas.

Assim como ocorre em expressdes aritméticas, operadores em expressoes regulares obedecem
regras de precedéncia. As regras sdo as seguintes:

* O operador * tem precedéncia mais alta e, portanto, deve ser o primeiro a ser aplicado. Com

z

isso, por exemplo, a expressdo 01* é equivalente a 0(1)*;

* O operador com segunda maior precedéncia € o operador de concatenagdo. Com isso, por
exemplo, a expressdo a + bc é equivalente a a + (bc);

* O operador de menor precedéncia € o operador +;

* Como de costume, usamos parentesis para alterar a precedéncia de operadores.

Exercicio 3.28 A expressao regular para a linguagem L das “strings contendo 0’s
e 1’s alternados” é (01)* 4 (10)* +0(10)* + 1(01)*. Justifique isto passo a passo.

Solucio: Vamos ser bastante cuidadosos e resolver passo a passo.

Passo 1: Segundo a Base da Defini¢do 3.6.1 (item 2), se 0 € X, entdo 0 é uma expressdo regular
vdlida. Ainda segundo esta defini¢do, a expressdo 0 representa a linguagem {0}.

Passo 2: Usando o mesmo argumento do Passo 1, concluimos que 1 é uma expressao regular
vdlida que representa a linguagem {1}.

Passo 3: Até este ponto ja sabemos que O e 1 sdo expressdes regulares validas que representam
as linguagens {0} e {1}, respectivamente. Segundo a Defini¢do 3.6.1 (Indugio, item 2),
concluimos que 01 também € uma expressao valida. A linguagem que esta expressao representa

¢ L(01) = {0} - {1} = {01}.

Passo 4: A partir da expressdo obtida no passo Passo 3, podemos aplicar a Defini¢do 3.6.1 (In-
dugdo, item 3) e concluir que (01)* é uma expressdo vélida, e L((01)*) = {¢,01,0101,010101, ...}.
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Passo 5: Usando argumentos semelhantes aos anteriores, concluimos que (10)* também é uma
expressdo vdlida, e L((10)*) = {¢,10,1010,101010,...}.

Passo 6: Pelos Passos 4 e 5, (01)* e (10)* sdo expressdes validas que representam as linguagens
{e,01, 0101, 010101, ...} e {¢, 10, 1010, 101010, ...}, respectivamente. Pela Defini¢io 3.6.1
(Indugdo, item 1), (01)*+ (10)* é uma expressdo valida e L((01)* + (10)*) = {g, 01, 0101,
010101, ...} U {eg, 10, 1010, 101010,...} = {&,01,10,0101,1010,010101, 1010101, ... }.

Passo 7: Podemos concluir que 0(10)* é uma expressdo regular a partir do fato que 0 e
(10)* sdo expressdes validas (concluimos isso nos Passos 1 e 5) e a linguagem que expressao
representa é {0, 010, 01010,0101010,...}. Usando argumentos semelhantes, podemos concluir
que 1(01)* é uma expressdo regular vélida e L(1(01)*) = {1, 101, 10101, 1010101, ...}. Com
isso, podemos aplicar a Defini¢@o 3.6.1 (Indugdo, item 1) nas expressdes 0(10)* e 1(01)* para
concluir que 0(10)* 4 1(01)* é uma expressdo regular vélida representando a linguagem {0,
010, 01010,0101010,...} U{1, 101, 10101, 1010101, ...}.

Passo 8: Aplicando a Defini¢do 3.6.1 (Indugdo, item 1) nas expressdes obtidas no Passo 6
e 7, concluimos que E = (01)* + (10)* +0(10)* +1(01)* € uma expressdo regular vélida e
L(E) = {€,0,1,01,10,010, 101,0101, 1010,010101, ...} .

Exercicio 3.29 Seja X = {a,b,c}. Apresente a expressdo regular para a linguagem das strings
sobre ¥ que comec¢am e terminam com a e t€ém pelo menos um b. =

Exercicio 3.30 Seja X = {a,b}. Apresente a expressdo regular para a linguagem das strings
sobre X que tem tamanho fmpar. =

Algo importante a ser mencionado é que, embora seja verdade que dada uma expressao regular,
existe exatamente uma linguagem que corresponde a tal expressao, o oposto nao é verdade. Isto é,
dada uma linguagem L, ndo é verdade que existe exatamente uma expressdo regular para L. De fato,
dada uma linguagem L pode existir mais de uma expressao regular R tal que L(R) = L (ou mesmo
pode ndo existir nenhuma expressao regular para L). A exata relacdo entre expressoes regulares e
linguagens é estabelecida pelo seguinte teorema, que € central em teoria de linguagens regulares:

Teorema 3.6.1 Uma linguagem L é regular se e somente se existe uma expressao regular R tal
que L = L(R).

Para demonstrar o Teorema 3.6.1, precisamos demonstrar que as afirmacdes (1) e (2) abaixo
sdo verdadeiras:

(1) Se L é uma linguagem regular, entdo existe uma expressdo regular R tal que L = L(R).
(2) Se R é uma expressdo regular qualquer, entdo L(R) é uma linguagem regular.

Apresentamos as provas das Afirmagdes (1) e (2) nas Se¢des 3.6.1 e 3.6.2, repectivamente.

3.6.1 Expressoes regulares para linguagens de autématos

Nesta secdo vamos demonstrar a seguinte afirmacgdo: se L é uma linguagem regular, entdo
existe uma expressdo regular R tal que L = L(R). Por defini¢do, uma linguagem regular é uma
linguagem aceita por um AFD. Entretanto, j4 vimos que AFDs e €-AFNs aceitam exatamente o
mesmo conjunto de linguagens (ver Teorema 3.5.2) e, portanto, para demonstrarmos a afirmagdo
acima, basta que provemos o seguinte teorema:
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Teorema 3.6.2 Seja L(E) a linguagem de um € —AFN E qualquer. Entdo existe uma expressao
regular R tal que L(R) = L(E).

Para provar o teorema acima, o que faremos € apresentar um algoritmo que, dado como
entrada um €—AFN E qualquer € capaz de produzir como saida uma expressdo regular R tal
que L(R) = L(E). Para que possamos entender como funciona tal algoritmo, vamos, incialmente,
considerar um caso simples. Seja £ o autdmato nfo deterministico abaixo:

0,1

INIc1Io —( A

o
®
©

A partir de E, vamos apresentar um autéomato generalizado Ey. Um autdmato generalizado
é uma variacdo dos autdbmatos que ja conhecemos, mas que tem expressoes regulares ao invés
simbolos em suas transi¢cdes. O autdmato generalizado E( é apresentado abaixo:

0+1

INicIO —( A ! @H@H@

Observe que agora temos expressdes regulares como rétulos das transi¢cdes. Por exemplo,
observe o conjunto de simbolos {0, 1} que figuravam como rétulo da transigdo do estado C para o
estado D foram trocados pela expressdo regular 0+ 1. A ideia € que a expressdo regular corresponda
as possiveis strings que facam o autdémato sair C e ir para D (no caso as strings 0 e 1, ambas de
tamanho 1). De maneira mais precisa, observe que L(0+ 1) = {0,1}.

A ideia chave agora € produzir sequéncia de autébmatos generalizados Ey, E1, E>, ... de forma
que todos sejam equivalentes, mas que tenham cada vez menos estados. Por exemplo, considere o
autdmato generalizado E; abaixo:

0+1

10+1) 0+1
INIC1IO — @

Observe que obtemos Ej a partir de Ey da seguinte forma: removemos o estado B e todas as
transi¢des que envolviam este estado (ou seja, @ — B A — B e B — (©) e incluimos a transi¢cio
— (©) com uma nova expressdo como rétulo: 1(0+1). A ideia é que a expressdo 1(0+1) é
a concatenacdo das expressoes 1 e (0+ 1). A ideia fundamental € que o conjunto de strings que
faziam E; sair de A e chegar em C é representado pela expressdo 1(0+ 1), que agora figura no

rétulo de B — ©.

Agora o proximo passo é remover o estado C de E; e obter o autdmato generalizado E; abaixo:

0+1

1(04+1)(0+1
INfciIo —( A 1010+ @
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No caso do autdmato acima, fica claro que as strings aceitas, isto é, as que fazem o autémato
sair de A e atingir D sdo da forma xy, onde x € {0,1}* ey € L(1(0+1)(0+1)). A ideia é que o
autdmato processe x fazendo transi¢des do tipo A — () e, quando faltarem os trés tltimos simbolos
da string de entrada, use a transi¢ao (A) — (B) para processar a string y restante.

Simplificacdo de autématos: caso geral

No exemplo visto anteriormente, as atualiza¢des que foram feitas para obter um autémato gener-
alizado E;;| a partir de um automato E; sdo razoavelmente simples. O caso geral pode ser mais
complicado. Ao removermos um estado s de E;, precisamos observar todo par de estados (g;, p;)
tal que ambas p; — s € s — p; sejam transi¢Oes para poder obter automato resultante E; .

De acordo com a figura abaixo, suponha que os rétulos das transi¢des p; — s € s — p; no
autdmato E; sdo, respectivamente, Q1 € P. Suponha também que o rétulo da transi¢do p; — g,
seja R;; e da transi¢do s — s seja S (lembrando que se alguma transi¢do ndo existe no automato,
podemos pensar que ela tem rétulo &). Com isso, ao remover o estado s o rétulo da transicao de
pi — ¢;j no autdmato E; | passa a ser R;; + Q;S*P;.

Usando a ideia acima para fazer as atualizagdes das transi¢des, vamos ver o algoritmo. En-
tretanto, precisamos antes tomar cuidado como o estado inicial e os estados finais do autdmato.
Vamos comecar apresentando o algoritmo para o caso que o autdmato em questdo tenha apenas um
estado final. Vamos considerar dois casos: no primeiro caso, o estado inicial ndo é o estado final e
no segundo caso o estado inicial e o estado final coincidem.

Caso 1: Algoritmo para obter ER a partir de um e-AFN (Q,%, 6,40, {gr}), cOM gy # gr:
1. Troque os rétulos das transi¢cdes de E por expressdes regulares equivalentes de forma que
agora E seja um autémato generalizado
2. A cada passo remova um estado ¢ € O\ {qo,¢r}) e atualize as transi¢des e as espressdes
regulares dos rétulos do autdomato
3. Quando restar apenas o estado inicial gy e o estado final g, como o da figura abaixo, a
expressdo regular final é (R4 SU*T)*SU*

R U
S
INicIO —>

T
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Caso 2: Algoritmo para obter ER a partir de e-AFN (Q,X, 6,490, F) com |[F|=1e gy € F:
1. Troque os rétulos das transi¢cdes de E por expressdes regulares equivalentes de forma que
agora E seja um autdmato generalizado
2. A cada passo remova um estado g € Q\ {go } e atualize as transi¢Oes e as espressdes regulares
dos rétulos do autdmato
3. Quando restar apenas o estado inicial (e final) g9, como o da figura abaixo, a expressao
regular final é R*.

R

INICIO —>

A ideia agora € usar o algoritmos vistos para os dois casos anteriores e apresentar um algoritmo
que funciona para qualquer autdomato.

Caso geral: Algoritmo para obter ER a partir de e-AFN E = (Q,%, 5, g0, F) qualquer

Suponha que F = {fi, f2,..., fc}. Agora tome uma string w € L(E) e seja f; o estado atingido
pelo autémato quando w é aceita, tomando i 0 menor possivel®. A ideia chave é que o autémato
E;=(0,%,8,90,{q:}) tem a seguinte propriedade:

(1) E; também aceita a string w;

(2) E; ndo aceita nenhuma string que nao seja aceita por E.

Usando essa ideia, o algoritmo para obter a expressdo regular de E € o seguinte:
* A partir de E, crie k autdmatos Ey, Ey, ..., Ex, onde E; é 0 o autdmato (Q, %, 8,490,{qi})
* Encontre as expressoes regulares Ry, Ry, ..., Ry para cada autdmato E| usando os algoritmos
para os casos especiais de autdmatos com apenas um estado final
e Apartirdai,e ERpara Eé Ri +Ry+ ...+ Ry

3.6.2 Construindo automatos para linguagens de expressoes regulares

Nesta secdo, nosso objetivo € demonstrar a seguinte afirmacao: Se R é uma expressdo regular
qualquer; entdo L(R) é uma linguagem regular. Isto é enunciado de maneira precisa abaixo:

Teorema 3.6.3 Seja L(R) é a linguagem representada por uma expressdo regular R qualquer.
Entdo existe um e—AFD E tal que L(E) = L(R).

Para provarmos o teorema, vamos mostar que o €-AFN com alfabeto ¥ que aceita a linguagem
de R, de mesmo alfabeto, pode ser construido recursivamente a partir da prépria defini¢do recursiva
para as expressdes regulares (Defini¢cdo 3.6.1).

* Se R € uma expressao regular elementar, entdo €-AFD tem uma das trés formas abaixo:

. €
INICIO —>

Se R =¢, entfo o autdmato acima aceita a linguagem L(g) = {€}.

ZNote que como o autdmato ndo é deterministico, podem haver vérios estados de aceitago possivel, mas precisamos
de apenas um deles e, arbitrariamente, tomamos o estado f; para o menor indice i possivel.
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INiCIO —>@

Se R =0, entdo o autdmato acima aceita a linguagem L(Q) = 0.

, a
INICIO ﬁ@—>

Se R =g, para algum a € ¥, entdo o autdmato acima aceita L(a) = {a}.

* Se R ¢é uma expressao regular composta, entdo €—AFD pode ser construido recursivamente
usando a seguinte estratégia:

Caso 1. Suponha que e a expressao regular tem a forma composta R = R; + R;. Suponha por inducio
que os e—AFDs E;| e E, aceitam, respectivamente, L(R;) e L(R;). O diagrama abaixo
descreve a forma para o E—~AFD E que aceita a expressdao composta R:

E,

€ €
INiCc1IO —>
€ €

E;

Observe o seguinte na construgdo acima: Os nés E] e E; representam autématos para as
linguagens L(R1) e L(R;). A transi¢do A — R; deve ser entendida como saindo do estado A e
tendo destino o estado inicial do autémato E; e a transi¢cdo E; — B deve ser entendida como
saindo do estado final de E; e tendo como destino B. A mesma ideia vale para as transi¢des
A — Ry e E; — B. Note também que nesta construg@o os estados que originalmente eram
iniciais em E; e E; ndo sdo mais iniciais no autdmato composto resultante.

Exercicio 3.31 Apresente um autdmato para aceitar a linguagem da expressao

regular R = 0+ 1 sabendo que os dois autdmatos E; e E, abaixo aceitam as linguagens das
expressoes Ry =0 e R, = 1, respectivamente:

. 0 , 1
INiCIO —>‘—> INicio —

Solu¢ao: Usando a construgdo para o Caso 1, obtemos abaixo o autdmato E que aceita a
linguagem da expressao 0+ 1:
(r)——()

INiC1IO —>
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Caso 2. Suponha que e a expressao regular tem a forma composta R = R|R;. Suponha por indugdo
que os e-AFDs E| e E; aceitam, respectivamente, L(R;) e L(R;). O diagrama abaixo descreve
a forma para o €-AFN E que aceita a expressao composta R:

E 55| E

Observe o seguinte no esquema da construcdo acima: Os nés E| e E; representam autdmatos
para as linguagens L(R;) e L(R;). A transi¢do E; — E; deve ser entendida como saindo do
final do automato E; e tendo destino o estado inicial do autdbmato E;. Note também que
nesta construgdo o estado que originalmente era inicial em E> ndo € mais inicial no automato
composto resultante.

Exercicio 3.32 Apresente um autdmato para aceitar a linguagem de R = (0+ 1)1.

Soluc¢ao: Sabendo que os autdomatos E e E; apresentados no Exercicio Resolvido 3.31
aceitam as linguagens das expressdes R} = (0+ 1) e R, = 1 obtemos o autdmato E para R:

INicIo —> Q £ O ! @

Caso 3. Suponha que e a expressio regular tem a forma composta R = R}. Suponha por inducdo que
0 €-AFN E| aceita L(R;). O diagrama abaixo descreve a forma para o €-AFN E que aceita a
expressao composta R:

€ €
INfcio —( A E, @

Observe o seguinte no esquema da construgao acima: O né Ej representa o autdmato para a
linguagem L(R;). A transi¢do E; — Ej deve ser entendida como saindo do final do autdmato
E, e tendo destino o estado inicial do autdbmato E;. A transi¢do A — E; sai de A e chega
no estado inicial de E e a transi¢do E; — B sai do estado final de E| e chega em B. Note
também que nesta construcio o estado que originalmente era inicial em £ ndo € mais inicial
no autdmato composto resultante.
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Exercicio 3.33 (Resolvido) Apresente um autdmato para aceitar a linguagem de R = (04 1)*.

Soluc¢ao: Sabendo que o autdmato E apresentado na solucéo do Exercicio Resolvido 3.31
aceita a linguagem da expresséo (0+ 1), obtemos o seguinte autdbmato composto para R:

Exercicios

Exercicio 3.34 Obtenha uma expressdo regular que represente a linguagem do seguinte €-AFN:

0,1

nfcio —{ A — @ 0! @ 01 @

Exercicio 3.35 Obtenha um €-AFN cuja linguagem seja a mesma representada pela expressiao
regular (0+1)*1(0+1). ]

lares para as seguintes linguagens:
(a) L CXj tal que toda string de L tem pelo menos um a € um b.
(b) Conjunto de strings sobre X, tal que o terceiro simbolo de trds para frente é 1.
(c) Conjunto de strings sobre ¥, que ndo tenham dois simbolos 1 consecutivos.
(d) L C X5 definido por L = {w | w tenha um ndmero par de 0’s e um niimero par de 1’s}.

Exercicio 3.37 Apresente uma expressdo regular para strings bindrias cujo tamanho é um
multiplo de 3 e a quantidade de simbolos 1 da string é impar. u

‘ Exercicio 3.36 Considere os alfabetos £; = {a,b,c} e £, = {0, 1}. Forneca expressdes regu-
I Exercicio 3.38 Dado o AFD abaixo, encontre uma expressao regular equivalente. Vocé deve



© Murilo V. G. da Silva Chapter 3. Automatos e Linguagens Regulares

mostrar o desenvolvimento passo a passo de solucao.

Exercicio 3 39 Forneca um €-AFN que aceite a mesma linguagem da expressdo regular
(004 11)*+(111)*0. n

Exercicio 3.40 Construa um &-AFN que aceite a mesma linguagem da expressdo regular
00(0+1)* n

(a) Apresente a tabela de transi¢6es da fungdo 6 do autémato E.

(b) Fornega uma expressao regular R tal que L(R) = L(E). Mostre passo a passo o desen-
volvimento da sua solugdo. "

| Exercicio 3.41 Considere o e-AFN E = ({q0,91,92,93},{a,b,c},d,q0,{q3}) abaixo:
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4. Para além das Linguagens Regulares

Existem linguagens ndo regulares? Nas se¢Oes anteriores nds ja antecipamos que a resposta é
sim. Veremos neste capitulo que algumas linguagens extremamente simples como, por exemplo, a
linguagem das strings bindrias palindromas ndo sao regulares.

O ponto mais importante a ser apreendido aqui é o seguinte: Se, por um lado, mostrar que uma
dada linguagem € regular é simples — basta explicitamente apresentarmos um AFD a aceite — por
outro lado, para mostrarmos que uma dada linguagem L ndo € regular temos que provar que nao
existe nenhum AFD que aceite L. Ou seja, precisamos usar um argumento que exclua logicamente
a possibilidade de que cada um dos infinitos possiveis AFDs tenha a propriedade de ser um AFD
que aceite L.

Na Secido 4.1 vamos apresentar uma ferramenta matematica, conhecida como Lema do Bombea-
mento, que serd extremamente Util para provar a inexisténcia de autdmatos para aceitar certas
linguagens.

O Lema do Bombeamento para Linguagens Regulares

O seguinte lema estabelece uma propriedade importante de strings de linguagens regulares:

Lema 4.1.1 — Lema do Bombeamento para Linguagens Regulares (LBLR). Seja L uma
linguagem regular. Entdo existe uma constante inteira ¢ > 1 tal que para toda string w € L
satisfazendo |w| > ¢, existem strings x,y,z € L* satizfazendo o seguinte:

w = xyz e as condicdes abaixo sdo satisfeitas:
Dhy#e @ly|<t G)Vk>0xfz€elL

No decorrer deste capitulo nos referiremos ao Lema 4.1.1 como Lema do Bombeamento para
Linguagens Regulares (LBLR) ou, de maneira mais curta, Lema do Bombeamento (LB). Na Se¢ao
4.1.1, veremos como fazer uso do LB para mostrar que uma dada linguagem nao é regular. Antes
disso, vamos ver a demonstracao do lema.
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Prova do Lema 4.1.1: Como L é regular, existe um AFD D que aceita L. Seja Q o conjunto de
estados do autémato e sejat = |Q)|.

Considere uma string w € L tal que |w| > ¢ fornecida como entrada para o autdmato. A
computagdo comega no estado inicial e, a cada passo, o autdmato visita um dos estados de Q,
finalizando em um estado de aceitacdo do autdmato. Observe que apds o autdmato ter consumido ¢
simbolos de w, a quantidade de transi¢des executadas € ¢ e, portanto, o nimero de estados visitados
é ¢+ 1 estados (lembrando que o estado inicial deve ser contado). Como ¢ + 1 > |Q|, o autdmato
terd visitado pelo menos um estado duas vezes. Considere a sequéncia S dos estados visitados

S= q0;--3qi—1,4is--,4j,4j+1,---5qt
N S S3
de forma que g; e g; correspondem a primeira ocorréncia de repeti¢cdo de estados em S. Ou seja,
sendo S = §1,95,, 53, conforme o esquema acima, na subsequéncia S aparecem apenas estados

distintos e na subsequéncia S, os tinicos estados iguais sdo g; € g;. Nesta sequéncia g € o estado
inicial e g; deve ser um estado final do autémato.

Agora faga w = xyz tal que

* x é o prefixo de w até o i-ésimo simbolo (i.e., x faz o autdmato visitar os estados de Sy);
* y é a substring entre as posigdes i + 1 e j (corresponde as visitas aos estados de S7);
¢ z ¢é o sufixo restante.

Vamos mostrar agora que as condi¢des (/), (2) e (3) do enunciado do lema sdo satisfeitas.
Como i < j, entdo y # € e, portanto, a condicdo (/) é satisfeita. Como j < ¢, entdo |xy| <t e,
portanto, a condi¢do (2) é satisfeita.

Agora considere a string xy*z, para um k qualquer. Seja S’ a sequéncia de estados visitados pelo

autdmato na computagio de xy*z. Como ¢; = ¢ j» a sequéncia de estados nesta computagdo €

S =81,5,5,...,8,83 .
——
repetido k vezes
Como o tltimo estado da sequéncia §’ é ¢,, um estado de aceitacdo, entdo xy*z é aceita pelo
autdmato. Portanto a condicdo (3), descrita abaixo, também ¢ satisfeita:
(3)Vk >0, xy*z € L.

Com isso, a prova do lema est4 finalizada. g

Usando o Lema do Bombeamento

Nesta secdo vamos entender como podemos usar o LB como ferramenta para demonstrarmos
que uma dada liguagem ndo é regular. A vantagem de se usar o LB € que ndo precisamos mostrar
explicitamente que um certo AFD ndo existe. O que acontece aqui é que todo trabalho da prova de
inexistécia do AFD fica “encapsulada” dentro da demonstracdo do LB.

A seguir vamos ao nosso primeiro exemplo de demonstragcdo que uma linguagem ndo € regular:

Teorema 4.1.2 Ly = {01 : i > 1} ndo é regular.

Prova: Suponha que Lg; € regular. Portanto, usando o LB, sabemos que existe ¢ € N, tal que se
tomaramos uma string w de L de tamanho maior ou igual a ¢, deve existir x,y,z € £* tal que w pode
ser escrita como w = xyz e as trés afirmagdes a seguir sdo verdadeiras:
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(Dy#e (2)|xy| <t (3)Vk>0,xz € L.

Considere a string w = 0'1’. Note que w € Ly; e |w| > ¢. Portanto podemos aplicar o LB e, com
isso, w pode ser escrita na forma w = xyz tal que as trés afirmagdes acima sio verdadeiras.

Pela condigdo (2), temos que |xy| < ¢ e, portanto, a string xy contém apenas 0’s. Logo, todos os
simbolos 1 da string w estdo em z (embora nfo necessariamente z contenha apenas simbolos 1).

Pela condicfio (3), a string xy*z deve pertencer a Lo, para qualquer k > 0. Portanto, em particular,
xyoz € Ly;. Com isso, temos que xz € Lo;.

Note que |xyz| = 2t. Pela condigdo (1), |xz| < |xyz| e, portanto, |xz| < 2. Como z tem # simbolos
1, a string xz pode ter no mdximo t-1 simbolos 0. Isso é uma contradicao, pois xz € Lg;. Logo Ly
ndo é regular. O

Vamos utilizar agora o LB em uma linguagem um pouco mais interessante, que € a linguagem
dos nimeros primos escritos em unario:

Teorema 4.1.3 A linguagem L,p = {17 : p é um nimero primo } néo é regular.

Prova: Suponha que L,p é regular. Entdo o LB nos diz que existe ¢ € N, tal que se tomaramos uma
string w de L,, tal que |w| > ¢, entdo Jx,y,z € £* tal que w pode ser escrita como w = xyz e:

(I)y#¢e (2)|xy| <t (3)Vk>0,xy*z€ L,p.

Considere a string w = 1 para algum primo p > ¢ (note que deve existir um primo p > ¢, pois
existem infinitos primos). Note que w € uma string para a qual podemos aplicar o LB, pois w € L,p
e |w| > t. Portanto w pode ser escrita na forma w = xyz satisfazendo condi¢des acima.

Pela condicio (3), a string xy*z deve pertencer a L, para qualquer k > 0. Em particular, para
k = p+ 1, podemos concluir que xy”*'z € L,p.

Note que |xy”*!z| = |xz| + [y?T!|. Seja |y| = n. Com isso temos:

ley?lz] =[xz + |y

=(p—n)+n-(p+1)
=p—n+n+np
=p+np
=p-(1+n)

Como p é primo, p > 2. Além disso, a condicéo (1) diz que n > 1, e portanto (1 +n) > 2.
Como ambos p e (1 +n) sdo maiores ou iguais a dois, o produto p- (1 +n) = |xy’*1z| ndo é um
niimero primo. Isso contradiz o fato que xy”*'z € L,p. O

O Teorema 4.1.3 mostra que o problema de reconhecer se um determinado niimero € primo nao
pode ser resolvido por um algoritmo (ou uma maquina) cujo funcionamento possa ser descrito por
um autdmato finito. Entretanto, observe que, nesse resultado, estamos supondo que os nimeros
sejam representados em unario. Também é possivel provar um resultado mais “natural”, no qual os
nlimeros primos sao representados por strings bindrias, conforme o teorema a seguir. A prova desse
teorema € bastante sofisticada e é apresentada na sequéncia como MATERTAL OPCIONAL.

Teorema 4.1.4 A linguagem L, = {w : N(w) é um nimero primo} ndo é regular.
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izagdo do Lema do Bombeamento apresentada no Exercicio 4.2. Pelo Teorema de Dirichlet®
sobre progressdes aritméticas, existem infinitos primos da forma n2/*! + 1. Escolha um desses
primos e denote-o por p. A representag@o bindria de p termina em 1071, isto €, termina com um
simbolo 1, seguido de exatamente ¢ zeros, seguido de outro simbolo 1.

Agora considere a string w = u0'v, onde o bloco 0/ corresponde exatamente aos ¢ zeros con-
secutivos. Como o bloco possui comprimento #, a versdo mais geral do Lema do Bombeamento
garante a existéncia de uma decomposicdo 0 = xyz, em que y = 0%, para algum inteiro s > 0, e
tal que uxy*zv € Lp, para todo k > 0. Em outras palavras, aumentar o nimero de zeros nesse
bloco produz sempre outro nimero primo.

Seja gr = N(uxy*zv). Cada zero adicional inserido nesse bloco desloca o sufixo final
uma posi¢do para a direita. Logo, gx = (p — 1)2("_1)5 + 1. Como o lema afirma que todas
essas palavras pertencem a linguagem, concluimos que g; € primo para todo inteiro k > 1.
Escolhemos agora k = p. Pelo Pequeno Teorema de Fermat®, 2°~' =1 (mod p). Elevando
ambos os lados a poténcia s, 2P~ =1 (mod p). Como k— 1 = p — 1, segue que 2~ 1s = |
(mod p). Portanto, g = (p— 1)2(=15 1= —26=1s L 1 =0 (mod p). Logo, p divide g;.
Além disso, g > (p— 1) + 1 = p, de modo que g possui um divisor préprio e, portanto, ndo é
primo. Isso € uma contradi¢do e, portanto, Lp ndo é regular.

%Teorema de Dirichlet: Sejam a,d €N com gcd(a,d)=1.Entdo existem infinitos primos congruentes a a médulo d.
b Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um primo. Entdo, Ya € Z, se p néo divide a, entio a?~' = 1 (mod p).

Exercicio 4.1 Prove que cada uma das linguagens a seguir ndo sdo regulares.

(a) A linguagem L., das strings bindrias da forma wwX.

(b) A linguagem L, das strings bindrias da forma ww.

(c) A linguagem L., das strings bindrias que tem a mesma quantidade de 0’s e 1’s.

(d) A linguagem L,, = {w : o niimero de 0’s em w é o dobro do nimero de 1’s}.

(e) Alinguagem L,, = {01/ : i> j}.

(f) A linguagem L,, = {01/ : i< j}.

(2) A linguagem L, = {1° : s € um quadrado perfeito}. =

Exercicio 4.2 Prove que a seguinte versdao mais geral do Lema do Bombeamento
também € verdadeira:

Lema: Seja L uma linguagem regular. Entdo existe uma constante ¢ tal que Vw € L, com
lw| > t, o seguinte é verdadeiro:

Ju,x,y,z,v € L* tal que w = xw'z = uxyzv e as trés condi¢des abaixo sdo satisfeitas:
My#e @<t G)Vk>0,ux(w)zvel .

Exercicio 4.3 Considere o alfabeto {0, 1,M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto: Ly, =
{wMw® : tal que w € {0,1}*}. Use o Lema do Bombeamento para mostrar que Ly, ndo é uma
linguagem regular. =

Exercicio 4.4 Considere o alfabeto {0, 1,M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto: Ly, =

MATERIAL OPCIONAL: PROVA DO TEOREMA 4.1.4.
Suponha que Lp = {w : N(w) é primo} seja regular e seja t a constante dada pela general-
I {0'M1’ :tal que i > 1}. Use o Lema do Bombeamento para mostrar que Ly, nio é regular. =
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Automatos com Pilha (AP)

No capitulo 3 nds apresentamos a defini¢do de AFDs e definimos conjunto das linguagens
regulares como sendo exatamente o conjunto de linguagens aceitas por AFDs. Depois disso, fomos
incrementando as habilidades dos nossos autdomatos. Primeiro incluimos a habilidade do automato
“advinhar” qual transicdo fazer e, em seguida, adicionamos a possibilidade do autdmato fazer
transi¢des €. Entretanto, o conjunto de linguagens aceitas por tais autdbmatos continua sendo as
linguagens regulares.

Nesta secdo vamos apresentar um cendrio diferente: Vamos dar aos €-AFNs uma habilidade que
0s tornardo mais poderosos, isto €, os tornardo capazes de aceitar linguagens que ndo sio regulares.
A habilidade que vamos dar ao autdomato € a possibilidade de armazenar informacao e recuperar
informacdo em uma memdria. Entretanto, o tipo de memdria que o autdmato terd é bastante restrito:
uma pilha de dados (veja Figura 4.1). O ponto chave aqui é que, embora o autdmato tenha acesso
a um tipo de memoria bastante restrito, este fato serd suficiente para aumentar o seu poder de
computagao.

Antes de qualquer coisa, é importante observar que este novo modelo é capaz de realizar no
minimo as tarefas que um €-AFN j4 realizava, ou seja, reconhecer linguagens regulares, pois
podemos fazer computacdo com o autdmato simplesmente ignorando a pilha de dados. Obviamente,
ja que automato tem a pilha de dados, o mais interessante serd fazer uso dela. Na secfo seguinte
veremos exatamente como isso vai funcionar.

Figura 4.1: Esquema conceitual de autdbmatos com pilha.

O modelo matemdtico para autématos com pilha

Nesta secdo apresentaremos a definicdo matemadtica para um autémato com pilha. Para tal,
precisamos esclarecer antes como este autdmato funciona. Note primeiamente que durante a
computagdo, um £-AFN executa duas acdes em cada um de seus passos:

(1) Processa um ou zero simbolos da string de entrada;
(2) Faz uma transicao de estado.

Relembre que a quantidade de simbolos processados na ac¢do (1) depende da transicdo efetuada
(um simbolo nas transi¢des comuns e zero simbolos nas transi¢cdes €). Quanto a acdo (2), relembre
também que a transi¢do pode ser fazer com o autdmato fique no mesmo estado que ji se encontra.
Autdmatos com pilha, por sua vez, executam quatro acdes a cada passo:

(1) Consome um ou zero simbolos da string de entrada;
(2) Desempilha o simbolo do topo da pilha;

(3) Faz uma transicdo de estado;

(4) Empilha uma quantidade finita de simbolos na pilha.
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No caso dos €-AFNs, as acdes executadas a cada passo da dependem de um par (estado atual,
simbolo consumido) e por isso, tem o dominio da fungdo de transi¢do igual a Q x XU {e}. No caso
dos APs!, as acdes executadas a cada passo da computaciio do AP é determinado por uma tripla
com a seguinte forma: (estado atual, simbolo consumido, simbolo desempilhado). Por este motivo,
o dominio da fungéo de transicéo 0 do autdmato com pilha deve ser Q x XU {€} x I. A cada passo,
um autdmato com pilha, além de mudar de estado, também empilha simbolos na pilha de dados
(formalmente, empilham uma string de simbolos). Mais precisamente, como estamos lidando com
um modelo de computacio ndo deterministico, dado (estado, simbolo da entrada, simbolo da pilha)
a fungdo 6 devolve um conjunto de possiveis acdes a serem executadas pelo autdmato, onde cada
elemento € do tipo (novo estado, string empilhada).

Definicdo 4.2.1 — Autématos com Pilha (AP). Um autdmato com pilha P é uma 7-tupla
P=(Q,%,T,6,q0,Z,F) tal que:

0,%,qo, F: Tem a mesma interpretacdo que em um £-AFN.

I" é o alfabeto da pilha.

Zy € I é o simbolo inicial da pilha, de forma que Zy ¢ X.

0: 0 X ZU{e} xI' — {(ql,')/l),(QQ,Yz),..., (qk,}/k)}, tal que g; € Qe AS I*.

Na defini¢do acima, o simbolo Zj €, por convengdo, o tinico simbolo presente na pilha no inicio
da computacio, marcando o “fundo” da pilha. Assim como fazemos com os demais autématos
vistos anteriormente, vamos usar diagramas para representar APs. Nos diagramas, o rétulo de uma
transicao do tipo p — g contém, além do simbolo de ¥ processado na transi¢do, o simbolo de I" e a
string que deve ser empilhada quando a transicdo € efetuada.

ROTULOS NOS DIAGRAMAS DE AUTOMATOS COM PILHA

Os rétulos nas transi¢cdes de um diagrama de um AP tem a forma (a;b;w), como abaixo:

(—==—()
p q

Neste caso, a e b sdo simbolos e w uma string. Neste caso, a transi¢do € executada se o
préximo simbolo da string de entrada for a e se o topo da pilha for b. Apds a execucdo da
transi¢do empilha-se a string w. A sequéncia da simbolos de w é empilhada de tras para frente.
Por exemplo, se w = wiws...wy, 0 simbolo wy é empilhado por primeiro, depois o simbolo wy_1,
e assim por diante, até que o simbolo w; é empilhado e fica no topo da pilha do autémato.

A seguir vamos apresentar um diagrama de um AP para a linguagem Ly das strings bindrias da
forma ww®, ou seja, palindromos de tamanho par. Observamos que esta linguagem nio é regular (a
demonstragao disto € o objetivo do Exercicio 4.1). O AP Py da Figura 4.2 decide Lgg.

A 7-tupla que define o autémato é P = ({90,91,92},{0,1},{0,1,Zy},8,90,Z0,{g2}), onde a
funcdo 6 € definida da seguinte forma: Para todo a € {0, 1} e para todo B € {0, 1,Z}, a fungdo
estd definida nos seguintes casos:

¢ 6(qua’B) = {(quaB)};

¢ 5(‘]0787B) = {(QIaB)};

° S(QDG’Q) = {(QIvg)};

° 6(6]1,8,20) = {(qzvzo)}'

O funcionamento do autdmato € o seguinte: A primeira metade da string de entrada é processada

IEstamos usando “AP” para nos referir aos autdmatos com pilha. Entretanto, em alguns textos usa-se o acronimo
PDA, que vem do ingés Pushdown Automata.
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(0; Zo; 0Zo), (15 Zo; 1Zp),
(0; 0; 00), (0, 1 01),
(1; 0; 10), (15 1; 11) (0, 0; €),(1; 1; €)

(&5 Zo: Zy)
(850,0), (g5 15 1)

inicio —{ 40

os

(&5 Zo; Zo) O
q9

Figura 4.2: Diagrama do autémato com pilha para a linguagem dos palindromos de tamanho par.

executando-se a transicdo do tipo @) — @). Observe que esta transi¢ao estd definida para todas as
possibilidades de simbolos a da entrada e B no topo da pilha (no Diagrama, trata-se do “laco” sobre
o estado gp). Quando o autdmato chega na metade da string, sendo ndo deterministico, ele “advinha”
que deve fazer a transi¢do € e mudar para o estado g;. Depois disso, o autdmato processa a segunda
metade da string fazendo as trasi¢des do tipo @) — @) desde que o simbolo lido na entrada seja
idéntico ao simbolo no topo da pilha. Caso a string de entrada seja um palindromo de tamanho par,
isso funciona até que todo simbolo da segunda metade da string de entrada seja consumido e pilha
seja toda esvaziada, exceto pelo simbolo especial Zy, que marca o fundo da pilha. Para finalizar a
computacdo, o autémato faz a transi¢do do tipo @ — @).

Quando projetamos um AP para realizar uma tarefa ¢ comum tomar cuidado para que o simbolo
Zy sempre esteja no “fundo” da pilha para que possamos saber que a pilha estd vazia. Isso nao é
obrigatdrio, mas € uma boa prética no projeto de APs, pois o AP, a cada passo, sempre remove um
simbolo da pilha por padrao. Mas o que acontece quando algum AP tenta fazer uma trasicdo, mas a
pilha estd vazia? Aqui temos uma situacdo que nao é muito diferente €-AFNs tentando realizar
uma transicao que nao estd definida: o autdmato morre e a string € rejeitada.

Como ji observamos, o modelo da Defini¢do 4.2.1 ndo é determinitico, pois ele ¢ uma gen-
eralizacdo de um modelo que j4 ndo era deterministico. Uma pergunta importante € se este nao
determinismo faz diferenca, ou seja, se seria possivel apresentar uma versao deterministica de um
AP que aceite as mesmas linguagens que APs nio deterministicos. Na Se¢do 4.2.4 daremos uma
definicdo para APs deterministicos e veremos que estes nao aceitam as mesmas linguagens aceitas
por APs ndo deterministicos, embora ainda aceitem um conjunto maior de linguagens do que as
linguagens regulares.

Exercicio 4.5 Apresente a definicdo formal e também o diagrama de um autdmato com pilha
que decida a linguagem L; = {w : N(w) é um mdltiplo de 3}. .

Exercicio 4.6 Mostre que toda linguagem regular é aceita por um autdmato com pilha. u

Exercicio 4.7 Apresente a defini¢do formal e o diagrmaa de um AP que aceite a linguagem
L={0"1": n>1}. [

Exercicio 4.8 Apresente o diagrama de um AP que aceite a linguagem L = {01/ : i > j}. =

99

Exercicio 4.9 Considere o alfabeto ¥ que contém os simbolos de “abertura” e “fechamento
de paréntesis, ou seja £ = {(,)}. Apresente o diagrama de um AP que aceite a linguagem das
strings de paréntesis balanceados sobre 6. Por exemplo, a string (()(())) deve ser aceita,
enquanto a string ())( ndo deve ser aceita. n
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Definicao formal de computacdo com autématos com pilha

A computagdo de um autdémato com pilha a computacdo comecga com o autdmato no estado
inicial gg com a string de entrada ainda sem ter sido processada e com a pilha do autdémato contendo
apenas o simbolo Zj. A partir dai, a cada passo, a “situacdo” que a computacio se encontra, serd
chamada de configuracdo da computacdo. A ideia é que a configuracdo da computacdo sempre
depende do seguinte:

(1) O estado g em que o AP se encontra;
(2) A string w de simbolos ainda ndo processada pelo AP;
(3) A string ¥ de simbolos que estd armazenada na pilha de dados.

A tripla (g, w,y) que define uma configura¢do do autdmato pode ser vista como uma “fotografia”
do autémato, capturando a situagio da computagio naquele momento do tempo?. Formalizamos
1SS0 a seguir.

Definicdo 4.2.2 — Configuragdo de um AP. Seja P = (Q,%,T,8,40,Zo,F) um APe g € Q,
w e X*, y€I'*. Uma tripla (¢, w,y) é chamada de uma configuracéo de P.

O simbolo Fp, usado para representar um passo que leva a computagdo de certa configuragdo
para uma outra configuracio, € definido da seguinte maneira:

Definicdo 4.2.3 — Um passo computacional. Seja um AP P = (Q,X,I",8,q0,Z,F). Es-
crevemos (g,aw,XB) Fp (p,w,af) se (p,a) € 6(q,a,X), onde w é uma string qualquer de X*
e B é uma string qualquer de I'*.

m Exemplo 4.1 Sabemos que o AP Py da Figura 4.2 com a entrada 010010 no seu primeiro passo
computacional sai da configuragdo (go, 010010, Zy) e atinge a configuragdo (go, 10010, 0Zp).
Usando a notagdo da Defini¢do 4.2.3, podemos escrever (go, 010010, Zy) Fp,, (g0, 10010, 0Z).

Dadas configuragdes C; e C; de P, a expressdo C; -p C; € lida “C; produz C; com um passo
computacional”. A seguir vamos definir o simbolo -} para generalizar esta ideia para um nimero
arbitrério de passos:

Definicdo 4.2.4 — Sequéncia de passos computacionais. O simbolo -, usado para
representar uma sequéncia de passos que leva a computacdo de certa configuracdo C; para uma
outra configuragdo C; € definido recursivamente:

Base: Se C; é uma configuracdo de um AP, entdo C; -5 C;.
Inducdo: C; - C; se 3C; tal que C; p Cr e Ci -5 Cj.

A expressdo C; 5 C; é lida “C; produz C;”.

m Exemplo 4.2 Sabemos que o AP P da Figura 4.2 aceita a string 010010, pois trata-se de um
palindromo de tamanho par. A computacdo passo a passo € a seguinte: (go, 010010, Zy) Fp,,
(qo, 10010, 0Zy) Fpy, (g0, 0010, 10Zy) Fp., (g0, 010, 010Zy) Fp, (g1, 010, 010Zp) Fpee
(q1, 10, 10Zo) Fpy (g1, 0, 0Z0) Fpue (g1, € Zo) Fry (g2, €, Zp). Usando a notagdo da
Defini¢ao 4.2.4 podemos escrever: escrever (qo,010010,Zo) b5 . (q2,€,Z0). .

2 A tripla contendo estes trés elementos também é chamada em alguns textos de descrigdo instantdnea do autémato.
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Vimos no Exemplo 4.2 que o (0,010010,Z) b5, (92,€,Z0), 0 que significa que Py aceita
010010. A ideia agora € usar a notagdo " para formalizar a ideia de aceitagcdo de uma string w
qualquer por um AP P:

Definicdo 4.2.5 — Aceitacdo e rejeicdo de strings. Seja P = (Q,X,I", 8,90, Zo, F) um AP.
Dado w € X*, dizemos que P aceita w se (qo,w,Zo) 5 (¢,€,¢) parag € F e oo € I'* qualquer.
Caso contrdrio, dizemos que P rejeita w.

Definicdo 4.2.6 — Arvore de computacdoes possiveis de APs. Dado um AP P e uma
string w. A édrvore de computagdes possiveis de P = (Q,X,T, 8, qo,Zo, F) com a string w € X* é
definida indutivamente:

Base: Inclua na drvore o n6 raiz correspondente a configuracdo Cy = (qo,w, Zp).

Inducgio: Seja C; um né da édrvore. Se C; -p C;, entdo inclua o n6 C; como filho de C; na drvore.

O autdmato Py aceita a string 1111. A seguir apresentamos a arvore de computagdes possiveis:

(q0,11,11Zp)

Figura 4.3: A 4rvore de computagdes possiveis do AP Py da Figura 4.2 com a string 1111. O n6
marcado com dois circulos concéntricos € um né que corresponde a uma configuracdo em que o
AP aceita a string de entrada.
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A linguagem de um AP € conjunto de strings que ele aceita, conforme a definicdo a seguir.

Definicdo 4.2.7 — Linguagens de Autématos com pilha. Seja P = (Q,X,T',8,q0,Zo, F)
um AP. Definimos a linguagem de P como sendo L(P) = {w € £* : (q0,w,Z0) Fp (g, €, @) para
g € F e o € I'* qualquer}.

Definicdo 4.2.8 — Liguagem Livre de Contexto. Dada uma linguagem L, se existe um AP
P tal que L = L(P), entdo L € dita uma linguagem livre de contexto.

Exercicios:

Exercicio 4.10 O conjunto das linguagens regulares esta estritamente contido no conjunto das
linguagens livres de contexto? Justifique sua resposta. u

Exercicio 4.11 Para responder as questdes abaixo assuma que o alfabeto é £ = {a,b,c}.
(a) Fornega um AP P tal que L(P) = {a™b"c" : m,n > 0}.
(b) Forneca um AP P tal que L(P) = {a"b"c" : m,n > 0}.

Exercicio 4.12 Na Secdo 4.1 aprendemos a usar o Lema do Bombeamento para
Linguagens Regulares para provar que certas linguagens nao sio regulares. Para o caso de
Linguagens Livre de Contexto também existe um Lema do Bombeamento para Linguagens
Livre de Contexto (LBLLC) (veja os livros [HMUOQ6] e [Sip06], por exemplo). Use o LBLLC
para provar que L = {a"b"c"; n > 0} nio € livre de contexto. n

Exercicio 4.13 A intersec¢do de duas linguagens regulares também é uma liguagem regular. Por
ter esta propriedade, as linguagens regulares sao ditas fechadas sob intersecdo. Nesta questiao
vocé deve provar que esta propriedade de ser fechada sob interse¢do ndo vale para linguagens
livre de contexto, ou seja, voc€ deve provar que existem linguagens livre de contexto L; e L, tal
que L; N L, ndo é uma linguagem livre de contexto. Dica: Tente usar o fato de que a linguagem
do Exercicio 4.12 no € livre de contexto. U

Strings que fazem o autémato esvaziar a pilha

Relembramos que quando projetamos um AP, normalmente tomamos cuidado para que o fundo
da pilha sempre contenha o simbolo Z, pois 0 AP morre quando tenta fazer uma trasicdo com a
pilha vazia. O que vamos fazer agora é mudar completamente como entendemos a computagdo
feita pelo AP. Vamos projetar APs de maneira que eles morram exatamente quando terminarem de
ler a string de entrada.

Neste contexto, a pergunta chave que queremos fazer agora é a seguinte: quais sao as strings
que fazem com que um determinado AP esvazie completamente sua pilha (e por consequéncia
morra no passo seguinte)? Dado um AP P, vamos definir a seguir N(P) como sendo o conjunto
contendo toda string que faz o AP morrer com a pilha vazia. Observe que o conjunto N(P) ndo é a
linguagem do AP, embora, em algumas situacdes, este possa ser o caso.

DefinicGo 4.2.9 Seja P = (Q,X,I',8,490,Zp,F) um AP. Entdo N(P) = {w ; (q0,w,Zo) F»
(q,€,€) para g € Q qualquer}.

= Exemplo 4.3 Como o AP Py da Figura 4.2 nunca esvazia a pilha, entdo N (Pyz) = <. n
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Observe que as strings de entrada de um dado AP P caem em dois casos: as strings que esvaziam
a pilha de P e as strings que ndo esvaziam a pilha de P. Assim como temos pensado no AP P
como tendo um certo poder de computagdo capaz de distinguir se uma dada string pertence ou
ndo pertence a L(P), podemos também pensar que P também tem um certo poder de computacdo
no sentido em que a maquina pode ser usada para fazer a distincao entre as strings que pertencem
ou ndo pertencem a N(P). A partir de agora, vamos formalizar esta ideia e dizer que as strings
de N(P) sdo as strings que P esvazia a pilha. Observe que o fato de que P aceite por pilha vazia
uma dada string w, ndo implica necessariamente que P aceite esta mesma string w. Entretanto, os
seguintes teoremas mostram ha uma certa equivaléncia entre estas duas maneiras de se olhar para
os automatos com pilha.

Teorema 4.2.1 Seja P uma AP qualquer. Entdo existe um AP P’ tal que L(P') = N(P).

Teorema 4.2.2 Seja P uma AP qualquer. Entéo existe um AP P’ tal que N(P') = L(P).

Autdomatos com pilha deterministicos (APDs)

Vamos finalizar esta se¢do sobre APs seguindo a direcdo oposta que vinhamos fazendo desde o
Capitulo 3. Até agora vinhamos, pouco a pouco, generalizando o nosso modelo de computagao.
Agora, vamos dar “um passo para trds” e definir um modelo de computagdo um pouco mais restrito.
Chamaremos este modelo de Autéomato com Pilha Deterministico (APD).

DefinicGo 4.2.10 — Autématos com Pilha Deterministicos (APDs). Um Automato com
Pilha Deterministico (APD) é um Autdémato com Pilha P = (Q,X,T, 8, qo,Zo, F) cuja fungdo de
transi¢do O tem as seguintes restri¢des:

1. Para quaisquer, ¢ € Q,a € XU{e} e X €T, temos |§(q,a,X)| < 1,

2. Seexiste g€ Q,acXeX eI tal que 8(q,a,X) # &, entdo 6(q,€,X) = &.

I Exercicio 4.14 Mostre que toda linguagem regular pode ser decidida por um APD. n

Exercicio 4.15 Considere a linguagem nao regular do Exercicio 4.4, isto € a
linguagem L, = {wMw® : tal que w € {0,1}* } definida sobre o alfabeto {0, 1,M}. Mostre
um APD que decida esta linguagem.

Soluc¢ao:

(M; Zo3 Z), %
(M; 0; 0), (M; 15 1) (&5 Zo; Zp)
INicIo —( 40 \31/ @
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Teorema 4.2.3 O conjunto de linguagens decididas por APs é estritamente maior do que o
conjunto das linguagens regulares.

Prova: A demonstracio é consequéncia direta dos Exercicios 4.4, 4.14 e 4.15. [

Teorema 4.2.4 Toda linguagem decidida por um APD também € decidida por um AP.

Prova: Como APDs sdo casos particulares de APs, trivialmente toda linguagem decidida por um
APD também ¢ decidida por um AP. [J

Uma pergunta que surge naturalmente agora ¢ se toda linguagem decidida por AP também pode
ser decidida por um APD. O teorema a seguir enuncia que isto ndo é verdadeiro.

Teorema 4.2.5 Nao existe APD que decida a linguagem Lgg.

Gramdticas Livre de Contexto

Na Secao 3.6 nds vimos que podemos usar expressdes regulares para reprentar linguagens. Mais
precisamente, vimos que as linguagens representaveis por expressdes regulares sdo exatamente
as linguagens aceitas por autdmatos finitos. Neste se¢do vamos fazer algo semelhante. Vamos
apresentar um outro formalismo matematico, chamado de Gramadticas Livres de Contexto (GLC),
que também pode ser usado para representar linguagens. Na sequéncia veremos que as linguagens
representaveis por GLCs sdo precisamente as linguagens aceitas por APs.

Definicao formal de gramdticas livre de contexto

O objeto matemdtico que usaremos para representar linguagens nesta secao € uma quidrupla.
Vamos primeiramente apresentar a definicio matemadtica deste objeto e, em seguida, explicaremos
como associamos uma linguagem a estas quidruplas.

Definic@o 4.3.1 Uma Gramdtica Livre de Contexto é uma quddrupla G = (V,T,P,S) tal que:

* V € o conjunto de varidveis

» T € o conjunto de simbolos terminais.

* P ¢ o conjunto de regras de producdo, sendo que cada elemento de P € uma expressao da
forma X — W, onde X € V e W é uma string de (VUT)*.

e S € avariavel inicial, onde S € V.

Para simplificar, muitas vezes diremos apenas “gramaticas”, ao invés de gramadticas livres de
contexto e apenas “regras” ao invés de regras de produgao.

» Exemplo 4.4 Um exemplo de gramdtica livre de contexto é a 4-tupla Gpar = ({P},{0,1},A,P)
tal que os elementos do conjunto A sdo as seis regras de produgdo listadas abaixo:

P—e
P—0
P—1
P — 0PO
P—1P1

Na Secdo 4.3.2 veremos como gramdticas, como a que acabamos de ver no Exemplo 4.4, sdo
formalmente associadas a linguagens. Por enquanto vamos apenas nos certificar que entendemos
exatamente que tipo de objeto matematico € uma gramdtica. Vamos a mais um exemplo:
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» Exemplo 4.5 A 4-tupla a seguir é uma gramatica: Ggx = ({[,E},{a,b,0,1,+,%,(,)},Aex, E),
tal que as regras de Agx sdo:

E—1

EFE—-E+E

E—ExE

E— (E)

I —a

I—b

I —1Ia

I1—1b

I1—10

I1—11 n

Para simplificar, em vez de escrever a lista completa de regras de um dado conjunto de regras,
vamos utilizar uma notacio mais compacta. No caso do Exemplo 4.5, ao invés de gastar dez linhas
para descrever o conjunto de regras A, poderiamos ter usado apenas duas linhas e o descrito da
seguinte maneira:

E — I|[E4+E|E*E|(E)
I — a|b|la|Ib|I0|11

A ideia é que, se para uma varidvel A existem k regras regras X — o, A — 0, ---, X — Oy,
escrevemos tudo em uma linha da forma A — o || - - - | . De maneira semelhante, o conjunto de
regras da gramatica Gpa;. do Exemplo 4.4 € escrito P — €[0[1|0PO|1P1.

Derivacées de uma gramdtica

Dada uma gramética G, veremos agora qual é a linguagem L(G) que esta gramatica representa.
Para chegarmos a tal definicdo, vamos definir o conceito de derivagdo de strings. A ideia é que as
strings derivaveis de G sao as strings que pertencem a linguagem L(G).

Definic@o 4.3.2 — Producdo de string (um passo). Seja G = (V,T,P,S) uma gramdtica
e seja uma string ¢Af3, onde A€ Ve a,Bf € (VUT)*. Seja A — y uma regra de P. Entdo
dizemos que a string oy pode ser produzida em um passo da string @A na gramética G.
Neste caso escrevemos @A = oy3. Quando néo houver ambiguidade, escreveremos apenas:
aAB = ayp.

Terminologia: As strings ayf e oA da Defini¢do 4.3.2 sdo chamadas de termos sentenciais. Note
que ambas sdo strings sobre o alfabeto V UT. As strings cujos simbolos pertencem apenas ao
conjunto 7" sdo chamadas de strings terminais.

Note que uma producdo sé pode ser obtida de strings que sdo termos sentenciais que possuam

pelo menos um simbolo de V, isto é, deve haver pelo menos uma varidvel “disponivel” para
aplicacdo de uma regra.

A partir de agora, estaremos interessados em aplicacdes sucessivas de regras de producio, como
no exemplo a seguir:

» Exemplo 4.6 A string a* (a+ b00) pode ser produzida na gramdtica Gex pela seguinte sequéncia
de aplicacdes de regras:

E=E+E=I+E=a*xE=ax(E)=ax(E+E)=ax(I+E)=ax(a+E)=ax(a+I)=
ax(a+10) = ax*(al00) = ax* (a+ b00) n
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Definicdo 4.3.3 — Producdo de string (miltiplos passos). Seja G = (V,T,P,S) e sejam
o,B,y € (VUT)* strings. Dizemos que a string ¥ pode ser produzida em muiiltiplos passos a
partir de o, escrito & = 7, se o seguinte vale:

BASE: Se y = «, entdo vale a =, 7.
INDUGAO: Suponha que y # « e o seguinte é verdadeiro & =7 B e f = 7. Entdo a = 7.

Usando a notacdo da Defini¢do 4.6, a partir da sequéncia de passos do Exemplo 4.6, sabemos
que ¢ valido escrever E =; a * (a+ b00).

Definicdo 4.3.4 — A Linguagem de uma Gramdtica. Dada uma gramdtica G = (V,T,P,S),
alinguagemde Gé L(G) ={w e T* : S = w}. Neste caso dizemos também que a linguagem
L(G) é gerada pela gramitica G.

A seguir o teorema mais importante desta se¢@o relacionando linguagens aceitas por autdmatos
com pilha, i.e., linguagens livres de contexto e linguagens geradas por gramaticas:

Teorema 4.3.1 Uma linguagem L € livre de contexto < existe uma gramdtica G tal que L(G).

A demonstracdo do Teorema 4.3.1 pode ser vista em [HMUO6] ou [Sip06]). A ideia chave na
demonstrag@o é argumentar que w € L(G) <> existe uma AP P tal que w € N(P).

Exercicios:
I Exercicio 4.16 Fornega um GLC que gere a linguagem L = {0"1" : n > 1}. .
I Exercicio 4.17 Fornega um GLC que gere a linguagem L = {01/ : i > j}. -

99

Exercicio 4.18 Considere o alfabeto X que contém os simbolos de “abertura” e “fechamento
de paréntesis, ou seja £ = {(, ) }. Forne¢ca um GLC que gere a linguagem das strings de paréntesis
balanceados sobre o. Por exemplo, a string (()(())) deve ser derivavel, enquanto a string ())(
ndo deve ser derivdvel. u

Exercicio 4.19 Para responder as questdes abaixo assuma que o alfabeto é X = {a,b,c}.
(a) Fornega uma gramética G tal que L(G) = {a"b"c" : m,n > 0}.
(b) Forneg¢a uma gramatica G tal que L(G) = {a"b"c™ : m,n > 0}.

Exercicio 4.20 Seja X = {a,b,c,d}. Forne¢a uma GLC para a seguinte linguagem:
L={a"b"c"d™ : n>0,m>0} U {a"b"c"d";n>0,m > 0}. .
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Ambiguidade de gramdticas

Vamos comegar esta secdo observando o seguinte: Podemos produzir uma string em uma
gramadtica de mais de uma forma. O exemplo a seguir esclarece isso:

m Exemplo 4.7 A string a x b pode ser produzida na gramdtica Ggx usando diferentes sequéncias
de aplicacdes de regras. Apresentamos abaixo duas delas:

WE=FE+E=I+E=a+E=a+1=a+b

MWE=E+E=E+I=I1+I=a+1=a+b m

As duas diferentes sequéncias de passos do Exemplo 4.8 na producio da string a + b sdo ditas
chamadas duas derivagoes diferentes. A seguir a defini¢do formal:

Definicdo 4.3.5 — Derivagdo. Seja G = (V,T,P,S) uma gramdtica. Uma derivacdo é uma
sequéncia de passos Q] = 0p = --- = 0y tal que S = ; e cada o; = ;1 € uma producio
valida na gramética G.

Note que, usando a notacdo para produgdo de strings (Def. 4.3.3), quando escrevemos E =¢ ¢,
queremos dizer apenas que existe pelo menos uma derivacdo da string &, sem nenhuma preocupacio
sobre a quantidade derivacdes possiveis. O conceito de ambiguidade de gramaticas esté relacionado
a multiplicidade de possiveis derivagdes, mas isso ainda ndo é o cerne da questdo. Para entendermos
ambiguidade de gramaticas, precisamos intruduzir a ideia de drvore sintdtica de uma derivacao.

Definicéo 4.3.6 — Arvores sintdticas. Seja G = (V,T,P,S) uma gramitica livre de contexto
e seja w = wiwy...wy uma string de L(G). Seja & uma derivagdo w em G. A drvore sintdtica da
derivagdo 2 é uma arvore com raiz S com a seguintes relacdes entre os nos:

e Se o passo A3 = ayP aparece na derivagdo Z € Y = ¥1}»...%, entdo o n6 A € pai dos
nés i, v, ..., N, da esquerda para a direita.

O conjunto das arvores sintaticas de todas as possiveis derivacdes de w é chamado de conjunto
das drvores sintdticas da string w .

m Exemplo 4.8 Condidere abaixo duas possiveis derivagdes da string a + b * c:

()E=FE+E=E+ExE=E+ExI=FE+Exc=I1I+Exc=a+Exc=a+Ixc=a+bxc
(i)E=>FE+«E=E+E*xE=E+Exl=>FE+Exc=>I1I+Exc=a+Exc=>a+Ixc=a+bxc

Abaixo a esquerda a 4rvore sinatica da derivacéo (i) e a derivagdo de (ii).

E E
/R /R
E + E E * E
I
1 E * E E + E 1
. ] ]
a I I I I c
| . |
b c a b

Como (i) e (ii) s@o duas possiveis derivacdes de a + b * ¢, entdo as duas arvores acima estao
contidas no conjunto das drvores sintdticas de a 4 b x c. De fato, embora existam outras derivagdes
possiveis para a string, todas elas acabam tendo uma das duas 4rvores acima (veja Exercicio 4.22).

n
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m Exemplo 4.9 No exemplo 4.8, vimos as duas derivacdes abaixo para a string a * b:

()E=FE+E=I+E=a+E=a+1=a+b
(i) E=E+E=FE+I=I1I+1=a+1=a+b

Ambas derivacdes (i) e (ii) tem a mesma arvore de andlise sinttica, apresentada abaixo:

E

T

+

E E
1 1
a b

A arvore acima € a tnica arvore sintdtica de a + b. Note que, embora existam mais derivacoes
possiveis para a string, além das derivagdes vistas em (i) e (ii), todas elas acabem tendo exatamente
a arvore sintdtica acima (veja Exercicio 4.22).

|
Definicdo 4.3.7 — Ambiguidade de Gramdticas. Uma gramdtica G € dita ambigua se
existe mais de uma drvore sintética para alguma string w € L(G).

A partir da Defini¢do 4.3.7, podemos concluir que a gramdtica Ggy, vista anteriormente é
ambigua, pois a string a + b * ¢ possui duas arvores sintdticas diferentes.

Como mencionamos antes, embora a multiplicidade de derivacdes ndo seja sindnimo de
ambiguidade de gramadticas, existe uma relacdo entre os dois conceitos. Como veremos abaixo, se
restringirmos um pouco os tipos possiveis de derivagdes para uma dada string, podemos estabelecer
uma relacdo entre a multiplicidade de derivacdes de uma string e a ambiguidade de uma gramética.
A ideia chave serd permitir, para uma dada string &, apenas derivagcdes em que a varidvel escolhida
para aplicar a regra de produgdo seja aquela que aparece primeiro em ¢, ou seja, a varidvel “mais
a esquerda” na string. Tal derivagdo € dita uma derivacdo mais a esquerda. De maneira analoga,
podemos definir derivagdes mais a direita.

Teorema 4.3.2 Seja G uma gramatica. Toda string de L(G) tem exatamente uma deriva¢do mais
a esquerda se e somente se G ndo ¢ ambigua.

Teorema 4.3.3 Seja G uma gramatica. Toda string de L(G) tem exatamente uma deriva¢do mais
a direita se e somente se G ndo é ambigua.

OBSERVACOES IMPORTANTES:

* Reforcamos que mesmo que uma string tenha vdérias derivagdes diferentes, isso nao
necessariamente quer dizer que a gramdtica seja ambigua. A gramadtica somente é
ambigua se existir uma string que admita mais do que uma arvore sintética.

* Entretanto, no caso de apenas permitirmos derivacdes mais a esquerda e ainda assim
pudermos obter mais do que uma derivacdo de uma dada string, podemos concluir que a
gramdtica é ambigua (ver Teorema 4.3.2).
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Considere uma liguagem L tal que exista uma gramética livre de contexto G tal que L(G) = L.
Podemos nos perguntar se sempre é possivel obter G de forma que G ndo seja ambigua. A resposta
€ ndo, pois pois existem linguagens que sdo ditas inerentemente ambiguas. Mais precisamente, iSso
quer dizer que existem linguagens L que podem ser geradas por gramadticas, porém toda gramética
G tal que L(G) = L, tem-se que G é ambigua. Um exemplo de tal linguagem é L = {a"b"c"d™ :
n>0,m>0} U {a"b"c"d";n > 0,m > 0} (relembramos que no Exercicio 4.20 pedimos para o
aluno apresentar uma gramadtica que gere esta linguagem), conforme o teorema enunciado abaixo:

Teorema 4.3.4 Seja L = {a"b"c™d™ : n>0,m >0} U {a"b"c"d";n > 0,m > 0}. Entdo toda
gramdtica G tal que L = L(G) é ambigua.

A demonstragdo do Teorema 4.3.4 pode ser vista em [HMUOQ6] ou [Sip06]).
Exercicios:

I Exercicio 4.21 Verifique que a derivagdo de Ggx do Exemplo 4.6 é mais a esquerda u

Exercicio 4.22 Apresente todas a drvores sintdticas para as strings de terminais a+bea+bxc
da gramética Ggx. =

Ambiguidade de gramdticas e autématos com pilha deterministicos

O Teorema 4.3.1 mostra que o conjunto de linguagens aceitas por APs é exatamente o mesmo
conjunto das linguagens expressa por gramaticas. Por outro lado, vimos anteriormente que o
conjunto das linguagens aceitas por APs ndo é o mesmo que o conjunto de linguagens aceitas por
automatos com pilha deterministicos. Além disso, vimos que algumas gramadticas sdo inerentemente
ambiguas. Em outras palavras, o mundo das linguagens livres de contexto é bem mais sutil do que
o mundo das linguagens regulares. Enunciamos a seguir dois teoremas que mostram a relagdo entre
ambiguidade de graméticas e APDs.

Teorema 4.3.5 Se L = L(P) para algum APD P, entdo existe uma gramatica livre de contexto
ndo ambigua G tal que L(G) = L.

Teorema 4.3.6 Existe uma gramatica livre de contexto ndo ambigua G tal que ndo existe nenhum
APD que aceite a linguagem L(G).

Exercicios

Exercicio 4.23 Seja A = {a,b,c} e seja L a linguagem {a"bc”" | n > 1} sobre o alfabeto A.
Forneca um AP que aceite a linguagem L. =

Exercicio 4.24 Apresente um AP para a linguagem das strings palindromas sobre o alfabeto
Y ={0,1}. n
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Exercicio 4.25 A respeito do autbmato com pilha deterministico P abaixo, que aceita uma
linguagem L(P) sobre o alfabeto {0, 1, M}, responda as seguintes perguntas:

(05 Zo; 0Zy),
(0; 0; 00) (1; 0; &)

Nicto —( 9o - \31/

(a) Considere as duas sequéncias de configuragdes S; ou S abaixo. Qual delas € a sequéncia
correta para a computacao da string 00M00 por P?
S = (q(),OOM()O,Z()) F (q(),OMO0,0Z()) H (qO,MO0,00Z()) = (ql,O0,00Z()).
S> = (g0, 00M00, Zy) = (go,0M00,0Zy) F (g0, M00,00Zy) F (¢1,00,00Zy) F (¢2,00,00Z).
(b) Apresente a sequéncia de configuracdes para a string OM1
(c) Qual é a linguagem L(P) aceita pelo automato P?

linguagem L(P) sobre o alfabeto {0, 1}, responda as seguintes perguntas:

(a) Apresente a sequéncia de configuracdes para a string 101 e para a string 0101
(b) Qual é a linguagem L(P) aceita pelo autdbmato P?

Exercicio 4.27 Observe que a linguagem da expressdo regular 0*1(0+1)* é a mesma lin-
guagem da gramdtica regular G = (V,T,P,S) com as regras abaixo:

S — AlB
A—0A|¢€
B—O0B|1B|¢€

Forneca uma derivacdo mais a direita e uma derivacdo mais a esquerda da string 00101. =

Exercicio 4.28 Fornega uma gramdtica que tem como linguagem expressdes bem formadas em
légica proposicional. Lembre que em uma expressdao bem formada em légica proposicional
pode ter varidveis x1,xp,X3, ..., operadores bindrios A, V, =, <, operador undrio — e abertura e

‘ Exercicio 4.26 A respeito do autbmato com pilha deterministico P abaixo, que aceita uma
| fechamento de parénteses. U
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Exercicio 4.29 Considere a gramatica Gproc = (V, T, P, [BLOCO] ), onde os conjuntos de varidveis,
terminais e regras sao:
* V = { [BLOCO], [IF-THEN], [IF-THEN-ELSE], [ATRIB], [COND] }

eT={a,20,---,9,if, then, else, =, ==}

* Asregras sio:

[BLOCO] — [IF-THEN] | [IE-THEN-ELSE] | [ATRIB]
[IF-THEN] — if [COND] then [BLOCO]

[IF-THEN-ELSE] — if [COND] then [BLOCO] else [BLOCO]

[ATRIB] —  [VAR] = [NUM]
[COND] —  [VAR] == [NUM]
[VAR] — al-|z
[NUM] — 0|9

Mostre que a gramdtica G é ambigua.
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Neste capitulo, apresentaremos o modelo matemadtico proposto por Alan Turing em 1936,
conhecido como Méquina de Turing. Esse modelo matematico € a base tanto para a defini¢do
formal de algoritmo quanto para a defini¢do formal do que entendemos por computador.

5.1 Algoritmos e Problemas computacionais

Antes de falarmos de Maquinas de Turing, vamos formalizar algo com que ja estamos acostu-
mados, que € a ideia de que certos problemas computacionais podem ser vistos como linguagens.
Para citar alguns exemplos bdsicos, vimos que o problema da divisibilidade por 3, o problema
de testar palindromos e o problema de testar primalidade podem ser modelados, respectivamente,
pelas linguagens L3 = {w € {0,1}* : N(w) é um muiltiplo de 3}, Lps. = {w € {0,1}* : w = wk}
e Ly ={we{0,1}* : N(w) é um nimero primo}. A seguir, vamos formalizar a correspondéncia
entre linguagens e um tipo particular de problema, conhecido como problema de decisdo.

Defini¢do 5.1.1 — Problema de Decisdo. Um problema de decisdo é uma linguagem sobre
o alfabeto binério.

Além de problemas de decisdo, outros tipos de problemas também sdo relevantes para a teoria
da computacdo. Entretanto, os problemas de decis@o serdo o foco de grande parte de nossas
discussdes neste livro. Assim, quando ndo houver ambiguidade, chamaremos um problema de
decisdo simplesmente de problema.
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REFLETINDO UM POUCO: PROBLEMAS SAO SEMPRE LINGUAGENS?

Como ja mencionamos, em teoria da computagdo muitas vezes nos restringimos a estudar
apenas problemas de decisdo, que podem ser vistos como perguntas para as quais a resposta
€ SIM ou NAO. Observe que isso € equivalente a dizer que a resposta que procuramos contém
apenas um bit de informacgao.

Sabemos perfeitamente que nem todo problema computacional € um problema de decisdo.
Considere, por exemplo, o problema elementar de multiplicar dois niimeros naturais a e b.
A resposta para esse problema é o produto a - b. Problemas desse tipo sdo conhecidos como
problemas de busca, isto é, dada uma entrada, o algoritmo deve “buscar” uma solugdo que
satisfaca certas propriedades. Note que, nesse caso, podemos interpretar a resposta desejada
como uma string com mais de um bit, mais precisamente, a string w tal que N(w) = a - b.

Nos capitulos subsequentes lidaremos com problemas de busca, bem como com problemas
de otimizagdo (um caso particular de problemas de busca em que, havendo mais de uma solug@o,
desejamos aquela que minimiza ou maximiza algum valor). Entretanto, ¢ importante destacar
que, mesmo no cendrio restrito aos problemas de decisdo, ja seremos capazes de explorar os
fundamentos e os limites da computagao.

Encontrar uma solu¢do para um problema de decisao L significa apresentar um algoritmo que
possa ser usado para determinar sistematicamente, em uma quantidade finita de passos, se uma
dada string pertence ou ndo a linguagem L. Por exemplo, no Capitulo 3, vimos que o problema da
divisibilidade por 3 pode ser resolvido usando um AFD. Nesse caso, para resolver o problema da
divisibilidade por 3, ndo precisamos de toda a expressividade de uma linguagem de programacao,
nem mesmo da expressividade de um autdmato com pilha, pois um AFD ¢é suficiente para fornecer
uma descricao algoritmica da solugdo do problema em questao.

No Capitulo 4, vimos que, ao permitir que autdmatos utilizem uma memdoria, no caso uma
pilha de dados, podemos expressar algoritmos que AFDs néo s@o capazes de representar, como,
por exemplo, algoritmos para testar se uma string é palindroma. Entretanto, existem diversos
problemas razoavelmente simples, como o problema de testar primalidade, que ndo podem ser
resolvidos por autdmatos com pilha. Nao € dificil, porém, escrever um algoritmo que resolva o
problema da primalidade em linguagem C, por exemplo. Na proxima se¢@o veremos a defini¢io de
Miquinas de Turing, um modelo capaz de expressar qualquer algoritmo que possamos escrever
em qualquer linguagem de programacdo conhecida. No Capitulo 6 discutiremos a tese segundo a
qual as Maquinas de Turing nao sdo apenas equivalentes a qualquer linguagem de programagao
existente, mas constituem um modelo matematico apropriado para representar rigorosamente o que
entendemos intuitivamente por algoritmo.

CONTEXTO HISTORICO: AUTOMATOS E MAQUINAS DE TURING

Neste texto, fomos introduzindo modelos de computacio incrementalmente mais poderosos.
Comecamos com AFDs (que s@o equivalentes a AFNs e €-AFNs), seguidos por APs e, neste
capitulo, vamos introduzir Mdquinas de Turing. Apresentar esses modelos nessa sequéncia é
interessante do ponto de vista pedagégico, mas nao reflete a sequéncia histérica em que eles
apareceram na literatura cientifica. Curiosamente, Alan Turing propds seu modelo na década
de 1930, enquanto os modelos de computacao vistos nos capitulos anteriores apareceram na
literatura por volta das décadas de 1950 e 1960.

O modelo de Méquina de Turing é semelhante a um AFD acrescido de uma fita de dados.
A Figura 5.1 ilustra, de forma abstrata, o funcionamento de um AFD, de um AP e de uma Méquina
de Turing. Embora, conceitualmente, uma Mdaquina de Turing seja bastante simples, precisamos
esclarecer alguns detalhes de “baixo nivel” do modelo. Por exemplo, no modelo com que vamos
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trabalhar aqui, por conveniéncia, assumiremos que a computacdo ja se inicia com a string x
posicionada na fita de memoria (em vez de ser fornecida externamente, como ocorre com AFDs e
APs). Na Sec¢do 5.2, veremos tudo isso em detalhes.

x=| AFD => SIM/NAO X = AP => SIM/NAO X = MT => SIM/NAO

Figura 5.1: Comparagio entre um AFD, um AP e uma Maquina de Turing. Os AFDs sdo méginas de estados
e APs sao mdquinas de estados com acesso a uma memoria em forma de pilha de dados. A Mdaquina de
Turing € essencialmente uma maquina de estados com uma meméria em forma de fita de dados. A maquina
pode acessar diferentes posi¢des desta fita e ler/escrever um simbolos em tais posicdes.

Definicdo da Maquina de Turing

Primeiramente, como j4 mencionamos, vamos assumir que a string de entrada x, no inicio da
computagio, encontra-se localizada na fita de dados!. Isso simplifica um pouco a nossa definicio
da func@o de transi¢do 6 da mdquina, como veremos a seguir. A Figura 5.2 ilustra isso.

MT

Figura 5.2: Uma mdquina de Turing com a string x = xx; - - - x,, na fita. Todas as infinitas células da fita a
esquerda de x; e a direita de x,, contém o simbolo especial B, indicando que a célula estd em branco.

A seguir apresentamos uma comparacdo de miquinas de Turing com Autdmatos com pilha
mostrando como tais miquinas funcionam a cada passo da computagao:

Autéomatos com pilha: o dominio da funcdo 6 de APs é uma tripla (estado, simbolo, simbolo),
pois a cada momento a mdquina se encontra em um dado estado lendo simbolos de dois lugares
diferentes: string de entrada e topo da pilha;

Maquinas de Turing: Como a string de entrada se encontra ja na fita de dados, o dominio da
fungdo 6 de MTs € apenas um par (estado, simbolo), pois a cada momento a maquina estard em um
determinado estado lendo uma posicao especifica da fita de dados.

INa literatura, podemos encontrar algumas variagdes do modelo de Maquina de Turing diferentes do definido aqui. O
importante é que todas essas variagdes acabam tendo o mesmo poder computacional do modelo apresentado aqui.
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Definicdo 5.2.1 — Maquina de Turing (MT). Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla
M= (Q,X,T,5,q0,B,F), tal que:

* ( é o conjunto finito de estados

» X é o alfabeto de entrada. Quando ndo especificado, £ = {0,1}

» I"¢ o alfabeto da fita, tal que X C T".
0:(Q\F)xI'— QO xTI'x D ¢uma fungdo parcial e D = {L,R,S}.
* go é o estado inicial
* B é o simbolo especial chamado de simbolo branco.
e F C Q¢ o conjunto de estados finais.

A terminologia que usaremos para descrever os passos computa- L1gura 5.3: Alan Turing

cionais de uma maquina de Turing € o seguinte: a cabeca de leitura da maquina estd escaneando
uma determinada célula da fita de dados.

O funcionamento de uma Maquina de Turing

Vamos agora interpretar em detalhes o modelo matematico para entender como o processo de
computacdo ocorre. Suponha que a fungdo &(g,X) retorna (¢’,X’,d). Neste caso, o que acontece é
que a se mdquina estiver no estado ¢ com o simbolo X na célula sendo escaneada na fita, entdo ela
fard uma transigdo para o estado ¢, sobreescrevendo X na fita pelo simbolo X’ e moverd sua cabeca
de leitura da seguinte maneira: (1) Se d = L, entdo a cabeca de leitura se movera para a esquerda
(ou seja, no préximo passo a maquina estard escaneando a célula da fita do lado esquerdo da célula
atual); (2) Se d = R, entdo a cabeca de leitura se moverd para a direita; (3) Se g = S, entdo a cabeca
de leitura continuard na posi¢do corrente.

Se a string de entrada € x = xx;...X,, assumiremos que no inicio da computagdo x se encontra

na fita e a cabega de leitura da mdquina esta posicionada sobre x;. Além disso, por definicdo, todos
os demais simbolos da fita (antes de x; depois de x;,) sdo simbolos B. A Figura 5.4 exemplifica isso.

Miquina
de
Estados

|

- |B[B[B[x1]|*]| ... [®m]|B[B]B]

Figura 5.4: Méquina de Turing escaneando o primeiro simbolo da string x = x}x;...x, armazenada na fita.

Observe que os conceitos de fita e de cabecga de leitura da maquina ndo estdo aparentes na
defini¢do da MT, que € apenas uma 7-tupla de objetos matematicos, como conjuntos e elementos,
e uma func¢do “amarrando” estes objetos de determinada maneira especifica. As ideias de fita e
cabeca de leitura podem ser vistas como parte da interpretacdo de como o modelo computa ou
como intui¢des do que seria um objeto fisico que o modelo matemadtico descreve. Algo importante
de observar a respeito de Mdquinas de Turing, é que o objeto fisico correspondente ao objeto
matematico € extremamente simples: maquina de estados finita com uma fita de memoria.
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VACAS ESFERICAS NO VACUO

Uma frase que fisicos bem humorados gostam de usar € a seguinte: “Considere uma vaca
esférica no vacuo”. A ideia € brincar um pouco com a ideia de que muitos argumentos da fisica
s@o propostos usando objetos exageradamente simples em condi¢des ideais. Um objeto simples
como uma mdaquina de estados adicionada de uma fita de dados ndo deixa de parecer com a vaca
esférica no vacuo dos cientistas da computacdo. A verdade € que, de fato, a simplicidade € um
dos atrativos das Mdquinas de Turing.

Entretanto, o que torna este objeto idealizado realmente til ndo € apenas a sua simplicidade
(afinal, AFDs sdo ainda mais simples!), mas o fato de que ele, apesar da simplicidade, € tdo
poderoso quanto qualquer outro modelo conhecido para respresentar algoritmos.

Dissemos que MTs sdo “semelhantes” a AFDs (ao invés dizer “exatamente” AFDs) com a
adi¢do de uma fita de dados. O que ocorre € que hd uma pequena diferenca na maquina de estados
de MTs em relagdo de AFDs. Em Mdquinas de Turing, a fung¢éo 6 ndo precisa estar definida em
todos os pares (¢,X). Entretanto, é importante ressaltar que vamos tratar MTs como modelos
deterministicos de computacdo (ao contrdrio de alguns outros modelos, como AFNs, por exemplo,
em que a fungdo & poderia ndo estar definida para algumas entradas).

No caso de MTs, quando a fun¢do 6 ndo estd definida em um elemento de (¢,X), a MT ird
finalizar sua execugdo. Neste caso, diremos que a MT para. Observe que uma maquina “parar’”
pode ser visto como um passo puramente deterministico, i.e., a computagdo terminou, independente

da entrada ter sido lida inteiramente ou ndo?.

Algo importante de lembrarmos é que a causa do comportamento nio deterministico de AFNs
era a possibilidade de haver mais do que uma transigdo definida em algumas pares (g,a) e néo o fato
de algumas transicdes estarem indefinidas (este fato € explorado no Exercicio 3.19). O que ocorre
em nossa defini¢do de MTs € que ndo hd mais de uma transi¢éo definida em um certo par (¢,X),
tornando o comportamento da maquina deterministico. Dada uma MT M = (Q,X.T",0,q0,B,F), a
cada aplicagd@o da func¢do (g, X) ocorre exatamente um dos dois casos abaixo:

(1) A fungéo 6 € definida em (g, X). Neste caso o comportamento da MT é unicamente determi-
nado pela tripla de Q x I' x D que a fungdo 6 retorna;

(2) A fungdo 6 ndo é definida em (¢,X). Neste caso o comportamento da MT também é
unicamente determinado, pois a maquina sé tem uma escolha, que € parar sua execucdo. Na
Secdo 5.2.3 veremos que o estado em que MT parou sua execug¢do (final ou ndo) é que vai
definir se M aceita a string de entrada.

2[sso é diferente do que ocorre com AFNs em que pensamos em termos de ramos que “morrem”, dentre os muitos
ramos de computacdes possiveis. Mais adiante, usaremos também o termo morrer no contexto de Maquinas de Turing
ndo deterministicas (em tais casos o conceito de morrer terd uma interpretacdo semelhante ao conceito visto em AFNs).
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Diagrama de estados de uma Maquina de Turing

Podemos representar uma MT usando diagramas semelhantes aos diagramas de autdmatos
vistos anteriormente neste curso. A Figura 5.5, apresenta um exemplo de um diagrama de uma MT
My, com estados Q = {qo,...,qa}, X = {0, 1} e alfabeto I' = {0, 1,X,Y,B}. Antes de entendermos
o funcionamento da maquina, apresentamos a seguir em 5.1 a notacao utilizada no diagrama.

[0; 0; R], [0; 0; L],
[Y; Y; R Y, v; L]
[0; X; R] %
inicio —{ 40 \6]-1/

¥V ¥; K] [X; X; R]

[Y; Y;R]
Figura 5.5: Diagrama de estados de uma Mdquina de Turing.

Notagio 5.1. No diagrama de uma Mdquina de Turing, uma transigdo de q; para q; com rétulo
[A; B; d] indica que se a mdquina estiver no estado q; com a cabega de leitura escaneando um
simbolo A na fita de dados, a mdquina muda para o estado q;, reescreve o simbolo A com o simbolo
B e faz o seguinte com a cabeca de leitura: (1) Se d = R, entdo move a cabeca para a direita; (2)
Se d = L, entdo move a cabeca para a esquerda; (3) Se d = S, entdo deixa a cabeca de leitura ndo
se move neste passo da computagdo.

Observe que neste diagrama ha uma transi¢do ligando ¢ & ¢; com o rétulo [0; X; R]. Isto
significa, de acordo com a Notagdo 5.1 que se a maquina estiver no estado gg com a cabeca de
leitura sobre um simbolo 0 na fita, entdo a maquina muda para o estado g, reescreve o simbolo 0
com o simbolo X e move a cabeca de leitura para direita. O problema que a maquina de Turing My,
resolve é decidir se uma string pertence a linguagem Ly; = {0"1" | n > 1}. A seguir, apresentamos
a ideia que a maquina usa para resolver este problema:

Estado qo: Neste estado a maquina l1&€ um simbolo 0, “marca” a posi¢do com um simbolo X e
muda para o estado q;;

Estado q;: Neste estado a maquina move o cabecote para direita até encontrar um simbolo 1.
Quando encontra o simbolo 1, marca a posi¢do com Y e muda para o estado ¢;;

Estado g,: Neste estado a maquina retorna até o dltimo simbolo X que havia marcado, move
o cabecote para a direita do simbolo X e recomeca o processo no estado go. Observe que em
qo, quando ndo haver mais simbolos 0’s na fita para marcar, a maquina muda gs;

Estado q3: Neste estado a maquina vai movendo o cabecote a direita para verificar se nio
restou algum simbolo 1 na fita. Se isso for verdade, muda para o estado de aceitacdo g4.

Embora ainda nio tenhamos definido exatamente o que significa uma MT “aceitar” ou “re-
jeitar” uma string (isto sera feito na Secdo 5.2.3), o aluno deve imaginar que estas definicdes
sdo semelhantes as defini¢des em outros modelos de computagdo. De qualquer forma, observe
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que as unicas strings que fazem a MT da Figura 5.5 atingir seu estado final sdo as strings que
pertencem a linguagem Lo; = {0"1" | n > 1}. Se a string ndo tiver o formato correto, a maquina ird
encontrar uma transi¢co ndo definida e ird parar em um estado de que ndo € final. Algo relevante na
maneira que definimos Maquinas de Turing é que uma vez que a miquina atinge o estado final, ela
obrigatoriamente para sua execucao (afinal, nunca hd transi¢des definidas no estado final).

Para finalizar esta se¢do, observamos que o exemplo da MT da Figura 5.5, embora simples e
diddtico, tem um pequeno inconveniente: A linguagem L = {0"1" : n > 1} é Livre de Contexto.
Em outras palavras, ndo precisariamos de todo poder de uma Maquina de Turing para decidir esta
linguagem. Para um exemplo de linguagem que ndo é livre de contexto, considere L,y = {a"b"c" :
n > 1} sobre o alfabeto £ = {a,b,c} (ver Exercicio Opcional 4.12). Para essa linguagem é possivel
projetar um MT ndo muito mais complicada que a maquina da Figura 5.5. No Exercicio Resolvido
5.7 a méquina para L. ¢é apresentada.

Linguagem de uma Mdaquina de Turing

De maneira semelhante ao que fizemos com APs, veremos o processo de computacdo de uma
Miéquina de Turing como uma sequéncia de configuracoes.

Definicdo 5.2.2 — Configuragcdo. Dada uma Mdquina de Turing M = (Q,X.I', 6, qo,B,F),
uma configura¢do de M é uma tripla (o, q,B) talque @, €T e g € Q.

SejaM = (Q,%.I,8, qo, B, F) uma Maquina de Turing, X;...X, € [ e ¢ € Q. A configuracio®
(X1 Xz...Xi—1,4,XiXi+1.--X,) indica que M, depois de fornecida alguma certa string de entrada e
a computacao ter ocorrido algum certo nimero de passos, encontra-se no estado ¢, com a string
x = X1...X,, em sua fita e com a cabeca de leitura posicionada sobre o simbolo X;. Além disso, a fita
contém uma sequéncia infinita de simbolos B tanto a esquerda de X; e quanto a direita de X,,. Note
que alguns simbolos X; podem ser eventualmente iguais a B.

A ideia agora ¢é definir o simbolo -3, que, de maneira semelhante ao caso dos APs, representa
um passo computacional de uma MT M. Entretanto, precisamos apresentar antes trés casos
particulares, que sdo 0s passos computacionais a esquerda, a direita ao centro:

Definicdo 5.2.3 — Passo computacional a esquerda. Seja M = (Q,X,T",8,qo,B,F) uma
Miquina de Turing e (X;X5...X;—1,¢,XiXi+1...X,) uma configuracdo de M. Se 8(q,X;) =
(p,Y,L), entdo escrevemos

(X]Xz...Xi_l,q,XiXi+1 Xn) |_5VI (XIXQ...Xi_z,p,Xi_lYXi+1 Xn)

Exceto nos dois casos: (1)i=1;e (2) i =ne Y = B. Nestes casos temos:

(1) Se i =1, entdo escreveremos (€,q,X;...X,) I—fw (¢,p,BYX>...X;)
(2) Sei=neY = B, entdo escreveremos (X1Xz...X,—1,¢,Xn) Foy (X1 X2 X0—2, P, Xu—1).

Note que a defini¢do acima reflete um passo da computagdo da MT com o movimento do
cabecote da maquina para a esquerda. Precisamos definir também os casos em que é vélido sair de
uma dada configurac@o para alguma outra nos casos em que 8(¢,X;) = (p,Y,R) e 8(¢,X;) = (p,Y,S).
Este € o objetivo do exercicio a seguir.

3Em alguns livros usa-se o termo “descri¢do instantinea”, ao invés de configuracio.
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Exercicio 5.1 Apresente defini¢des para os simbolos -}, e -}, de forma que eles se refiram
a passos computacionais a esquerda e estético, para os casos em que 6(q,X;) = (p,Y,R) e
0(q,X;) = (p,Y,S), respectivamente. .

Definicdo 5.2.4 — Passo computacional de uma Mdaquina de Turing. Dada uma MT M,
um passo computacional de M, denotado -4, se refere a qualquer um dos trés casos de passos
computacionais 4, -5, ou I3,

De maneira semelhante a APs, podemos definir o simbolo -3, da seguinte maneira:

Definicdo 5.2.5 Dada uma MT M, o simbolo I}, € definido indutivamente:

Base: / =), I para qualquer configuragdo / de M.
Indugio: /5, Jse K tal que I =y K e K =3, J.

A seguinte definicdo serd ttil vérias situacdes.

Definicdo 5.2.6 — Configuracédes iniciais e finais. SejaM = (Q,X,I",8,q0,B,F) e w € X*.
A configuragdo (&,qo,w) é chamada de configuracdo inicial de M com w. Se p € F, entdo
qualquer configuracdo da forma (o, p,8), tal que &, B sdo strings de I'* quaisquer, é chamada
de configuracdo final de M.

wy = 011. Responda as seguintes questdes:
(a) Qual é a configuracio inicial de M com w;?
(b) Apresente a sequéncia de configuracdes definida obtida pelos passos computacionais M
quando a string w; é fornecida como entrada. Faca o mesmo para M com a string w,.
(c) Existe uma configuracdo final de M com w;?
(d) Existe uma configuragéo final de M com w,?

Exercicio 5.2 Seja M a MT apresentada na Sec¢@o 5.2.2 e considere as strings w; = 000111 e
(e) Existe mais do que uma configuracdo final de M com w;?

O préximo passo € definir o conceito de aceitacdo de strings por Maquinas de Turing.

Definicdo 5.2.7 — Strings aceitas e strings ndo aceitas por MTs. SejaM = (Q,X,T,0,qo,B,F)
uma Mdquina de Turing. Dizemos que uma string w € X* € aceita por M se gow =3, I, tal que
Ir é uma configuracio final de M. Caso contrério, dizemos que M ndo aceita w.

Definicdo 5.2.8 — Strings rejeitadas por MTs. Seja M = (Q,X,T", 8, qo, B, F) uma Maquina
de Turing. Dizemos que uma string w € X* € rejeitada por M se gow t3, Iy, tal que Iy ndo é
uma configuragdo final de M e méquina para ao atingir a configuracdo Iy.

STRINGS NAO ACEITAS E STRINGS REJEITADAS

Considere a computacdo de uma MT M quando uma string w é fornecida como entrada.
Observe que se w € rejeitada por M, também podemos dizer que w ndo € aceita por M. Entretanto,
se w ndo é aceita por M, ndo podemos concluir imediatamente que w € rejeitada por M, pois
pode ocorrer da MT continuar executando indefinidamente sem nunca parar.
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Neste momento € bom parar para refletir um pouco sobre os seguintes pontos:

Ao contrdrio de AFDs e APs, na computagdo com M4ginas de Turing ndo existe o conceito
de que a computacdo termina quando a méquina termina de ler a string de entrada. Pode
ocorrer de que algumas maquinas possam parar (seja aceitando ou rejeitando certa string)
antes de terem lido todos os simbolos da string de entrada. Pode também ocorrer que algumas
madquinas continuem computando indefinidamente, ou seja, pode ocorrer que estas maquinas
fiquem em loop infinito (por exemplo, veja o Exercicio 5.3).

Mais precisamente, como a fungdo 6 é sempre indefinida para estados finais (note que F é
excluido do dominio de § na Defini¢do 5.2.1), a mdquina sempre para quando a string é aceita.
Mas enquanto a maquina nao antige um estado final, existe sempre duas possibilidades: a
maquina pode parar, se a transicdo ndo estiver definida neste dado estado, ou a maquina
pode executar a transi¢do, fazendo mais um passo computacional, e isso potencialmente pode
seguir indefinidamente.

A nossa busca por uma definicdo matematica formal para um algoritmo é essencialmente
uma busca por uma defini¢do genérica do o que seja um procedimento deterministico que
retorne a solucdo para qualquer instancia de um dado problema em um nimero finito de
passos. Com isso, essa possibilidade das MTs continuarem computando indefinidamente
em alguns casos ndo parece desejavel. Da fato, estaremos particularmente interessado no
conjunto das MTs que sempre param depois de uma quantidade finita de passos. Entretanto,
a possibilidade deste nosso modelo matemaético ser capaz de expressar procedimentos que
possam rodar indefinidamente serd util adiante.

Exercicio 5.3 Apresente a defini¢do formal e o diagrama de uma MT M tal que, para qualquer
strings w fornecida como entrada, a mdquina M nio aceita nem rejeita w. u

Definicdo 5.2.9 — Linguagens de Mdquinas de Turing. Dadauma MT M = (Q,X,T, 9,490, B,F),
a linguagem L(M) = {w € X* : (&,q0,w) F}; Cr, tal que Cr é uma configuracdo final de M} é
chamada de linguagem de M.

Definicdo 5.2.10 — Linguagens decididas por Mdaquinas de Turing. Seja L uma lin-
guagem. Se existe uma Mdquina de Turing que sempre para M tal que L(M) = L, dizemos que
M decide L.

Definicdo 5.2.11 — Linguagens aceitas por Mdquinas de Turing. Seja L uma linguagem.
Se existe uma Mdgquina de Turing M tal que L(M) = L, dizemos que M aceita L.

Terminologia: Uma linguagem que pode ser decidida por uma MT também ¢ dita uma liguagem
Recursiva, ou Decidivel. Uma linguagem que pode ser aceita por uma MT também dita uma
linguagem Recursivamente Enumerdvel.

Notacdo: O conjunto das linguagens recursivas é denotado #. O conjunto das linguagens recursi-
vamente enumeraveis é denotado Z&.

I Exercicio 5.4 Mostre que Z C Z&. n

Uma pergunta que que podemos fazer agora € se existe alguma linguagem que esteja em
Z &, mas que ndo esteja em #? Uma outra pergunta proxima a esta é a seguinte: existe alguma
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linguagem que ndo esteja contida nem mesmo em Z&? No Capitulo 6 veremos que a resposta para
ambas as perguntas é sim.

Um Algoritmo é uma Mdaquina de Turing que sempre para

A partir de agora passaremos usar os termos MT que sempre para e Algoritmo como sindnimos.
Entretanto, como podemos especificar MTs fiquem em loop infinito, vamos tomar o seguinte
cuidado: quando usarmos o apenas o termo “Madaquina de Turing”, sem especificamente dizer que a
madaquina sempre para, ndo necessariamente estaremos nos referindo a um algoritmo.

[l Definicdo 5.3.1 — Algoritmo. Um Algoritmo é uma Méaquina de Turing que sempre para.

Observe que de acordo com nossas defini¢des, o conjunto das Linguagens Recursivas € o
conjunto dos problemas decidiveis por Algoritmos.

Exercicio 5.5 Considere a linguagem Lo; = {0"1" : n > 1}. Seja My, a maquina
de Turing da Figura 5.5. Prove que My, decide L. u

Exercicio 5.6 Com relagdo a MT My, da Figura 5.5, responda o seguinte:

(a) Apresente uma MT M), que tenha o seguinte comportamento: Se x ¢ L(Mp;), entdo M),
deve rejeitar x e se x € L(My, ), M, deve entrar em loop infinito.

(b) Apresente uma MT M{, que tenha o seguinte comportamento: Se x € L(My, ), entdo M},
deve aceitar x. Se x ¢ L, M|, deve entrar em loop infinito.

(c) Considere a maquina My, do item (b). E verdade que L(Mo;) = L(M},)?

(d) Ainda a respeito da maquina M(')1 do item (b), € verdade que M(’)1 aceita L(Mo;)? E
verdade também que M, decide L(Mo;)?

MAQUINAS DE TURING E ALGORITMOS

No Capitulo 7 veremos que o poder computacional de uma Méquina de Turing é equivalente
ao poder computacional de um programa escrito por qualquer linguagem de programagdo como
as que usamos cotidianamente, ou seja, qualquer programa ja escrito, ou que venha a ser escrito,
em linguagens como as que usamos hoje, poderia ser escritos neste modelo matematico proposto
em 1936.

Algo importante que devemos nos antentar € que, quando usamos Maquinas de Turing
na definicdo de algoritmos, ndo estamos dizendo a Mdquina de Turing é o formalismo mais
conveniente para se escrever algoritmos (caso nio esteja convencido disto, pegue um algoritmo
escrito em uma linguagem de alto nivel, como Python e tente reescrevé-lo em forma de Maquina
de Turing!), mas, ao invés disso, estemos dizendo que MTs sdo capazes de expressar o que
queremos dizer como algoritmos.

A vantagem de trabalharmos com Mdaquinas de Turing € precisamente o fato de que podemos
provar teoremas genéricos sobre algoritmos usando uma mera 7-tupla (independente do fato de
que existem infinitos algoritmos longos e complicados, e que podem fazer chamadas recursivas
disparando threads em paralelo e diversas outras complicacdes que poderiamos ter que lidar, se
estivéssemos usando uma linguagem de alto nivel). Em outras palavras, todos os programas con-
cebiveis, independente de quao complicado podem ser, sdo equivalentes instancias particulares
de uma 7-tupla da Defini¢do 5.2.1.
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Exercicios:

Exercicio 5.7 Projete uma MT que decida se a string de entrada pertence a lin-
guagem L. = {a"b"c" : n > 1}, sobre o alfabeto £ = {a,b,c}.

Soluc¢ao: Segue a miquina:
Z; Z; L),

inicio —{( 40

Y;Y; R Z, Z, R

O funcionamento da maquina acima é bastante semelhante ao funcionamento da MT da
Figura 5.5.

Exercicio 5.8 Forne¢a uma MT Mcopy = (C,X,T", Scopy, €0, B, Fcopy) que tenha o seguinte
comportamento quando uma string x é fornecida como entrada. A maquina deve adicionar ao
fim da string x mais uma cépia de x (ou seja, a fita deverd conter xx), retornar a cabega de leitura
para a posicdo inicial. Em seguida a maquina deve aceitar e parar. u

Exercicio 5.9 Observe que a Mcopy a MT da Questdo 5.8 ndo € o tipo mdquina que normalmente
vinhamos trabalhando nos capitulos anteriores do livro. Mais precisamente, Mcopy nd0 € uma
maquina projetada par se resolver um problema de decisao. Ainda assim, observe que a
definicdo matemdtica do conjunto L(Mcopy) continua sendo aplicavel. Com isso, responda qual
¢ linguagem L(Mcopy) da maquina Mcopy da Questdo 5.8. o

Exercicio 5.10 Seja M = (Q,%,T,8,q0,B,F) uma MT que decida uma dada linguagem L
qualquer. Mostre que é possivel construir uma MT M’ = (Q',X,1",8',4;, B, F') tal que:

e M’ também decide L

* Quando a maquina M’ para, ela deixa na fita apenas um bit 1 ou 0, dependendo do caso
de aceitar ou rejeitar a string. De maneira mais precisa, a maquina M’ se comporta da
seguinte maneira:

- Se M’ aceita w, entdo (&,q;,w) by, (€,9r,1), onde gr € F'
— Se M’ rejeita w, entdo (€,q),w) iy (€,qn,0), onde gy ¢ F’
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Variacoes de Maquinas de Turing

A maneira que definimos Méquinas de Turing neste livro € uma entre muitas possiveis maneiras
de definir de Mdquinas de Turing. Por exemplo, em alguns livros ao invés da miquina possuir apenas
uma fita, a maquina pode possuir duas fitas. Uma pergunta natural é a seguinte: O conjunto dos
problemas decididos por Mdquinas de Turing com duas fitas também € o conjunto das linguagens
recursivas? A resposta € sim, mdquinas com duas fitas decidem o mesmo conjunto de linguagens
(de fato, o mesmo vale para k fitas, para qualquer constante k). A defini¢do formal de uma Mdquina
de Turing com k fitas é uma 7-tupla (Q,X,T",8,qo, F), semelhante a uma MT com uma fita, de
forma que a tinica diferenca é que § é uma fungio & : (Q\ F) x I'* — Q x I'* x DX,

Na literatura também existem defini¢des de Maquinas de Turing que parecem ser mais restritivas
que a defini¢do vista neste livro. Por exemplo, em algumas definicdes a fita € infinita em apenas
uma dire¢éo, em outras o alfabeto da fita é restrito apenas a {0, 1,B}. O conjunto das linguagens
aceitas por estas mdquinas continua sendo o conjunto das linguagens recursivas. Os Teoremas 5.4.1
e 5.4.2 enunciam a equivaléncia entre modelos de diferentes de maquinas de Turing.

Teorema 5.4.1 Se uma MT M com alfabeto da fita I" decide uma linguagem L, entdo existe
uma MT M’ com alfabeto da fitaI" = {0, 1, B} que decide L.

Teorema 5.4.2 Se uma MT M com k fitas decide uma linguagem L, entdo existe uma MT M’
com uma fita que decide L.

A seguir o esboco das provas dos Teoremas 5.4.1 e 5.4.2 .

ESBOCO DA PROVA DO TEOREMA 5.4.1

A partir de uma maquina M com alfabeto da fita I" que resolva certo problema, podemos
construir uma méquina M’, normalmente com mais estados, com alfabeto {0, 1,B} para o
mesmo. A ideia é primeiramente criar um sistema de codificac@o para os simbolos de I'.

Suponha que os simbolos X, Y € I" sdo codificados em bindrio como 00 e 11, respectivamente.
Suponha que a maquina M tinha uma transigdo 6(p,X) = (gq,Y,R), conforme abaixo:

(—==
p q

Com isso, a mdquina M’ teria um duas transi¢des consecutivas substituindo 00 por 11 na fita
e movendo o cabegote duas vezes para a direita, conforme abaixo:

(0; 1; R) m (0; 1; R) Q
p r q
Q _/

Note que mesmos simbolos 0 e 1 de I' precisam ser codificados como strings bindrias.
Portanto, mesmo que o alfabeto ¥ das duas maquinas seja 0 mesmo, dependendo de como
vamos formalizar os detalhes de demonstragdo completa, pode ser necessério que a maquina
M’ primeiramente converta a string de entrada na versdo codificada dela mesma, para depois
comegar a computacio propriamente dita.
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ESBOCO DA PROVA DO TEOREMA 5.4.2

A estratégia para simular uma maquina de duas fitas em uma maquina de uma fita € as
seguinte. Suponha que uma maquina M de duas fitas que tenha alfabeto I = {a,b,c, ...,z, B}
esteja em uma configuracio ilustrada pelo desenho abaixo:

Estado: ¢

a 1 a n
fita 1 \
t u r i n g

fita 2

A simulag@o da computagdo de M pode ser feita em na fita (inica) de M’, com alfabeto
I'={a,b,...,z,B, i,b, ...,Z,E}, de forma que a configura¢do de M’ correspondente seja:

Estado: ¢

a t I u a i n i B|n|B| g

A ideia chave é que o contetido das duas fitas de M seja armazenado de maneira intercalada
na fita tinica de M’ e que os simbolos adicionais do alfabeto de M’ sejam usados para indicar a
posicao de cada um dos cabecotes de leitura de M.

Além de MTs com mais fitas ou com diferentes alfabetos, existem outras variagdes possiveis,
como restringir as mdquinas tenham exatamente um estado de aceitacdo e um estado de rejeicao,
madquinas com uma fita infinita em apenas uma direc¢do, e muitas outras. Todos estas variagdes tem
exatamente o mesmo poder de computacdo de MTs como definidas neste livro.

Exercicio 5.11 Forneca uma defini¢do formal para uma MT com 1 fita “read only” onde a
string de entrada € posicionada e 1 fita “read/write” que a MT pode utilizar como memoria. =

Exercicio 5.12 Considere o seguinte problema: Dados dois nimeros naturais cuja representacao
em bindrio sdo ajay---a, € biby - - - b,, calcular a soma dos dois nimeros®.

(a) Apresente uma MT com duas fitas com alfabeto £ = {0, 1,#} e '= {0, 1,#, B} que recebe
na primeira fita aa; - - - a,#b1b;, - - - by, calcula a soma termina a execuc¢io com o resultado
na segunda fita.

(b) Mostre que existe uma MT com uma fita que recebe aja; - - - a,#b1b; - - - b,, calcula a soma
termina a execugdo contendo apenas o resultado da soma na fita.

“Observe que este nao € um problema de decis@o.

Exercicio 5.13 Considere o problema do Exercicio 5.12. Apresente uma MT com
uma fita e alfabeto £ = {0, 1} que recebe aa; - --a,b1 b - - - b,, como entrada, calcula a soma
termina a execugao contendo apenas o resultado da soma na fita. u
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Neste capitulo vamos estudar dois teoremas centrais em Teoria da Computacdo. Os dois
teoremas estdo presentes em um artigo publicado por Alan Turing em 1936. O primeiro teorema é
a prova de que existem problemas que ndo podem ser resolvidos por algoritmos. O segundo € a
existéncia de uma Maquina de Turing Universal, uma instancia de uma Mdaquina de Turing, que é
capaz de simular todas as possiveis Maquinas de Turing. A Maquina de Turing Universal pode ser
vista como um modelo matemadtico que descreve o que entendemos por um computador, que € uma
madquina capaz de executar todos os possiveis programas de computador.

6.1 Detalhes de “baixo nivel” em Mdaquinas de Turing

Em geral, quando estamos pensamos em alto nivel de abstracdo, um algoritmo pode tomar
uma variedade de objetos matematicos como entrada e retornar também diferentes tipos de objetos
matemdticos. Por exemplo, podemos pensar em um algoritmo tomado vérios grafo ou uma arvore
como entrada e retorna uma lista de niimeros inteiros como saida. Como no caso de Maquinas de
Turing, tanto a entrada quanto a saida s@o strings, precisamos sempre ter em mente que os objetos
matematicos que estivermos lidando, sdo representados por strings. Nesta se¢do vamos esclarecer
alguns detalhes “técnicos” relativos a tais representacdes.

6.1.1 Notacdo para Maquinas de Turing fomando varios argumentos de entrada

Alguns algoritmos que vamos construir tomas varios argumentos de entrada. Uma vez que a
entrada de uma maquina € apenas uma string, como fazemos saber quando termina um argumento
e comeca o proximo? A ideia € a mesma que usamos em computadores reais, que € usar algum
esquema de codificac@o para os dados de entrada. O quadro MULTIPLAS ENTRADAS: SOLUCAO
SIMPLES, mais adiante no texto, discute isso brevemente. Por simplicidade, quando estamos lidando
com multiplos argumentos de entrada, usamos a seguinte notagao:

Notacao 6.1 (Notagdo para MTs tomando multiplos argumentos). Se MT toma miiltiplas strings
de entrada, digamos, a uma n-tupla de strings (x1,x2,X3,...,X,), dependendo da conveniéncia,
usaremos tanto a notagdo M(xy,xy, ...,Xx,) quanto a nota¢do M(x1x3x3....xy ).
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O que a Notacdo 6.1 faz € essencialmente encapsular as rotinas de baixo nivel que Maquinas de
Turing tem que executar para lidar com vdrias strings de entrada.

MULTIPLAS ENTRADAS: SOLUCAO SIMPLES

Supondo que estamos entrando com entradas que sdo strings bindrias, uma possivel maneira
de lidar com este tipo de tecnicalidade seria usar uma Méquina de Turing que tenha o alfabeto
Y ={0,1#} e ={0,1,#B}. O Teorema 5.4.1 nos diz que o poder de computagéo de MTs
com diferentes alfabetos I para a fita € o mesmo de MTs com alfabeto I' = {0, 1, B}. Podemos
usar uma ideia semelhante para ver que a mesma ideia se aplica para o alfabeto de entrada ¥ da
maquina®. Assim podemos usar o simbolo # como separador para a entrada.

Na realidade esta € uma dificuldade que é encontrada na pratica em computadores de hoje
em dia. Esta dificuldade € superada de diversas maneiras e € uma das razdes pela qual usa-se
sistemas de codificacdo (e.g., tabela ASCII, que nos permite definir simbolos de espagamento,
quebra de linha, etc) padronizados.

40 Teorema 5.4.1 refere-se apenas aos alfabetos da fita da maquina, mas o principio é exatamente 0 mesmo: é
necessdrio utilizar um esquema de codificac@o que represente os simbolos de um alfabeto ndo bindrio em termos de
simbolos de um alfabeto binario. Entretanto, note que, estritamente falando, uma maquina com alfabeto de entrada
bindrio nunca aceitard exatamente as mesmas strings aceitas por uma maquina que utilize outro alfabeto. Ainda
assim, existe uma correspondéncia biunivoca entre as strings bindrias aceitas e as strings originais.

6.1.2 Representando objetos matematicos em bindrio

Assim como objetos matematicos sdo representados, em baixo nivel, pelos simbolos 0 e 1
em computadores reais, também representaremos os objetos manipulados por nossas Maquinas
de Turing como strings bindrias. Entretanto, ¢ importante tomar cuidado para nao confundir o
objeto matemdtico em si com sua representagdo bindria. Dado um objeto matemadtico S, usaremos a
notacdo S para nos referir a string que codifica S.

Notaciao 6.2 (Codificagdo em bindrio). Dado um objeto matemdtico S, a notagdo LS. se refere a
string que representa a codificagdo de S em bindrio. A maneira exata de como codificar o objeto S
depende do tipo de objeto em questdo e deve sempre estar clara no contexto.

Considere, por exemplo, um grafo' G = (V,E). O que queremos dizer com a notacio 6.2 é que
os objetos matematicos G e LG nao significam a mesma coisa. O primeiro é um grafo, ou seja, um
par de conjuntos, enquanto o segundo € uma string.

Podemos pensar em vdarias maneiras de se representar um grafo usando uma string e, em geral,
nds ndo vamos nos preocupar com a maneira exata de se fazer isso. Entretanto, quando estivermos
usando uma representacao bindria para algum objeto matemadtico, precisamos ter certeza que de
que € possivel realizar tal tarefa (por exemplo, se » € um nimero real, o objeto L7 pode ndo fazer
sentido). No caso de um dado grafo G, a maneira mais comum de representé-lo € concatenar os
bits da matriz de adjacéncia de G linha por linha?, como no exemplo a seguir.

» Exemplo 6.1 Seja G = (V,E),onde V = {v;,v2,v3} e E = {viv2,v1v3,v2v3}. Como a matriz de
adjacéncia deste grafo é (? (i) i), entdo a string que representa o grafo ¢ LG, =011101110. "
Com isso isto em mente, se quisermos que uma MT M tome como entrada um grafo G,

escreverfamos M (LG ) (ao invés de escrever M(G), o que ndo faz sentido, pois a entrada de uma
MT € uma strings e ndo um grafo).

10 apéndice deste livro apresenta a deficdo exata e alguns conceitos basicos a respeito de grafos para aqueles que no
estdo familiarizados com o assunto.

2Caso estivéssemos lidando com um grafo com peso nas arestas a sua matriz de adjacéncia ndo seria bindria, mas
mesmo neste caso ndo € dificil conceber uma representac@o bindria para o0 mesmo.
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A representagdo de objetos matematicos em forma de strings bindrias é importante, mas o ponto
mais importante para nds nesta se¢do € que Maquinas de Turing também poder ser representadas
por strings bindrias, afinal, MTs também sao objetos matemadticos bem definidos, finitos e discretos.
Usando novamente nossa analogia com computadores reais, um algoritmo implementado em alguma
linguagem de programacdo (que sabemos que sdo equivalentes a MTs) armazenado na memoria de
um computador nada mais € do que uma sequéncia de bits na memoria deste computador. Ou seja,
um algoritmos pode ser vistos como strings. No caso de Mdquinas de Turing, se uma MT M toma
como entrada uma outra MT M’, a ideia é que a MT M’ nada mais é do que uma sequéncia de 0’s e
1’s na fita da MT M.

Exercicio 6.1 Mostre como representar uma Méquina de Turing qualquer usando
uma string bindria.

Solucao: Seja M = (Q,%,T,0,q0,B,F) uma Mdquina de Turing. Lembramos que, em nossas
mdaquinas de Turing, adotamos por convengdo ¥ = {0, 1 }. Podemos associar o nimero inteiro
i ao estado ¢; € Q, para i =1,2,...,|Q|. Também podemos estabelecer (arbitrariamente) uma
ordenagdo (A,Ay,... 7A\1"\) para os elementos A; de I' e associar ao simbolo A; o inteiro j,
i=1,2,...,||. O mesmo procedimento pode ser feito para cada um dos trés elementos D; do
conjunto de dire¢des D = {R,L,S}.

Seja k a quantidade de pares (g;,A;) tais que § é definida no ponto (g;,A;). Antes de
estabelecer a codificagdo de M em binario, vamos definir uma codificagdo “intermediaria” de M
como uma string wy sobre o alfabeto {0, 1,#}. A string wy é a concatenag@o de k + 2 substrings
Wy, W1, W2, ..., W, Wg, definidas a seguir:

* wy = to#tr# € um cabecalho, onde 7 e fr sdo, respectivamente, as representacoes bindrias

dos tamanhos |Q| e |T.

* Cada w; é uma string bindria correspondente a um ponto em que a fungdo § € definida.
Por exemplo, se 6(gm,An) = (qu,Av,Dy), entdo w; é a concatenacdo de cinco strings
bindrias, representando os nimeros m,n,u,v € w. Podemos assumir que todas as strings
w; tém o0 mesmo tamanho, determinado pelo maior valor entre |Q|, |I'| e |D|.

* wr contém |F| strings bindrias, cada uma correspondente a um dos estados finais da
madquina. O tamanho das codifica¢des bindrias é o mesmo utilizado nas strings w;.

A figura abaixo ilustra os segmentos que compdem a string wa:

Cabecalho  Codificagdo da & Estados finais

Wn Wi wo oo Wi Wg

Figura 6.1: Codificacdo intermedidria de uma Mdaquina de Turing como string wg. O cabecalho
wy usa simbolos de {0, 1,#} e as demais strings wy, ..., wy, wg s30 bindrias. Na codificagdo final
LM 1 a string wy € substituida pela string bindria wj, usando a regra 0—00, 1 — 11 e #—01.

Feito isso, basta converter o cabecalho wy = b1b; .. .b|WH| em uma string bindria wy, de
tamanho 2 - |wy|, de modo que cada bit 0 de wy seja substituido por 00, cada bit 1 por 11
e cada simbolo # por 01. Assim, estabelecemos que a codifica¢do binaria de M € a string
LM =wpwiwy - - WiWeg.

I Exercicio 6.2 Seja My, a Mdquina de Turing da Figura 5.5. Apresente a string LM, .. u
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Funcdes computdaveis

Uma Méquina de Turing que sempre para resolvendo um problema de decisio pode ser vista
como uma maquina computando uma fungéo booleana fy, : {0,1}* — {0,1}. A ideia é que para
uma string bindria w aceita pela maquina, temos que fjs(w) = 1 e, no caso de uma string w rejeitada
pela maquina, temos que f(w) = 0. A seguir formalizamos isso:

Definicdo 6.2.1 — Fungdo booleana computavel. Seja f: {0,1}* — {0,1} uma funcéo
booleana. Suponha que existe um algoritmo M que tem o seguinte comportamento:

* Se f(x) =1, entdo M aceita x;

* Se f(x) =0, entdo M rejeita x

Neste caso dizemos que f € uma funcdo booleana computdvel.

Agora considere a seguinte notacao:

Notacao 6.3. Suponha que uma string bindria x é fornecida como entrada para uma Mdquina de
Turing M. Dependendo do resultado da computacdo, escreveremos:

* M(x) =1 quando M aceita x e para.
* M(x) =0 quando M rejeita x e para.

* M(x) = para quando M para com x, independente de aceitar ou rejeitar.
* M(x) =

Xx) = Loop quando M ndo para com a entrada Xx.

Observe que, de acordo com a Notacdo 6.3, temos que:

(i) Se M é um algoritmo, entdo Vx € £*, temos que M (x) = para.
(i) Se f é uma fungdo booleana computatdvel, entdo existe um algoritmo M tal que Vx € X*
ocorre que M(x) = f(x).

Em algumas situagdes vamos lidar com MTs que podem tomar como entrada uma string x e
computar uma string resultante y como saida. O que queremos dizer com “string resultante” € a
string que ficou na fita depois que a MT parou. O objetivo de introduzir a notagdo a seguir € tornar
esta ideia precisa.

Notagio 6.4. SejaM = (Q,%.T",8,q0,B,F) uma Mdquina de Turing e x € ¥*. Suponha que y =y'y"
e que (€,q0,x) F3; (v, qp,Y"), onde qp € Q e a mdquina M para apds antingir a configuragdo
(v, qp,y"). Entdo escrevemos M(x) = y.

Observe que a expressdo M(x) =y pode gerar alguma ambiguidade e devemos tomar cuidado
para nao confundir a notacdo acima com a Notacao 6.3 no caso da string y conter apenas um bit.
Por exemplo: E possivel que M aceite x parando com a string w = 1 na fita. De qualquer forma, isso
ndo serd um problema se deixarmos sempre claro o que queremos dizer com a expressdo “M(x)”.
Além disso, conforme visto no Exercicio 5.10, quando estamos lidando com problemas de decisdo,
podemos é sempre possivel escrevermos M (x) = 1 ou M(x) = 0 sem ambiguidade nenhuma.

Definicdo 6.2.2 — Fungdo computdvel. Uma fungio f : ¥* — L* para a qual existe uma
MT M tal que Vx € £*, M(x) = f(x), é denominada uma fun¢do computdvel.

Note que uma fungcdo booleana computdvel € um caso particular de uma funcdo computdvel.

= Exemplo 6.2 A fun¢fo para soma de nimeros bindrios f(LxJ,Lys) = Lx+ys é uma fungdo

computdvel, pois existe uma Mdquina de Turing que computa a fun¢do (ver Exercicio 5.13.)
|
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O problema da Parada

O objetivo desta se Secao € apresentar um problema, conhecido como Problema da Parada,
que ndo admite nenhum algoritmo que o resolva. O problema, visto de maneira intuitiva, é o
seguinte: dada uma MT M arbitrdria juntamente com uma string x arbitrdria, queremos saber se M
eventualmente finaliza a sua execucdo ou se M fica em loop infinito quando a string x € fornecida
como entrada. Formalmente o problema € o seguinte:

Definicdo 6.3.1 — O problema da parada. O problema da parada é definido pela lin-
guagem Ly = {UM_ x : tal que M é uma MT, x € £* e M(x) = para}.

Resolver o problema da parada significaria fornecer uma MT My que decida Ly;. Ou seja, uma
MT My que tome (LM 1, x) como entrada e que tenha o seguinte comportamento:

* Se M(x) = para, entdo My (.M, x) = 1.

* Se M(x) = roop, entdo My (LM 1,x) = 0.

Teorema 6.3.1 — Teorema da Parada. Nao existe algoritmo que decida a linguagem Ly;.

Prova: Suponha que exista uma Mdaquina de Turing My que decida L. Vamos mostrar que isso
levard a uma contradicdo e, portanto, concluiremos que My ndo existe por reducio ao absurdo.

A méquina My tem o seguinte comportamento quando a string .M 1 w € fornecida como
entrada. Se M(w) = Loop, entdo a maquina My deve rejeitar a string de entrada. Por outro lado, se
M(w) = para, entdo My deve aceitar a string de entrada. O diagrama esquematico a seguir ilustra o

funcionamento de My:
y’ ACEITA
W‘
REJEITA

Dado que a miqina My, existe, vamos agora concluir que a maquina M, oop, que vamos descrever
a seguir, também existe. A maquina M, oop € essencialmente My com uma pequena modificagao.
Dada uma string que My, aceite, ao invés da mdquina aceitar e parar, a maquina deve entrar em loop
infinito. o funcionamento de M, oop € ilustrado pelo diagrama esquemadtico abaixo.

m
REIJEITA

Antes de seguir em frente, devemos antentar ao tipo de argumentagdo que estamos usando.
Estamos trabalhando com a existéncia de My, pois esta foi a nossa suposi¢ao inicial, mas serd que,
de fato, M oop existe? Nosso argumento foi que podemos obté-la fazendo uma modificagido em My;.
Para termos certeza que o nosso argumento estd correto, devemos ser capazes de mostrar, passo a
passo, como obter M, oop a partir de My (o objetivo do Exercicio 6.7 € provar formalmente que se
M, existe, entdo M, oop também existe).

LMw = My

Mw = M, o0p
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Agora vamos construir uma MT D que é uma MT composta de duas MTs distintas. A primeira
parte ¢ uma maquina Mcopy, que duplica a string de entrada (a construg@o desta maquina é o
objetivo do Exercicio 5.8), ou seja, Vw € £¥, Mcopy (W) = ww, e a segunda parte consiste da MT
M, o0, que descrevemos anteriormente. O funcionamento de D € ilustrado abaixo.

M, == | Mcory | = MM, = | Mioor
D m‘ REJEITA

A construcdo formal de D € intuitiva, mas os estudantes que gostam de demonstrar teoremas de
maneira extrememete rigorosa sao encorajados a resolver o Exercicio 6.8, cujo objetivo é mostrar
que, de fato, se as maquinas Mcopy € My oop €Xistem, entdo D também existe.

O comportamento de D com a entrada LM € o seguinte: D(_M.) = oo <> M(_M.) = para.
Considere agora a string L D_ (sabemos que esta string existe, pois D existe). Agora vejamos o que
acontece quando fornecemos a string L D1 como entrada para a méaquina D:

\

"

D(LD.) = PARA LOOP

LD, =t | Mcopy = DD, = | Mioor

D(_Ds) = LOOP
D REJEITA

A conclusdo que chegamos é que D(LD.) = para < D(LDJ) = rLoop, 0 que é uma contradi¢do
16gica. Com isso concluimos que My nao existe. [
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A Maquina de Turing Universal

Considere uma Maquina de Turing % que recebe como entrada outra maquina M e uma string
x, e simula o comportamento de M(x). Em outras palavras, %/ executa a maquina M quando M
tem como entrada a string x. A ideia é que o resultado da computacgéo de 7% (LM 1, x) seja 0 mesmo
resultado da computagdo de M(x), incluindo o caso em que M(x) = roor, situagdo em que %
também deve entrar em um loop infinito. Além disso, quando lidamos com Maquinas de Turing
que computam fun¢des ndo booleanas, isto €, quando M (x) =y, entdo % (LM J,x) = y.

A primeira questdo que devemos considerar é se %/ realmente existe. Nao podemos sim-
plesmente assumir que, dada uma tarefa, exista uma Maquina de Turing capaz de realizd-la. A
existéncia de tal maquina foi demonstrada por Alan Turing em seu famoso artigo de 1936. Essa
madquina é conhecida como Mdquina de Turing Universal.

Antes de enunciarmos o teorema que estabelece a existéncia de %/, vale a pena refletir sobre
alguns pontos.

Até este momento, consideramos as Maquinas de Turing como representacdes de “software”.
Definimos algoritmos como Mdaquinas de Turing que sempre param. Maquinas que entram em
loop infinito, portanto, ndo sio algoritmos, embora possam ser interpretadas como programas
que nunca terminam sua execugao.

No caso da Maquina de Turing Universal, € natural interpret-la como um modelo matematico
de um computador. Uma Méquina de Turing Universal % tem a capacidade de executar
qualquer outra MT M com qualquer entrada x, e produzir a saida correspondente M(x). A
mdquina % continuard executando indefinidamente se M (x) = Loop. Essa é essencialmente
a funcdo de um computador. Essa distingdo entre software” e computador” é, contudo,
flexivel: existem implementacdes de algoritmos feitas diretamente em hardware de propdsito
especifico, assim como ha softwares que se comportam como uma Méaquina de Turing
Universal. Exemplos tipicos de softwares com esse papel s@o os interpretadores de linguagens
de programacio e os emuladores?.

A existéncia de uma MT universal do ponto de vista fisico, ou seja, a possibilidade de
implementd-la em um dispositivo real, tem implicacdes profundas. Quando o conceito foi
formulado por Alan Turing em 1936, ndo existiam computadores nem a no¢do moderna de
software. A industria de software atual, contudo, s6 é possivel porque o objeto matematico %/
existe, a luz da Tese de Church-Turing. Caso contrdrio, ndo poderfamos construir computa-
dores capazes de executar qualquer algoritmo possivel; seria necessario projetar um hardware
especifico para cada problema a ser resolvido.

Teorema 6.4.1 Existe uma MT % tal que V MT M e Vx € £*, temos % (uM 1,x) = M(x).

Idéia da Prova: Para provarmos que uma certa MT existe, precisamos apresentar explicitamente
7-tupla % . A definicdo em detalhes da 7-tupla % € muito trabalhosa e é algo que esté fora do
escopo deste curso, mas ideia geral ndo é complicada e vamos apresentar aqui. O que vamos fazer
é esbocar o funcionamento de uma MT %4, que € uma MT com 3 fitas que realiza a tarefa que
desejamos. Pelo Teorema 5.4.2, concluimos que a maquina %/ deve existir também.

A ideia é que mantenhamos LM _ na primeira fita de %4. Vamos tratar esta fita como se ela
fosse uma fita de entrada onde queremos manter intacta a descricao de M. A descricdo de M é o
programa que queremos que %4 rode. Ainda no inicio da computagdo, colocamos a string x na
segunda fita de 7. O que a maquina %4 vai fazer € simular passo a passo o0 que aconteceria no
caso de x ser colocada colocada na fita (dnica) da maquina M. Na computagio de M(x), a cada
passo, a fita de M conterd uma certa string. O contetido segunda fita de %4 serd precisamente o

3Por exemplo, um emulador de Super Nintendo pode ser interpretado como uma Méquina de Turing Universal.
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conteddo estaria presente na fita de M durante a computagéo de M(x) com o cabegote desta fita
estando localizada exatamente na posicdo que M estaria. A terceira fita de %43 serd uma fita de
memoria auxiliar. Durante o processo de simulacdo da maquina M, nesta terceira fita é armazenado
um nimero em bindrio que corresponde ao estado que a maquina M se encontra.

Durante a computagdo, 7/ vai atualizando a sua segunda fita para refletir precisamente como a
MT M alteraria a sua fita Ginica. Se eventualmente a M atingir um estado final a MT %4 identifica
isso e vai para o seu estado final, e portanto aceita a entrada e para. No caso em que M ndo tenha
uma transi¢c@o definida e esteja em um estado que nao seja final (ou seja, M ird rejeitar a entrada),
a MT %4 ird para um estado especial que é um estado que ndo tem nenhuma transi¢cdo definda e
que também ndo € final, e portanto %4 vai parar rejeitando a entrada. Caso M fique executando
indefinidamente, a MT %4 simplesmente vai continuar simulando M indefinidamente também. [

Relembrando que Ly € a linguagem da parada, temos o seguinte teorema:

‘ Teorema 6.4.2 Ly € recursivamente enumeravel.

Uma consequéncia do Teorema 6.4.2 é que o conjunto % esta estritamente contido no conjunto
Z& . Enunciamos isto no coroldrio a seguir:

I Corolario 6.4.3 % C Z&.

Prova: Provamos no Exercicio 5.4 que #Z C #& . Agora precisamos provar que esta inclusdo é
propria. Para tal, precisamos mostrar que existe pelo menos uma linguagem que esteja contida em
A&, mas que ndo esteja contida em Z. Pelo Exercicio 6.3, Ly € Z&. Pelo Teorema 6.3.1, Ly ¢ Z.
Portanto #Z C Z&.

Teorema 6.4.4 Existe L tal que L ¢ Z&.

MAQUINAS, PROGRAMAS E DADOS

“Antes de Alan Turing a suposicdo era que as trés categorias, mdquina, programa e dados,
eram entidades completamente separadas. A mdquina era um objeto fisico, era ‘hardware’. O
programa era o planejamento da computacdo que iriamos executar. Os dados eram a entrada
numérica. A mdquina universal de Turing mostrou que esas distingoes eram uma ilusdo. Essa
fluidez é essencial hoje em dia na prdtica: [Por exemplo,] um programa é dado para um
compilador.”. — Martin David

Exercicios:
I Exercicio 6.3 Foneca uma prova para o Teorema 6.4.2. ]
I Exercicio 6.4 Fornega uma prova para o Teorema 6.4.4. u

Exercicio 6.5 Dadas duas maquinas de Turing M; e M,, suponha que para qualquer string
x, exatamente uma das duas maquinas para com x. Mostre que existe uma MT M3 tal que
M3( My 5, Mp1,x) = M;(x), i € {1,2}, sendo M; a maquina que para com Xx.

(Dica: use a mesma estratégia usada na prova do Teorema 6.4.1.) =
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Maquinas de Turing, pseudo-codigos, generalidade e especifidade

Considere a tarefa de resolver o problema, j4 amplamente discutido neste livro, de verificar se
um determinado nimero é primo. Solucionar esse problema significa, como ja sabemos, encontrar
uma Mdéquina de Turing que decida a linguagem Lp. Entretanto, veremos que para provar a
existéncia de uma Maquina de Turing que realize essa tarefa ndo serd necessario apresenta-la
explicitamente. A razao disso é que, no inicio do préximo capitulo, apresentaremos um teorema
que estabelece a equivaléncia entre Maquinas de Turing e linguagens de programacio*. Uma
consequéncia direta dessa equivaléncia € que, para demonstrar a existéncia de uma Méquina de
Turing que resolva um determinado problema, basta apresentar o pseudocédigo de um algoritmo
que o resolva. Assim, se quisermos mostrar que existe uma Maquina de Turing capaz de decidir a
primalidade de um nimero, basta descrever um algoritmo como o seguinte:

Primo: (N)

1: if N =1 then

2 Devolva FALSO

3: fori=2;i<N;i++do
4: if N mod i = 0 then
5: Devolva FALSO
6: Devolva VERDADEIRO

Neste ponto, é natural nos perguntarmos se, uma vez que sabemos que as Miquinas de Turing
sdo equivalentes a nossa nog¢ao intuitiva de algoritmo, ainda vale a pena estudar esse formalismo
matemadtico e utilizd-lo para representar algoritmos. Em situacdes praticas, como no exemplo
anterior, é claramente mais conveniente descrever um algoritmo em pseudocédigo do que apresenta-
lo por meio de uma Méquina de Turing. No entanto, as Miquinas de Turing continuam sendo
extremamente Uteis. A razdo para isso € explicada no quadro abaixo, que apresenta uma regra geral
para determinar quando devemos recorrer as Maquinas de Turing e quando € mais apropriado usar
pseudocddigo para representar algoritmos.

PSEUDOCODIGOS OU MAQUINAS DE TURING?

Sempre que estivermos lidando com problemas especificos, como verificar se um grafo
€ conexo, testar se uma matriz € inversivel ou determinar se uma sequéncia de nimeros esta
ordenada, ndo utilizaremos Mdquinas de Turing. Em vez disso, recorreremos a algoritmos
descritos em forma de pseudocédigo.

Por outro lado, em situacdes em que tratamos de algoritmos de maneira abstrata, como
é comum em teoria da computacdo, as Mdquinas de Turing sdo a escolha adequada. Nessa
area, € frequente querermos demonstrar afirmacgdes do tipo “nao existe nenhum algoritmo M
com determinada propriedade” ou “para todo algoritmo M, certo fato ocorre”. A vantagem
de usar Méquinas de Turing é que dispomos de uma definicao precisa e simples de um objeto
matemdtico capaz de representar qualquer algoritmo possivel.

40 teorema enuncia que Méquinas de Turing e programas escritos em Assembly sio equivalentes. Como todo
programa de alto nivel € convertido em Assembly para ser executado, vale também a equivaléncia entre Maquinas de
Turing e programas em linguagens de alto nivel.
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Maquinas de Turing ndo deterministicas (MTN)

Neste se¢do vamos apresentar a versdo ndo deterministica das Maquinas de Turing. Uma
primeira ideia que nos vem a mente € modificar a definicdo de Médquina de Turing para que a funcio
de transi¢éo 6(p,X) retorne um conjunto de triplas {(q1,Y1,D1), (¢2,Y2,D2),..., (qx, Yx,Dr) }, de
forma a termos uma defini¢do andloga a outras méquinas nao deterministicas que vimos em
capitulos anteriores. A defini¢do que daremos aqui € um pouco diferente, mas é possivel provar
que o poder computacional destas duas defini¢des € o mesmo.

Definicdo 6.6.1 — Maquina de Turing ndo deterministica (MTN). Uma Mdquina de Turing
ndo deterministica é uma 7-tupla N = (Q,X,T", (8, d1),490, B, F), de forma que cada um dos
componentes Q,X,I", o, B, F desta tupla tem o mesmo sigficado do caso de maquinas de Turing
deterministicas. A diferenga é que N ndo tem apenas uma fun¢do de transicdo, mas um par
(8o, 01) de fungdes de transigdo.

A questdo agora é entender a semantica da definicdo, isto &, porque ela ¢ um modelo de
computagdo ndo deterministica. A ideia é que, a cada passo, a maquina tam a capacidade de
advinhar qual das duas fun¢des ela deve usar para fazer a transi¢do. A linguagem de uma MTN N é
o conjunto de toda string para a qual existe uma computacio que a aceite, ou seja, toda string x tal
que, a cada passo, existe uma escolha entre &y e §; que leve N a aceitar x.

De maneira semelhante a MTs, o processo de computacdo de uma Mdaquina de Turing ndo
determinisica é dado por uma sequéncia de configuragdes (@, g, ), entendidas de maneira andloga
ao caso deterministico.

Definicdo 6.6.2 — Configuracdo de uma MIN. Dada uma MTN N = (Q,%.I", (8, 1),
qo,B,F), uma Configuracdo de N é uma tripla (a,q,) talque o, € ™ e g € Q.

Terminologia: Uma configuragdo (o, q,3) de uma MTN N é dita final, se g é um estado final de N.

O simbolo -y, definido a seguir, representa um passo computacional de uma MTN. A diferenca
em relacdo a MTs € que a partir de uma configuragdo C, a computagdo pode se dirigir a possivel-
mente duas configuragdes diferentes no préximo passo, dependendo de qual das duas funcdes de
transicdo foi escolhida na execugdo da Mdaquina de Turing ndo Deterministica.

Definicdo 6.6.3 — Passo computacional ndo deterministico +y. Seja N = (Q,X, T, (o,
d01),40,B,F) uma Mdquina de Turing ndo deterministica e C uma configuragdo da mégina N.
* Se a aplicagdo da fun¢do &) faz maquina sair da configuragdo C e atingir a configura¢do
Co, entdo escrevemos C -y, Co.
* Se a aplicagdo da fungdo &y faz méaquina sair da configuragio C e atingir a configuragio
C1, entdo escrevemos C -y, Ci.

Escrevemos C -y C’ tanto para o caso de C ky, C’ ou para o caso de C -y, C'.

Definicdo 6.6.4 Dada uma MTN N, o simbolo -y € definido indutivamente:
Base: C; ) C; para qualquer configuracdo C; de N.
Indugio: C; -y C; se 3C; tal que C; -y Cy e Gy Fy, C;.

Definicdo 6.6.5 — Linguagens aceitas por MINs. Dada uma Méquina de Turing ndo De-
terministica N = (Q,X,T", (8, 61),q0, B, F), a linguagem L(N) = {w € *;(g,q0,w) k5 CF, tal
que Cr é uma configuracdo final de N} é chamada de linguagem de N.
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Definicéo 6.6.6 — Arvore de Computacdes Possiveis de MTNs. Seja N uma NTM e x uma
string. A drvore de computacdes possiveis de N com x é uma arvore cujos nds sao configuracdes
de N, definida da seguinte maneira: A raiz € a configuracio inicial da computacéo x por N e
cada n6 C é uma folha ou tem exatamente dois filhos, dependendo do seguinte:
* Se C é uma configuracdo final, entdo C é uma folha.
* Se existem configura¢des C',C” tal que Cty C' e Cy C”, entdo C' e C” sdo os dois
filhos de C.

A Figura 6.2 ilustra um exemplo de arvore de computacdes possiveis de uma NTM.

Figura 6.2: Um exemplo de 4rvore de computagdes possiveis de uma NTM com configuragdo inicial Cy.
Neste caso existem configuragdes C) e C| tal que Co -y C¥ e C -y C}. Além disso, existem configuragdes
Cg e C21 tal que C(l) Fn Cg e C? Fy C%. As trés configuragdes C9, C% e Cl1 sdo configuragdes em que a maquina
para (nfo necessariamente finais).

Agora vamos fazer algumas observacdes importantes a respeito de arvores de computagdes
possiveis. A primeira é que nada impede que uma 4rvore de computacdes possiveis tenha nds
repetidos. A segunda é que podem existir casos em que tais drvores tenham alguns ramos infinita-
mente longos> nos casos em que ramos da computagio fiquem em loop infinito. Entretanto, se uma
MTN N aceita uma string x, existe pelo menos um ramo finito nesta drvore, e a folha no final deste
ramo ¢ uma configuracdo final.

Teorema 6.6.1 Se L é aceita por uma MTN N, entdo Vx € L, a drvore de computagdes possiveis
de N com x tem pelo menos um ramo finito.

Prova: Sejax € L e g o estado inicial de N. Como N aceita x, (€,4qo,x) Fx Cr, tal que Cr € uma
configuragio final de N. Entdo a sequéncia de configura¢des saindo de (€, ¢qo,x) e chegando a Cr é
um ramo finito da arvore de computagdes possiveis.

A seguir enunciamos dois teoremas que mostram que o conjunto de linguagens decididas por
MTNSs é precisamente o conjunto das linguagens recursivas. Veremos na Parte III deste livro que
MTNs, embora ndo sejam modelos realistas de computagdo, sdo ferramentas uteis para explorar
questdes relacionadas a existéncia de algoritmos eficientes para a resolugdo de certos problemas
computacionais.

5Um detalhe que devemos atentar é que arvores sdo casos particulares de grafos, e grafos sdo definidos como sendo
objetos finitos. Portanto, a rigor, precisariamos usar em nossa defini¢do conceitos como arvores infinitas ou grafos
infinitos (grafos infinitos e drvores infinitas também sdo objetos matemadticos bem definidos, embora ndo tdo amplamente
estudados como os seus equivalentes finitos), mas ndo vamos nos preocupar com isso, pois a nogao intuitiva de uma
arvore em que alguns ramos podem ser infinitamente longos € suficiente para os nossos propdsitos.
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Teorema 6.6.2 Se N é uma MTN, entdo existe uma MT M tal que L(M) = L(N).

Idéia da prova: Podemos projetar uma MT M que simula a execu¢do de uma NTM N com a
entrada x construindo, nivel por nivel, sua arvore de computacdes possiveis (i.e., fazendo um busca
em largura na drvore de computacdes possiveis). Caso seja atingido uma configuragdo final, M
aceita a entrada. Para fazer esta simulacao, M inicialmente escreve na fita a configuracao incial
L(€,490,x)s de N (sendo go o estado inicial de N). A partir dai, a mdquina comeca a sua rotina
principal, que € a seguinte: Para cada configuracio LC_ que esteja escrita na fita faz o seguinte:

(1) Se a configuragdo C é final, para e aceita;

(2) Se C nido é uma configuracdo final, computa e escreve na fita as configuracdes LCy_ e LC
que podem ser obtidas de C e, em seguida, apaga . C da fita.

Note que pelo Teorema 6.6.1, para toda string x aceita por N, a drvore de computagdes possiveis
tem um ramo finito atingindo uma configuracéo final de N. [

Teorema 6.6.3 Se M é uma MT, entéo existe uma MTN N tal que L(M) = L(N).

Idéia da prova: Seja 0 a fungéo de transi¢do de M. Basta tomar N com 0s mesmos componentes
da 7-tupla de M, exceto que o par (01, 5,) de fungdes de transi¢do de N deve ser 6 = &, = 6.

Exercicios

Exercicio 6.6 Apresente uma MTN que escreve uma string bindrias de tamanho 5 na fita tal
que cada uma das 2° strings bindrias diferentes aparece a final de um ramo diferente de sua
arvore de computacdes possives. =

Exercicio 6.7 Sejauma MT M = (Q,X,T,6,qo,B, F) que decide a linguagem L. Mostre como
obter uma MT M’ com o seguinte comportamento:

(1) Se M(x) =1, entdo M'(x) = Loor

(2) Se M(x) =0, entdo M'(x) = 0.

funcionamento é explicado na prova do Teorema 6.3.1. Prove que se Mcopy M oop, €NtA0 existe
uma maquina D tal que D(LD1) = para < D(LDy) = Loop, 0 que é uma contradigdo légica. =

Exercicio 6.9 Prove de maneira formal que Ly (a linguagem da parada) é recursivamente
enumeravel. -

Exercicio 6.10 Seja .# o conjunto de todas as maquinas de turing e seja .Z o conjunto de
todas as linguagens sobre X. Usando o argumento da diagonalizacdo mostre que |.Z| < |.Z| e
conclua que existem linguagens que nio sdo recursivamente enumeraveis. n

Exercicio 6.11 No Exercicio 6.10 mostramos que linguagens que nio sdo recursivamente
enumeraveis existem. Neste exercicio vamos mostrar explicitamente que uma dada linguagem

‘ Exercicio 6.8 Seja Mcopy a maquina fornecida no Exercicio 5.8. Seja M| op @ maquina cujo
‘ ndo € recursivamente enumerdvel. Seja Ly a linguagem da parada. Prove que Ly ¢ Z&. =
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I Exercicio 6.12 Prove o seguinte problema € indecidivel. Dada uma Mdaquina de Turing M,

queremos decidir se M(€) = para. ]
I Exercicio 6.13 Prove que L = {LM_; 3x € £* tal que M(x) = rara} € indecidivel. n
I Exercicio 6.14 Prove que L = {_M_ ; Ix € X* tal que M(x) = roor} & indecidivel. n

Exercicio 6.15 Dado como entrada LM i, onde M é uma MT, a pergunta que vocé deve respon-
der € se existe uma MT M’ com o seguinte comportamento:
* Se M(g) =1, entdo M'(LM ) = 1;
* Se M(g) =0, entdo M'(LM ) =0;
* Se M(€g) = Loor, entdo M’ (LM 1) # rLoop (ou seja, M’ para, independente de aceitar ou
rejeitar).
Em caso afirmativo, apresente a MT M’, e, em caso negativo, prove que M’ ndo existe. u

Exercicio 6.16 Descreva como sdo as arvores de computagdes possiveis de MTNs tal que
01 = &, apresentadas na “ideia da prova” do Teorema 6.6.3. u
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(7. Tese de Church-Turing

Al e

Neste capitulo, discutiremos duas teses distintas que sdo normalmente chamadas pelo mesmo
nome: a Tese de Church-Turing. A primeira é a afirmagdo de que a Maquina de Turing constitui uma
definicdo matemdtica que captura a nogao intuitiva do que entendemos por processo computacional.
A segunda € a afirmacgao de que qualquer processo computacional fisicamente realizdvel pode ser
modelado matematicamente por uma Mdaquina de Turing.

7.1 Perspectiva histérica

No inicio do século XX, alguns matematicos observaram que o processo de demonstrar um
teorema assemelhava-se a um procedimento mecéanico: Dada uma afirmacdo, o que fazemos é
aplicar certos axiomas e regras validas de inferéncia para, passo a passo, concluir que a afirmacao
é verdadeira (ou refutd-la, caso seja falsa). Em outras palavras, alguns matematicos comegaram
a especular se o raciocinio matemadtico poderia ser completamente definido em termos de um
processo mecanico.

Isso motivou o matemético David Hilbert a propor, em 1928, um problema a comunidade
matemadtica: encontrar um algoritmo que, ao receber como entrada uma afirma¢do matemética,
responda SIM, se a afirmacio é verdadeira, ou NAO, se a afirmacio é falsa!. Note que, da forma
como Hilbert prop6s o problema, ele sequer considerava a possibilidade de que tal algoritmo
pudesse nao existir.

Resolver o problema proposto por Hilbert, conhecido como Entscheidungsproblem (“problema
da decis@o”, em alemio), era uma tarefa ambiciosa, pois 0 objetivo era encontrar um algoritmo
extremamente poderoso, capaz de automatizar todo o processo de demonstracdo matematica.
Qualquer pessoa seguindo tal algoritmo seria, em principio, capaz de provar qualquer teorema. Em
1931, Kurt Godel demonstrou que o projeto de Hilbert esta fadado ao fracasso, provando os famosos

10u seja, SIM se a afirmagio é um reorema ou NAO, se é uma uma afirmagdo falsa. Observamos que o que chamamos
aqui de afirmagdo matemadtica pode ser formalmente definida usando algum sistema l6gico formal, usando certos axiomas
e certas regras de inferéncia definidas a priori.

20 matemdtico Gottfried Leibniz também j4 havia refletido sobre esse mesmo problema no século X VII; no entanto,
aquela época, ainda ndo se dispunha do ferramental matematico necessario para formular a questdo com preciséo.
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teoremas da incompletude, que afirmam que nem todo teorema verdadeiro pode ser provado dentro
de um sistema axiomatico consistente e suficientemente expressivo’. Ainda assim, a esperanca
de Hilbert permanecia valida em um cendrio mais restrito: talvez existisse um algoritmo que, ao
menos, decidisse se uma afirmacao era ou ndo demonstravel dentro de um sistema formal fixado.

Em 1936 Alonzo Church e, logo em seguida, Alan Turing mostraram que mesmo essa expecta-
tiva era inalcancavel, ou seja, mesmo no ambito delimitado por Gédel, o algoritmo proposto por
Hilbert ndo poderia existir. Um ponto fundamental que devemos destacar é que, para demonstrar
a inexisténcia de um algoritmo, o primeiro passo necessario era tornar preciso o que se entende
por algoritmo. Alonzo Church utilizou um formalismo matematico chamado cdlculo A, enquanto
Alan Turing desenvolveu um outro modelo, conhecido hoje como Maquina de Turing. Ambos
os modelos sdo equivalentes em poder computacional, mas o modelo de Turing se destacou por
sua simplicidade e intui¢do, oferecendo uma interpretagcdo “fisica” do conceito de algoritmo que
tornava mais convincente a ideia de representar qualquer processo mecénico.

Adicionalmente, Turing mostrou que seu modelo possuia uma propriedade conhecida como
universalidade. Essa propriedade estd relacionada ao conceito de “computadores de propésito
geral”, ou seja, dispositivos capazes de receber algoritmos como entrada e executi-los passo a
passo. Veremos em detalhes o significado deste conceito no Capitulo 6. A definicdo da Mdquina de
Turing, o conceito de universalidade e a interpretacdo fisica destes conceitos marca inicio do que
conhecemos por ciéncia da computacio. Estes conceitos estabelecem também a base necessaria
para entendermos a Tese de Church-Turing, o que € o objetivo central deste capitulo.

Maquinas de Turing sGo equivalentes a linguagens de programagdo

Antes de entrarmos em uma discussdo mais profunda para compreender a afirmacdo de que
as “Madquinas de Turing capturam o que entendemos por algoritmos”, comecemos com algo mais
simples e concreto. Nosso primeiro passo serd apresentar um teorema que demonstra que Maquinas
de Turing sdo capazes de representar algoritmos escritos em linguagens de programacao.

A primeira vista, é ficil perceber que projetar uma Méaquina de Turing para realizar uma tarefa
€ muito mais trabalhoso do que escrever um programa em uma linguagem de programacao de
alto nivel para executar a mesma tarefa. Entretanto, o fato de que um formalismo exige mais
esforco para expressar um algoritmo do que outro ndo tem relacdo com o seu poder computacional.
Basta lembrar que, embora escrever um programa em Assembly seja muito mais trabalhoso do que
escrevé-lo em Python, tal programa pode ser implementado em ambas as linguagens.

Nesta secdo, enunciaremos um teorema que afirma que as Médquinas de Turing sdo equivalentes
aos algoritmos escritos nas linguagens de programacao utilizadas atualmente e apresentaremos a
ideia principal de sua prova. Como essa formulag¢do é um tanto vaga, adotaremos uma abordagem
mais precisa e simples, mostrando que as Maquinas de Turing sdo equivalentes a programas escritos
em linguagem assembly. Para isso, apresentaremos uma formula¢o matemadtica para programas
escritos nessa linguagem, uma vez que qualquer programa em uma linguagem de alto nivel pode
ser expresso em assembly?.

3 A grosso modo, Gédel mostrou é que mesmo para a aritmética, que é uma parte da matemdtica, um sistema l6gico
capaz de expressa-la, ou serd incompleto (nfo conseguird provar todas as verdades) ou serd inconsistente (permitird
provar falsidades). Nao hda como um sistema l6gico que expresse a aritmética ter os dois: completude e consisténcia.

40 trabalho de um compilador é converter um programa de alto nivel em um programa assembly, que, por sua vez,
consiste essencialmente em uma sequéncia de instru¢des que o processador € capaz de executar.
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Programas Assembly e Mdquinas RAM

O modelo matemético que apresentaremos aqui é chamado Modelo de Mdquina RAM?, ou
simplesmente Modelo RAM. O diagrama a seguir ilustra o funcionamento do modelo de Maquina
RAM que utilizaremos neste livro:

PROGRAMA

— instrugdo 1

ENTRADA instrugio 2

al aj cee ay ) ? SAiDA

instru¢do K REG
ro r r r3 ¥4

MEMORIA DE ACESSO ALEATORIO

Um programa para uma Mdquina RAM ¢é chamado de Programa Assembly e consiste em uma
sequéncia finita de instrucdes. Para sermos precisos, vamos definir exatamente o formato de uma
instrucdo neste modelo.

Considere os seguintes conjuntos Aj e As:
* A; = {HALT,READ, WRITE}
¢ Ay = {ADD,MULT, SUB, STORE, LOAD, JUMP, JPOS, JZERO, JNEG }

Chamaremos de argumento de instrucdo qualquer niimero inteiro j ou simbolo”j, denominado
endereco de j.

Defini¢do 7.2.1 — Instru¢do assembly. Uma instrucdo m pode assumir duas formas:
(1) mwé um elemento de Ay;
(2) m éum elemento de A, seguido de um argumento.
Além disso, para instrugdes do tipo (2), vale a seguinte restri¢cao:
Se o argumento é um endereco 7j, entdo a instrugdo € restrita a uma das seguintes:
LOAD, STORE, ADD, SUB, MULT.

As instrugdes do tipo (2) sdo chamadas de instrugcées com argumento. Em uma instrugdo com
argumento, o argumento € escrito apds um espaco em branco. Por exemplo, escrevemos STORE 12
separando o nome da instru¢iio e o argumento com um espago.

Definicdio 7.2.2 — Programa Assembly (PA). Um programa assembly é uma sequéncia finita
7y, M, .., m, de instrucdes assembly.

Para maior legibilidade, em vez de escrevermos a sequéncia de instru¢des separadas por
virgulas, como na Defini¢do 7.2.2, representamos programas assembly uma instru¢do por linha,
numerando-as conforme sua posi¢do. O exemplo a seguir ilustra essa convengao.

30 acronimo RAM vem do inglés Random Access Memory, que reflete a estrutura dos computadores modernos, em
que cada posicdo de memoria pode ser acessada diretamente em um Unico passo, ao contrdrio das Maquinas de Turing,
que podem necessitar de varios passos para deslocar o cabecgote até a posi¢do desejada.
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m Exemplo 7.1 A seguir, um exemplo de programa assembly:

1. READ

2. STORE "1
3. READ

4. ADD "
5. STORE "1
6. HALT

Embora um programador consiga ter uma ideia da tarefa realizada pelo programa acima, do
ponto de vista matematico isso ainda nao estd bem definido, pois, a partir da Defini¢do 7.2.2, tudo o
que podemos afirmar € que se trata de um programa vdlido. Ainda nio estabelecemos a semdntica
das instrucdes e, portanto, nao definimos formalmente o efeito da execugdo de cada uma delas em
uma maquina RAM.

O funcionamento de uma Mdquina RAM ¢é o seguinte: dada uma entrada w, que é uma n-
tupla de ndmeros inteiros (ay,...,a,), a maquina executa o programa IT utilizando registradores
ro,71,72,... como memoria, podendo escrever nimeros inteiros na saida. A maquina possui também
um registrador especial, denominado REG.

A ideia € que a instrucdo READ seja utilizada para ler a entrada. Mais precisamente, na i-ésima
execucdo da instrugdo READ, o inteiro a; € armazenado no registrador REG. A execuc¢do de um
programa consiste em uma sequéncia de instru¢des executadas pela maquina. Para isso, a maquina
mantém um contador de programa, que indica, a cada instante, qual é a préxima instrucao a ser
executada. O quadro a seguir apresenta a semantica de cada instrugao.

O CONJUNTO DE INSTRUCOES E A SEMANTICA DE CADA INSTRUCAO

A seguir, apresentamos as 16 instru¢des que compdem o conjunto de instru¢des da Defini¢do
7.2.1, bem como a semantica de cada uma delas.

READ A i-ésima chamada desta instrucdo carrega em REG o valor ¢; da entrada.
WRITE Escreve o conteido de REG na saida.
LOAD { Carrega o inteiro i em REG.
LOAD i Carrega o conteddo de r; em REG.
STORE “i Armazena o contetido de REG no registrador r; da memoria.
ADD i Seja v(REG) o valor contido em REG. Depois da instrug@o,
o registrador REG passa a conter o valor v(REG) + i.

ADD  "i Sejam v(REG) e v(r;) os valores em REG e r;, respectivamente. Depois
da instrug@o, o valor em REG passa a ser v(REG) + v(r;).

SUB i Seja v(REG) o valor contido em REG. Depois da instrucéo,
o registrador REG passa a conter o valor v(REG) — i.

SUB “i Sejam v(REG) e v(r;) os valores em REG e r;, respectivamente. Depois

da instrucdo, o valor em REG passa a ser v(REG) — v(r;).
MULT i Sejav(REG) o valor contido em REG. Depois da instrugdo,

o registrador REG passa a conter o valor v(REG) X i.
MULT i Sejam v(REG) e v(r;) os valores em REG e r;, respectivamente. Depois

da instrug@o, o valor em REG passa a ser v(REG) X v(r;).
JUMP i Muda o valor do contador de programa para i.
JZERO i Muda o contador de programa para i, caso o conteido de REG seja zero.
JPOS i Muda o contador de programa para i, caso o contetido de REG seja positivo.
JNEG i Muda o contador de programa para i, caso o contetido de REG seja negativo.
HALT Interrompe a execucdo do programa.
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Uma vez compreendida a semantica das instru¢des, podemos entender o que faz o programa
do Exemplo 7.1: ele soma dois ndmeros e armazena o resultado no registrador r;. A seguir, outro
exemplo de programa assembly:

= Exemplo 7.2 — Testando a soma de dois ndmeros. A seguir, um programa que 1€ trés
numeros a,b,c e verifica se a+ b = c¢. Se a igualdade for verdadeira, escreve 1 na saida; caso
contrario, escreve 0.

1. READ

2. STORE 1
3. READ

4. ADD 1
5. STORE 1
6. READ

7. SUB 1
8. J1ZERO 11
9. WRITE O
10. HALT

11. WRITE 1
12. HALT

Dizemos que um programa assembly Il para se a instrugcdo HALT € executada durante a execugdo
de IT em uma maquina RAM. Note que o programa acima sempre para, pois uma instru¢ao HALT
(veja as linhas 10 e 12) serd sempre executada, independentemente da entrada do programa.

Como bem sabemos, assim como as maquinas de Turing, programas assembly sdo capazes de
resolver muito mais do que apenas problemas de decis@o. Entretanto, como neste capitulo lidaremos
especificamente com problemas de decisdo, dado um programa assembly I, serd essencial definir
formalmente a linguagem do programa I1. Para isso, definimos aceitagdo e rejeicao de uma string
de entrada da seguinte forma: uma string € aceita por I se a maquina para tendo escrito na saida
algum valor diferente de zero durante sua execucdo. Caso contrario, dizemos que o programa nao
aceita a string de entrada.

Definicdo 7.2.3 A linguagem de um programa assembly I1, denotada L(IT) é o conjunto de
strings aceitas pelo programa I1.

Com isso, vamos enunciar o teorema a seguir.

Teorema 7.2.1 Para todo Programa Assembly I, existe uma Mdquina de Turing M tal que
L(M) = L(II).

Ideia da prova: Primeiramente, a ideia é definir 16 maquinas de Turing distintas, uma para cada
tipo de instrucdo (veja, na pagina anterior, os 16 tipos de instrucdo apresentados no quadro O
CONJUNTO DE INSTRUCOES E A SEMANTICA DE CADA INSTRUCAO). Cada uma dessas 16
maquinas de Turing € definida como uma maquina de cinco fitas. A partir destas maquinas é possivel
construir uma maquina de Turing maior, que chamaremos de “Mdquina de Turing controladora”,
também tendo cinco fitas. O conteddo das fitas da maquina controladora representard os seguintes
componentes de uma maquina RAM da seguinte forma:
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Fita 1: Entrada;
Fita 2: Memodria, isto, é conteido dos registradores ry, 7, ... em uso;
Fita 3: Contetido do registrador REG;

Fita 4: Valor do contador de programa;
Fita 5: Saida.

Iremos nos referir a fita 1 da maquina controladora como fita de entrada, a fita 2 como fita de
memdria, e assim por diante, conforme a ilustracdo a seguir.

Estado g

Fita de Entrada | // |

Fita de Mémoria: ry,rs,. .. | |

Fita REG | / |

Fita do contador de programa | / |

Fita de saida | |

Podemos tornar esta constru¢do mais precisa da seguinte forma: Para qualquer Programa
Assembly my, m,,. .., T, é possivel especificar uma série de Mdquinas de Turing My, M>, ..., M,
cada uma correspondendo a uma das & instrugdes do programa I de forma que, assim como cada
uma das k instrugdes é de um dos 16 tipos de instru¢do possivel, cada uma destas k mdquinas de
Turing € de um dos 16 tipos possiveis de maquinas correspondente. Partindo do conjunto destas k
maquinas, podemos construir a Mdquina de Turing controladora M, também com cinco fitas, que
executa em ciclos.

A cada ciclo da maquina controladora, a sub-rotina M; é executada, sendo i o valor armazenado
na fita do contador de programa. Apéds executar M;, o valor do contador € atualizado da seguinte
forma: se a sub-rotina ndo for do tipo JUMP, o novo valor € i 4 1; caso contrério, a alteracio ja terd
sido feita pela propria sub-rotina. []

Exercicio 7.1 Apresente uma MT de 5 fitas, conforme a ideia apresentada na prova
do Teorema 7.2.1 para executar a seguinte tarefa:
(a) Uma méquina que simule a instru¢do ADD ~ 3: a mdquina deve somar o conteido
da fita REG ao contetddo de r3 na fita de memoria, e guardar o resultado na fita REG, e
terminar sem nenhuma altera¢do nas demais fitas.

(b) Uma méaquina que simula a instru¢cdo LOAD 4: a maquina deve escrever L4 na fita
REG, e terminar sem nenhuma alteracdo nas demais fitas.

(c¢) Uma méquina que simula a instru¢do READ: a miquina deve ler o contetddo da fita
entrada e escrever na fita REG, e terminar sem nenhuma alteracido nas demais fitas.

(d) Uma mdaquina que simula a instru¢do JUMP 5: a maquina deve escrever na fita do

contador de programa o nimero 5, e terminar sem nenhuma alteragdo nas demais fitas.
|

O que o enunciado do Teorema 7.2.1 afirma é que se existe um programa assembly que resolve
um problema, entdo existe uma Méquina de Turing que resolve o mesmo problema. A reciproca
também ¢é verdadeira: para toda Maquina de Turing, existe um Programa Assembly equivalente, o
que significa que ambos os modelos sdo computacionalmente equivalentes.
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Teorema 7.2.2 Para toda Mdaquina de Turing M, existe um Programa Assembly II tal que
L(IT) = L(M).

Ideia da prova: Dada uma Madquina de Turing M, podemos implementar um programa que
contenha matriz que armazena a tabela de transicdes de M e uma varidvel que guarda um indice
correspondente a cabeca de leitura da miquina. A cada passo, o programa execute sobre a entrada
exatamente o que M executaria, atualizando a entrada e a varidvel que guarda a posi¢do da cabeca
de leitura de M. [

Maquinas de Turing e outros modelos de computacdo

Além dos programas que executam em maquinas RAM, apresentados na se¢do anterior, diversos
outros modelos matematicos sdo equivalentes as Mdquinas de Turing. Alguns desses modelos
foram propostos ainda na primeira metade do século XX, sendo os mais conhecidos o cdlculo A e
as funcoes [L-recursivas (0 apéndice deste livro apresenta brevemente esses formalismos). Esses
modelos foram desenvolvidos com o objetivo estritamente matematico de oferecer uma definigdo
formal de algoritmo, sem a inten¢do, ao menos inicialmente, de estabelecer correspondéncia com
maquinas passiveis de implementagao.

No ambito pratico, além da equivaléncia entre as Maquinas de Turing e os computadores
atuais, pesquisas em dreas que buscam construir computadores baseados em substratos fisicos
“ndo tradicionais” também t€m produzido modelos matemadticos equivalentes as Maquinas de
Turing. Ainda é cedo para afirmar quais desses modelos, originados da tentativa de explorar novos
substratos fisicos para a contru¢do de computadores, correspondem a tecnologias com potencial real
de implementacdo. De todo modo, podemos ilustrar essa ideia com duas dreas que tém se destacado
nos ultimos anos. Em menor escala, hd a drea da computacdo molecular, mais especificamente
a computacdo baseada em moléculas de DNAS. A outra 4rea, atualmente uma das mais ativas e
promissoras, é a da computacido quantica (veja o quadro COMPUTACAO QUANTICA).

COMPUTACAO QUANTICA

A ideia que sustenta a pesquisa em computagdo quantica tem origem em uma observagao
feita por Richard Feynman [Fey82] e, posteriormente, generalizada por David Deutsch [Deu85].
Feynman notou que, de acordo com as leis da mecéanica quantica, a evolu¢do temporal de
um sistema fisico isolado — composto por atomos, elétrons, fétons ou outros constituintes —
pode ser modelada, com precisdo arbitraria®, por uma abstragdo matematica chamada circuito
quadntico. A proposta € usar o estado fisico de certos objetos para representar informacao, e
realizar o processamento dessa informacdo por meio da manipulagdo controlada dos estados
possiveis desses objetos, obedecendo as leis quanticas que regem suas transformagdes.

Deutsch ampliou essa concepgdo ao propor que qualquer sistema fisico, e ndo apenas
sistemas quanticos microscopicos, pode, em principio, ser simulado por um computador quantico
universal. Nessa formulag@o, ndo é necessario supor que o sistema opere em um ‘regime
quantico”, pois, segundo a prépria mecanica quantica, toda a realidade fisica € quantica em sua
base — o comportamento cldssico emerge apenas como um limite aproximado. Assim, a tese
de Deutsch expressa a no¢@o de que um circuito quéntico universal ndo é apenas um modelo de
computagdo eficiente, mas uma descri¢do completa de qualquer processo fisico possivel.

%A expressao “precisao arbitraria” deve ser entendida que, em principio, € possivel aproximar a evolucio do
sistema fisico com qualquer grau desejado de exatiddo, desde que se disponha de recursos computacionais suficientes.

5H4 diversos formalismos utilizados em computagio molecular e em computagdo com DNA. No contexto em que
o objetivo é realizar computagdo de propdsito geral, um dos modelos mais conhecidos € o aTAM (sigla em inglés de
abstract Tile Assembly Model).
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Teorema 7.3.1 — Teorema da Equivaléncia. Se um algoritmo pode ser escrito em um dos
tr€s modelos de computacio abaixo, entdo também pode ser escrito nos outros dois modelos:

(1) Méquinas de Turing com k fitas, para qualquer inteiro k > 1;
(2) Algoritmos em pseudo-cédigo;
(3) Modelo de Circuitos Quanticos

Esboco da Prova: A equivaléncia entre (1) e (2) decorre dos Teoremas 7.2.2 ¢ 7.2.1, uma
vez que algoritmos em pseudo-c6digo, se escritos com rigor, podem ser convertidos em cédigo
assembly. Para provar a equivaléncia entre (2) e (3), seria necessario definir exatamente o que é um
circuito quantico. Embora ndo apresentemos a defini¢do completa aqui, ressaltamos que a ideia
principal € que, no modelo de circuitos quanticos, um algoritmo € representado por uma matriz e
a entrada por um vetor. Neste modelo, a execucio do algoritmo corresponde a multiplicagcdo do
vetor pela matriz. Como é possivel escrever um programa para realizar multiplicacdo de matrizes, a
equivaléncia € valida. [

Mais do que compreender os detalhes da demonstracdo do Teorema da Equivaléncia, o essencial
neste ponto é destacar que as correspondéncias apresentadas constituem um Teorema. Além
das equivaléncias enunciadas, também é possivel demonstrar que as Médquinas de Turing sdo
equivalentes a diversos outros modelos de computacdo. No quadro MUITO MAIS EQUIVALENCIAS,
apresentamos alguns desses modelos. Alguns t€m interesse essencialmente tedrico, como o cdlculo
A e as fungdes [L-recursivas, enquanto outros representam processos fisicos, quimicos ou biolGgicos,
como o modelo de circuitos qudnticos, o modelo ATAM’, o modelo SCRN® e o modelo P Systems®.

MUITO MAIS EQUIVALENCIAS

O enunciado do Teorema 7.3.1 poderia ser expandido para incluir muitos outros modelos de
computacdo. A seguir, uma lista de alguns destes modelos:

(1) Maquinas de Turing com fitas n-dimensionais, em vez de fitas unidimensionais;
(2) Qualquer linguagem de programacgado que rode em computadores conhecidos;
(3) Cilculo A;

(4) Fungdes p-recursivas;

(5) O modelo P-systems para computacio celular;

(6) O modelo SCRNs para computacdo por reagdes quimicas;

(7) Modelo ATAM para computagdo com moléculas de DNA;

(8) Modelo de Circuitos Quanticos e Médquinas de Turing Quénticas.

70 Abstract Tile Assembly Model (A\TAM) é um modelo matemdtico de computacio baseado na auto-organizacio
de pequenos blocos segundo regras de ligacdo entre suas faces. Ele foi proposto para capturar o comportamento
informacional de sistemas de automontagem, como moléculas de DNA [Win98].

80 modelo de Stochastic Chemical Reaction Networks (SCRN) descreve computagio como um processo quimico no
qual espécies interagem por meio de reacdes elementares. Cada reac@o transforma um conjunto de moléculas em outro,
obedecendo as leis da cinética quimica [Sol+08].

90s P systems, ou membrane systems, sio um modelo de computacio inspirado na estrutura hierarquica das células
bioldgicas. A computacdo ocorre dentro de membranas aninhadas, onde objetos simbdlicos evoluem e sdo transportados
entre regides conforme regras de reescrita [Pau00].
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O que dfirma a Tese de Church-Turing

A Tese de Church-Turing (TCT) é afirmacgao de que Maquinas de Turing “capturam o conceito
de computacdo efetiva”. H4 duas interpretacdes que normalmente sdo feitas desta tese. A primeira
interpretacdo € que a TCT € uma definicdo matematica. A segunda intepretacdo é da TCT como

uma afirmacéo sobre o mundo fisico!°.

A Tese de Church-Turing: Uma definicdo matemadtica

Para entendermos a interpretacdo da TCT como sendo uma definicdo matemdtica, vamos usar
uma analogia. Imagine que alguém faca a seguinte afirmacgdo: “A definicdo de fun¢do continua
usando €’s e &’s, como normalmente vemos em um curso de Célculo, exprime corretamente o que
entendemos intuitivamente por continuidade de funcdes'!”.

Note que a ideia intuitiva que temos de fungdes continuas, isto €, funcdes que podemos
“desenhar sem tirar a caneta do papel”, é subjetiva. Essa subjetividade impede que possamos fazer
descobertas matematicas sobre elas. Como parece evidente que toda fungdo continua, segundo essa
intuic@o, pode ser caracterizada pela defini¢do em termos de €’s e §’s que aprendemos em um curso
de Célculo, entdo definimos funcdes continuas dessa maneira. Portanto, por definicao, uma funcio
é continua se pode ser caracterizada dessa forma e ndo é continua caso contrério.

A DEFINICAO DE CIRCULO

A ideia de que uma definicdo é “obviamente” a defini¢do correta para determinado conceito
pode parecer problemética, pois parece haver um salto entre a nossa intui¢ao e a formulagdo
matematica. No entanto, esse salto sempre ocorre quando buscamos apresentar uma defini¢ao
formal para qualquer conceito. Isso vale para a defini¢cao de algoritmos, vale para a definicdo
de fungdes continuas e vale até mesmo para defini¢des aparentemente muito simples, como a
defini¢do do que entendemos por um circulo.

Para esclarecer essa questao, observe que, embora todos nés tenhamos uma ideia intuitiva do
que seja um circulo como um “objeto perfeitamente redondo”, para compreendé-lo com precisdo
e formular afirmagdes matematicas rigorosas sobre ele, precisamos de uma defini¢ao exata. Uma
possivel definicio seria a seguinte: para todo r € R e todo (cy,c2) € R?, um circulo é o conjunto
C de pontos de R? que estdo a distancia  de (c1,c;). Alguém poderia questionar se essa é
realmente a definicdo que temos em mente ao pensar em um circulo, mas os matematicos intuem
que qualquer outra defini¢do razoavel de circulo acaba sendo, de alguma forma, equivalente a
esta. Observe que ao afirmar isso, estamos sustentando a tese de que essa € a definicdo correta
para o conceito intuitivo de circulo.

O ponto-chave € que, como ocorre com outras definicdes mateméticas, se existe uma maquina
de Turing que sempre para para decidir um problema, entdo, por defini¢do, existe um algoritmo
para ele; caso contrdrio, também por definicdo, ndo existe algoritmo para esse problema.

COMPUTABILIDADE DEFINIDA EM TERMOS MECANICOS

“Computabilidade mecanicamente definida foi estabelecida por Alan Turing sem divida
alguma.” — Kurt Godel

100 termo “afirmagio sobre o mundo fisico”, embora informal, expressa adequadamente a ideia de uma afirmagfio que
pode, em principio, ser verificada experimentalmente.

para quem ndo lembra, segue a defini¢do: Dada f : R — R uma funcio e A um intervalo de R. Dizemos que f é
continua em I se para todo a € A, é verdade que Ve > 0,36 > 0 tal que [x—a| < & = |f(x) — f(a)| < €.
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A Tese de Church-Turing: Uma afirmacdo empiricamente verificavel

Uma segunda interpretacdo é a de que a TCT constitui uma afirmagdo empiricamente verificdvel.
Diferentemente da interpretacdo anterior, segundo a qual a TCT € entendida como uma defini¢do
matematica e, por isso, ndo pode ser classificada como verdadeira ou falsa, mas apenas como mais
ou menos adequada para formalizar a nocao intuitiva de algoritmo, essa leitura atribui a tese um
contetido factual. Assim, ela pode, a0 menos em principio, ser verdadeira ou falsa. Essa leitura tem
a vantagem de fornecer um critério empirico para avaliar a tese, que € a possibilidade de confronto
com evidéncias experimentais: a tese deve ser revista caso evidéncias indiquem que ela nio descreve
corretamente os limites fisicos da computago (veja o quadro A TESE DE CHURCH—TURING E
UMA AFIRMACAO CIENTIFICA? para mais detalhes). O enunciado da tese € o seguinte:

TESE DE CHURCH-TURING: Se um problema computacional pode ser resolvido por algum
dispositivo fisicamente realizdvel, entdo ele pode ser resolvido por uma Mdquina de Turing

No Capitulo 6, vimos que existe um problema de decisao, conhecido como problema da parada,
que ndo pode ser resolvido por mdquinas de Turing. Uma vez que uma consequéncia da TCT € que
nenhum objeto fisicamente realizdvel seria capaz de resolver esse problema, sabemos exatamente
que tipo de evidéncia empirica poderia refutd-la: a construcio de um aparato fisico capaz de decidir,
de forma consistente, o problema da parada. A posi¢do mais comum atualmente, apoiada em
multiplas linhas de argumentacao, tanto no que conhecemos sobre as leis da fisica quanto nas
teorias fisicas atualmente em desenvolvimento, é a de que a existéncia de tal aparato € improvavel.

No enunciado da TCT, ao nos referirmos a um problema computacional, ndo estamos limitando
0 conceito apenas a problemas de decisdo. Nesse contexto, tratamos de algo mais geral: uma relacio
entre certos conjuntos de entradas e saidas possiveis. Por essa razdo, a TCT possui uma implicacio
particularmente interessante. Como o estado de qualquer objeto fisico pode ser interpretado como a
instanciacio de alguma informacao, representada por uma string que descreve esse estado, segue-se
que a evolucdo temporal de qualquer objeto fisico que realize uma computagdo bem definida,
independentemente de sua complexidade, pode ser simulada por uma Mdaquina de Turing.

A TESE DE CHURCH-TURING E UMA AFIRMACAO CIENTIFICA?

A ideia de que uma afirmac¢do deve ser, em principio, falsificdvel para ser considerada
cientifica estd associada ao critério de demarcagdo proposto por Karl Popper [Pop59]. Esse
critério, contudo, ndo é consensual na filosofia da ciéncia. Kuhn enfatiza o papel dos paradigmas
[Kuh62], Lakatos propde avaliar teorias no contexto de programas de pesquisa [Lak70], e Quine
destaca que as hipdteses cientificas nao sdo, em geral, testadas isoladamente, mas como parte
de uma rede de pressupostos [Qui51]. A Tese de Church-Turing pode ser compreendida
a luz dessas diferentes perspectivas: embora sua formulagdo empiricamente verificdvel seja
falsificavel no sentido popperiano, sua aceitacao histérica também pode ser compreendida a luz
de outras perspectivas da filosofia da ciéncia, uma vez que diferentes modelos de computagdo
(e.g., probabilistica, paralela, quantica) foram incorporados ao quadro tedrico sem que surgisse
uma evidéncia de computagio fisicamente realizavel além da maquina de Turing.
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CONEXOES ENTRE COMPUTACAO E FISICA

Uma importante fonte de evidéncia em favor da Tese de Church—Turing (TCT) vem de sua
compatibilidade com as leis da fisica. Ao observarmos a natureza em seu nivel mais fundamental
e considerarmos como os objetos fisicos se comportam, quais estados podem assumir, quais
graus de liberdade possuem e como evoluem ao longo do tempo, as restricdes impostas pelas
leis da mecanica quantica parecem sustentar a tese. Um ponto-chave € que a descri¢do de um
sistema fisico pode ser aproximada, com precisdo arbitrdria, pelo modelo matematico conhecido
como circuito qudntico®. Sabe-se que tais modelos podem ser simulados por Maquinas de
Turing, fato enunciado anteriormente no Teorema da Equivaléncia. A cita¢do a seguir expressa
de forma precisa a vantagem de se adotar essa leitura da tese:

Podemos ficar debatendo sem chegar a lugar nenhum sobre exatamente o que a Tese de
Church-Turing quer dizer. Eu, pessoalmente, sempre preferi a versdo da TCT em que ela é uma
afirmagdo, empiricamente falsificdvel, a respeito dos tipos de problemas computacionais que
podem ser resolvidos no mundo fisico. Esta versdo tem a enorme vantagem de tornar claro o
que significa falsificd-la, uma revolucdo na fisica. — Scott Aaronson

4 Apesar do nome circuito qudntico, esse modelo ndo corresponde exatamente a um circuito no sentido usual;
trata-se, na verdade, de um formalismo matemadtico para descrever a evolucio temporal de sistemas quénticos.

AsS LEIS DA COMPUTACAO?

A Tese de Church-Turing, quando vista como uma hipétese empirica acerca dos limites
fundamentais da computag@o, desempenha um papel semelhante ao que as leis da natureza
desempenham nas ci€ncias naturais, como a fisica, a quimica e a biologia. Por exemplo,
enquanto as leis da fisica procuram caracterizar quais processos fisicos podem ocorrer no
universo, a Tese de Church—Turing procura caracterizar quais procedimentos efetivamente
algoritmicos podem existir, exercendo um papel que pode ser entendido, por analogia, como o
de leis da computagcdo. Em outras palavras, assim como a posi¢do e o movimento de qualquer
particula no universo devem obedecer as leis da fisica, a Tese de Church—Turing afirma que toda
computagio fisicamente realizavel pode ser modelada por uma méquina de Turing. Assim, do
mesmo modo que as leis da fisica delimitam o conjunto dos fendmenos fisicamente possiveis, a
Tese de Church—Turing delimita o conjunto das computacdes efetivamente realizaveis.

Observamos, entretanto, que a expressao leis da computacio ndo é uma terminologia usual
na literatura e ndo a estamos empregando aqui para introduzir um conceito formal da teoria da
computacdo. Ela é utilizada apenas como uma analogia didatica, com o objetivo de destacar o
papel desempenhado pela Tese de Church—Turing. A ideia é que, assim como as leis da fisica
estabelecem os limites do que pode ocorrer no mundo fisico, a Tese de Church—Turing estabelece
os limites do que pode ser realizado por meio de procedimentos efetivamente algoritmicos.

Finalmente, € importante esclarecer que, embora a Tese de Church—Turing néo seja uma
consequéncia das leis da fisica, ela é plenamente compativel com elas. Atualmente, a mecanica
quantica € considerada a teoria mais fundamental para a descri¢do dos fendmenos fisicos
microscopicos e, sob hipéteses bastante gerais, a evolugcdo de um sistema fisico descrito por
essa teoria pode ser aproximada, com precisao arbitraria, pelo modelo matematico conhecido
como circuito qudntico. Os circuitos quanticos constituem, portanto, um modelo de computacao
diretamente inspirado na nossa melhor descri¢cao das leis da natureza. Ainda assim, eles ndo
ampliam o conjunto dos problemas computaveis: toda computagcdo quantica pode ser simulada
por uma méquina de Turing. Esse fato fornece uma importante evidéncia empirica em favor da
Tese de Church—Turing.
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Além de a TCT, enquanto afirmagdo empiricamente verificavel, estar amparada pelo que
sabemos de concreto sobre a mecénica quintica, ela também parece tem sustentacdo em resultados
provenientes de dreas na fronteira da fisica tedrica (veja o quadro CONTINUO VS DISCRETO).

CONTINUO VS DISCRETO

A Tese de Church-Turing, como qualquer tese cientifica, € passivel de debate. Existe uma
drea da computagdo conhecida como hipercomputagdo, dedicada ao estudo de modelos que ndo
podem ser simulados por Maquinas de Turing e que, portanto, questionam a TCT. Entretanto,
a maioria das propostas que desafiam a TCT sao tipicamente variagdes da antiga ideia de
computacdo analégica', uma ideia que parece esbarrar em obsticulos impostos pela fisica
tedrica contemporanea. Em particular, o resultado mais importante nessa linha, demonstrado na
década de 1970, € conhecido como limitante de Bekenstein [Aar13]. Embora alguns parametros
usados na mecanica quantica sejam continuos, o limitante de Bekenstein impde um limite
a quantidade de informacdo — que pode ser entendida em termos do nimero de estados
observaveis em um sistema — que uma regifo finita do espaco pode conter.

'Um dispositivo analégico, no sentido empregado aqui, seria capaz armazenar dados que requerem uma quanti-
dade infinita de informacao (por exemplo, armazenar o nimero 7 com todos os seus infinitos digitos) e recuperar
essa informacdo sem erros. No momento, ndo hd comprovacdo de que seja possivel realizar tais tarefas.

Uma consequéncia bastante discutida da Tese de Church—Turing € a afirmacdo de que os
cérebros humanos, sendo objetos fisicos, podem ser simulados por Mdquinas de Turing. Essai-dei-
a, como era de se esperar, gera algumas controvérsias por envolver o fator humano.

E importante observar que essa afirmagdo ndo significa que jd saibamos realizar tal simulagio,
pois ainda ndo compreendemos plenamente o funcionamento do cérebro. Entretanto, essa limitagao
nao impede supor que o cérebro obedeca as leis da fisica e possa, em principio, ser simulado por
um modelo computacional adequado. Essa ideia remonta ao préprio nascimento da computacao:
em seu célebre artigo sobre o Teste de Turing [Tur50], Alan Turing j4 sugeria que o cérebro humano
é um tipo de mdaquina, no sentido de que segue leis fisicas deterministicas ou probabilisticas.
Ele, contudo, ndo reduz explicitamente a mente (no sentido filos6fico) a uma Maquina de Turing,
mantendo sua discussio no nivel comportamental e funcional, e ndo metafisico.

INTELIGENCIA, CONSCIENCIA E MENTE

Convém observar que conceitos como inteligéncia, consciéncia e mente sdo fundamentais
para a compreensdo do ser humano. A Tese de Church-Turing, tal como normalmente é
enunciada, ndo faz nenhuma referéncia a esses conceitos. Para entender o ponto-chave aqui,
vamos usar uma analogia com a fisica: embora o cérebro humano, enquanto sistema fisico,
esteja sujeito as leis da fisica, isso ndo implica que conceitos como inteligéncia, consciéncia
e mente se reduzam a descri¢cao dos fendmenos fisicos. Da mesma forma, a Tese de Church—
Turing caracteriza os limites da computagdo sem necessariamente implicar uma reducgao de
conceitos como consciéncia ou pensamento a0 modelo matematico da méquina de Turing.

Como ja mencionamos, quando o fator humano esta envolvido, além do conceito de cérebro,
entram também em jogo os conceitos de mente e de consciéncia. Esses conceitos vao além da
descricdo puramente fisica do cérebro e pertencem a debates filosdéficos que extrapolam o escopo
da Tese de Church-Turing. Esse tema é amplamente estudado na area da filosofia da mente
[Cha96; Fes19; Sea92]. Para o leitor interessado neste assunto, sugerimos o livro de Edward
Feser [Fes19], que oferece uma introducao acessivel e amplamente referenciada ao assunto,
apresentando as principais correntes da filosofia da mente, como o dualismo, o materialismo, o
funcionalismo e o hilomorfismo, entre outras.
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A Tese de Church-Turing Estendida

Nesta secdo apresentaremos uma segunda afirmacgao que, ao contrario da TCT, nao € a posi¢ao
normalmente aceita pela comunidade cientifica. Mas por que discutir uma afirmagdo que possivel-
mente nao é correta? O ponto € que compreender essa segunda afirmacio, conhecida como Tese de
Church-Turing Estendida, € importante para entendermos desenvolvimentos recentes em teoria da
computacgdo, especialmente na drea de computacdo quantica.

O teorema a seguir enuncia um fato importante sobre a equivaléncia entre Maquinas de Turing
e outros modelos de computacio.

Teorema 7.5.1 — Teorema da Equivaléncia Polinomial. No Teorema da Equivaléncia, além
de ser verdade que os modelos (1) e (2) sdo equivalentes, também é verdade que eles sao
polinomialmente equivalentes.

Enunciamos o Teorema 7.5.1 de forma um pouco vaga, sem definir exatamente o que queremos
dizer por polinomialmente equivalentes. No entanto, alunos familiarizados com andlise de algorit-
mos compreendem o sentido do enunciado: ndo € possivel definir um algoritmo em pseudo-c6digo
cujo nimero de passos necessarios para a execugao seja exponencialmente menor do que o niimero
de transicoes realizadas por uma Méquina de Turing que o simula.

Note que o item (3) foi deixado de fora do enunciado do Teorema 7.5.1. Isso ocorre porque se
conjectura que Méquinas de Turing ndo simulam Circuitos Quanticos com eficiéncia polinomial.
O modelo de Circuitos Quénticos €, até o momento, o tnico modelo com contrapartida fisica
conhecido para o qual tal conjectura é levantada. Esse modelo constitui a base tedrica da pesquisa
em computacio quantica.

A construcio de computadores quanticos € possivel em principio, embora alguns pesquisadores
questionem essa possibilidade. Tal questionamento significa afirmar que o modelo de Circuitos
Quénticos nio seria fisicamente realizdvel'>. Esses pesquisadores sustentam que a TCT ndo apenas
é vélida, mas que ela é ainda mais sélida do que o consenso atual. Essa afirmacdo, conhecida como
Tese de Church-Turing Estendida (TCTE), formulada na década de 1960, diz o seguinte: fodo
problema computacional que possa ser resolvido de maneira eficiente no mundo fisico pode ser
resolvido de maneira eficiente por uma Mdquina de Turing. Nesse contexto, a palavra “eficiente”
significa “polinomial”.

Ao contrério da TCT, a TCTE ndo € consenso cientifico, pois sua aceitacdo implicaria considerar
o modelo de Circuitos Quanticos como néo realista. O consenso atual, entretanto, € que o modelo
de Circuitos Quanticos é uma consequéncia direta das leis da fisica, conforme sdo compreendidas
atualmente.

12pequenos computadores quanticos (isto é, contendo poucos qubits) e computadores quinticos maiores, mas de
propésito especifico, ja foram construidos. O que se questiona é se o modelo é escaldvel.
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ALGORITMOS QUANTICOS

Atualmente, existem problemas para os quais se conhecem algoritmos quanticos (isto
é, algoritmos descritos por circuitos quénticos) exponencialmente mais eficientes do que os
melhores algoritmos cladssicos conhecidos. Quando falamos em algoritmos classicos, referimo-
nos a Mdquinas de Turing ou a programas escritos em linguagens de programacio convencionais.
Contudo, ninguém foi capaz de provar matematicamente que nao existam algoritmos cldssicos
polinomiais para tais problemas. Ainda assim, trabalha-se com a conjectura de que eles ndo
existam e de que o modelo de computac@o quantica seja exponencialmente mais eficiente do
que o modelo cléssico para certos problemas especificos. Essa conjectura é expressa pela
desigualdade P % BQP.

Mesmo que essa conjectura seja provada e se conclua que o modelo de computacio quéntica
¢ inerentemente mais eficiente que o modelo cléssico, e ainda que a construcio de computadores
quanticos vidveis se torne realidade, como se espera, o resultado seria apenas a refutagdo da
TCTE. Por outro lado, a TCT permaneceria completamente intacta, pois, em termos do que
€ possivel computar (isto é, desconsiderando a efici€éncia), computadores quanticos e cldssicos
sdo equivalentes. Em outras palavras, o conjunto de problemas que podem ser resolvidos por
computadores quanticos € exatamente o conjunto das linguagens recursivas.

Atualmente, embora computadores quanticos sejam capazes de resolver precisamente 0s
mesmos problemas que os computadores classicos, existe grande interesse em sua construcao,
j4 que alguns problemas que poderiam ser resolvidos de forma exponencialmente mais rdpida
por esses dispositivos sdo de enorme importancia pratica e tedrica.
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Neste capitulo, faremos uma breve pausa em nosso esforco para compreender o que sdo algorit-
mos, computadores e problemas computacionais, e utilizaremos o entendimento que adquirimos até
aqui para lancar alguma luz sobre um conceito intimamente relacionado a computagdo: o conceito
de informacdo.

Informacdo, complexidade e aleatoridade

Para introduzir o conceito de informagdo, vamos recorrer a uma pequena histéria. Suponha que
temos acesso momentaneo a uma string de 480 bits e que nosso objetivo seja descrevé-la para outra
pessoa com quem nos encontraremos mais tarde. Para isso, vamos anotéd-la em um pedaco de papel.
A pergunta que queremos responder neste capitulo € a seguinte: existem strings para as quais essa
tarefa € mais dificil do que para outras? Vamos considerar o caso de trés strings diferentes, wy, w»
e w3, apresentadas a seguir:

wi = 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

wo = 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1 et et e1r1retattata
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1t earereatere e et e It eIraItrie1I111111l1
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
T e eI eI eeaneaaeatnaanl

w3 =00110100100010011100110100100011110011101111101101111010111111000110011110101011
10101110001110001110010101000001001101101011011010011111001111000000110110111100
00011101101010011010011101000000010011011111010111001110100000101110101101111100
10100111110111001110011111101000100110011001101000010011110101011110011010011001
00010001111000001000111011000010110000101111000010111010111010000010111100100010
11011100000100011001001001111011011001101000001000110100110000000010001110110101
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Supondo que queremos descrever exatamente a string que vimos, em qual dos trés cenarios
terfamos mais dificuldade para realizar a tarefa? Intuitivamente, w; parece ser a string mais fécil de
anotar em um pedaco de papel, pois contém pouquissima informacdo relevante. Para descrevé-la
bastaria anotar a frase “480 vezes o bit 0” no pedago de papel.

Um outro extremo € a string w3, que, por ndo apresentar nenhum padrao discernivel, seria a
mais dificil de descrever de maneira compacta, pois ndo haveria muita alternativa além de anota-la
bit a bit no pedago de papel. A string w, representa um caso intermedidrio, ainda que razoavelmente
préximo ao de wy, em que hd pouca informacao util. As descri¢des poderiam ser:

Descricdo de wy: “480 bits 07
Descrigao de wy: “80 bits 0 e 80 bits 1, repita isso 3 vezes”

Descricdo de ws: “a sequéncia de bits 001101001000100111001101001000111100111011111011
0111101011111100011001111010101110101110001110001110010101000001001101101011
0110100111110011110000001101101111000001110110101001101001110100000001001101
1111010111001110100000101110101101111100101001111101110011100111111010001001
1001100110100001001111010101111001101001100100010001111000001000111011000010
1100001011110000101110101110100000101111001000101101110000010001100100100111
1011011001101000001000110100110000000010001110110101”

Ao contrario do conceito de computacio, que pela Tese de Church-Turing possui uma defini¢ao
Unica e universal, o conceito de informacgado é frequentemente definido de diferentes maneiras,
dependendo do contexto ou da drea da ciéncia em que se tenta esclarecer o que significa informacao.
Independentemente de como queiramos definir o conceito de informagdo, a questdo central aqui,
exemplificada pela histdria apresentada no inicio do capitulo, é que strings diferentes parecem estar
associadas a quantidades distintas de informac@o. Neste capitulo, buscaremos formalizar essas
ideias utilizando as ferramentas desenvolvidas ao longo desta Parte 2 do livro.

A forma como, de modo informal, relacionamos a quantidade de informagao contida em cada
uma das trés strings wy, wo € w3 a sua menor descricdo possivel estd no cerne do conceito de
Complexidade de Kolmogorov. Veremos que a primeira string possui baixa Complexidade de
Kolmogorov (pois tem uma descri¢do curta), a segunda apresenta uma complexidade um pouco
maior, e a terceira possui, em certo sentido, a maior complexidade possivel.

O QUE E ALGO COMPLEXO?

O nome Complexidade de Kolmogorov sugere relacionar a quantidade de informacao
contida em uma string com a ideia de complexidade da prépria string. Essa escolha € intencional
e nos conduz a questdes bastante profundas em diversas dreas da ciéncia.

O problema de definir o que significa algo ser simples ou complexo tem sido amplamente
estudado em diferentes campos cientificos. As ferramentas que veremos aqui representam
apenas a proverbial “ponta do iceberg” do que se sabe sobre esse tema, sob a 6tica de uma area
da computacio conhecida como teoria algoritmica da informacdo.

Na proépria teoria algoritmica da informagao, entretanto, existem diferentes maneiras de
medir a complexidade de uma string. Essas abordagens refinam nossa intuicao sobre a relagéo
entre informacdo e complexidade. Embora esse tema ultrapasse o escopo deste livro, vale
mencionar que algumas dessas abordagens aprimoram a maneira como a complexidade é
definida aqui. A limitagdo da abordagem vista aqui fica clara no exemplo da terceira string.
Apesar de a string ndo possuir uma descricao curta, ela ndo parece realmente complexa, pois se
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assemelha a uma string aleatdria, algo que poderiamos facilmente produzir se nao estivéssemos
restritos a replicar exatamente a string em questao.

O préprio Andrey Kolmogorov, na década de 1960, percebeu essa limitagcdo e propds uma
variacdo de sua teoria para lidar com a ideia de que a verdadeira complexidade ndo estd nem no
extremo do cadtico (strings aleatérias), nem no extremo da ordem (strings com padrdes triviais).
Existem vérias maneiras de abordar essa questdo, sendo que a ideia mais comum €, como
j4 mencionamos, ndo trabalharmos com descri¢cdes exatas das strings, € sim com descricdes
probabilisticas. Neste caso, uma descri¢do curta para w3 seria: “sorteie 400 bits aleatérios”.

De qualquer forma, a abordagem que veremos neste capitulo, baseada em descri¢cdes exatas
das strings, serd suficiente para entendermos como os conceitos da teoria da computacdo podem
ser aplicados para compreender melhor no¢des como informagdo e complexidade.

A descricdo minima de uma string

Vamos agora ser mais precisos e formalizar o que queremos dizer com a descri¢do de uma
string x. A ideia central € que, sendo a prépria descri¢do de x também um objeto matemaético, ela
pode ser representada por uma string bindria, que chamaremos de d(x). Por exemplo, a frase que
descreve a string wy, isto é, “800 bits 0”, pode ser codificada em bindrio; assim, a string d(w)
corresponde a essa codificagdo bindria. A pergunta que queremos fazer € a seguinte: qual é a menor
descricdo possivel de uma dada string x?

Primeiramente, observe que a ideia € que seja sempre possivel recuperar a string original x a
partir de sua descrigdo d(x). Dessa forma, podemos interpretar d(x) como uma versio “compactada”
de x. A maneira de formalizar isso serd em termos de computagdo. Mais precisamente, queremos
identificar o menor processo algoritmico capaz de “construir’” uma dada string x. Neste ponto do
curso ja dispomos de um vocabuldrio preciso para expressar essa ideia: buscamos a menor Maquina
de Turing que escreve x em sua fita e, em seguida, para.

Definicdo de Complexidade de Kolmogorov

A melhor maneira de sermos precisos ao dizer “a menor Maquina de Turing” para realizar
alguma tarefa € nos referirmos a menor string L M tal que a maquina M realize a tarefa designada.
Surge, entretanto, uma questdo importante: o que exatamente queremos dizer com “a menor
Maiquina de Turing que escreve x em sua fita”? Queremos nos referir 8 menor maquina M que
inicia a computacdo com a fita vazia e escreve nessa fita a string x? E se existir uma outra maquina
M’ muito menor que produza x em sua fita ao receber como entrada uma string w muito curta?
Nesse caso, tendo em maos as strings L M’ 1 e w, seriamos capazes de descrever x.

Com isso em mente, vamos definir a menor descri¢do de x de forma um pouco mais geral do
que simplesmente encontrar uma Méquina de Turing minima. Definiremos a menor descri¢cdo de
x como a menor string LM _w tal que M(w) = x. Observe que essa defini¢do é mais abrangente,
pois permite que, em casos particulares, tenhamos w = €, de modo que a descri¢do de x seja
simplesmente uma Maquina de Turing minima.

I Definicdo 8.2.1 — A descri¢cdo de uma string. Uma descrigcdo de x é uma string . M w tal

que M é uma maquina de turinge w € X* e M(w) = x.

Definicdo 8.2.2 — Descricdo minima. Uma descri¢do minima de uma string x, denotada
d(x), é amenor string . M w em ordem lexicografica tal que LM _w é uma descrig¢o de x.
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Definicdo 8.2.3 — Complexidade de Komogorov. A Complexidade de Komogorov de uma
string x, denotada K (x), é o tamanho da descri¢cdo minima de x, ou seja, K (x) = |d(x)|.

Teorema 8.2.1 Existe uma constante ¢ tal que Vx € X*, K(x) < |x|+c.

Prova: Considere a MT M tal que Vx, M(x) = x, ou seja, a mdquina aceita toda string de £* e para
com esta string em sua fita. Seja ¢ = |[LM1|. Com isso LM x é uma descri¢do de x de tamanho
|x| 4 ¢ e portanto K (x) < |x| +c.

Incompressibilidade de informac¢ao

Nesta secdo vamos mostrar que existem strings que nao podem ser comprimidas e entender a
relacdo destas strings com strings aleatorias.

Definicdo 8.3.1 — Strings compressiveis e incompressiveis. Uma string é x é c-compressivel
se K(x) < |x| — ¢. Caso x ndo seja c-compressivel, dizemos que x é c-incompressivel. Se uma
string for 1-incompressivel, diremos simplesmente que ela é incompressivel.

Teorema 8.3.1 Existem strings incompressiveis de todos os tamanhos.

Prova: Vamos contar o nimero de strings de tamanho n € comparar com o niimero de descri¢des
menores do que n:
* Nudmero de strings de tamanho n: 2".
n—1

+ Niimero de descricdes menores que n: Y. 2/ =2" —1.
i=0

Como 2" > 2" — 1, existem mais strings x de tamanho n do que possiveis descri¢des d(x) destas
strings, tal que |d(x)| < n, existe pelo menos uma string x de tamanho n que ndo admite nenhuma
descri¢cdo menor do que n. Portanto x € incompressivel. [

Strings incompressiveis e aleatoriedade

Vamos agora estudar a conexao entre strings que possuem alta Complexidade de Kolmogorov e
strings que parecem tipicamente aleatdrias. Essa conexao reflete nossa intui¢cao de que € dificil dar
uma descricio pequena e exata de uma string que pareca aleatdria.

Relembrando as trés strings diferentes que vimos anteriormente, tivemos a impressio de que a
terceira string era aleatdria, enquanto as outras duas ndo eram. Entretanto, se escolhéssemos uma
string de 480 bits ao acaso, todas teriam exatamente a mesma probabilidade de serem selecionadas,
mais precisamente, 2~*80. Para mostrarmos que strings com alta Complexidade de Kolmogorov
se assemelham a strings aleatdrias, enfrentamos logo um problema: o que é uma string aleatéria?
Essa pergunta parece um tanto intangivel, ja que qualquer string pode ser obtida ao fazermos uma
escolha aleatdria. O que faremos aqui € contornar essa dificuldade de uma maneira simples.

Definicdo 8.3.2 — Propriedades. Uma propriedade é uma fungdo booleana P : £* — {0,1}.
Dada uma string x € £*, se P(x) = 1, diremos que x tem a propriedade P ou que a propriedade
P € verdadeira para x. Caso contrario, diremos que a string x ndo tem a propriedade P ou que a
propriedade P ¢ falsa para x.

Em outras palavras, uma propriedade é essencialmente a mesma coisa que uma funcio booleana.
Por exemplo, suponha que a propriedade P seja “ter a mesma quantidade de O’s e 1’s”. Essa
propriedade pode ser vista como a fun¢do que mapeia para 1 as strings que t€m a mesma quantidade
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de O’s e 1’s, e para 0 as demais. Assim, diremos que a string 001 ndo tem a propriedade P, pois
P(001) = 0. Por outro lado, como P(00110011) = 1, diremos que a propriedade de ter a mesma
quantidade de O’s e 1’s € verdadeira para a string 00110011.

Definicdo 8.3.3 — Propriedade ubiqua. Uma propriedade ubiqua é uma propriedade P que
satisfaz o seguinte critério: a fracdo de strings de tamanho » cuja propriedade P é falsa tende a 0
quando 7z tende ao infinito.

Observe que, quando tomamos aleatoriamente uma string longa o suficiente, a probabilidade
de essa string ter uma propriedade ubiqua é alta. De fato, para qualquer propriedade ubiqua,
a probabilidade de uma string escolhida ao acaso ter essa propriedade pode ser tdo alta quanto
quisermos, pois essa probabilidade tende a 1 quando o tamanho da string tende ao infinito. Em
outras palavras, uma propriedade ubiqua € precisamente uma propriedade que uma string escolhida
de maneira aleatdria necessariamente terd, desde que escolhamos uma string suficientemente grande.
Assim, faz sentido definir o seguinte:

I Definicdo 8.3.4 — Propriedade de strings aleatérias. Se P é ubiqua, entdo dizemos que P
€ uma propriedade de strings aleatorias.

Teorema 8.3.2 Seja P uma propriedade computdvel de strings aleatdrias. Seja I o conjunto de
strings incompressiveis. Entdo, a quantidade de strings x em [ tal que P é falsa € finita.

Prova: Primeiramente, consideremos o conjunto de strings em que a propriedade P € falsa e
dividamos a prova em dois casos, dependendo de esse conjunto ser finito ou infinito.

Caso 1: O conjunto de strings em que a propriedade P ¢ falsa é finito. Esse caso € trivial, pois se 0
conjunto {x € £* : P(x) = 0} ¢é finito, entdo o conjunto {x € I : P(x) =0} também é finito, ja
que I C X*. Portanto, o teorema estd provado.

Caso 2: O conjunto de strings em que a propriedade P ¢ falsa é infinito. A prova deste caso € mais
interessante. Considere o algoritmo M que toma como entrada w e itera sobre todas as strings de
Y* em ordem lexicogrifica (ou seja, €, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ...) e retorna a N(w)-ésima
string x tal que P(x) = 0. Note que o algoritmo sempre para, pois existem infinitas strings em que a
propriedade P ¢ falsa.

Dada uma string da lista de strings em que P € falsa, em ordem lexicografica, denote por i, o
nuimero natural correspondente a posi¢do da string x nessa lista. O ponto central é que LM i1 é
uma descric¢do da string x e que essa descri¢do tem tamanho ¢ + |i,|, onde ¢ = |LM _|.

Agora, tome um 7 suficientemente grande tal que P(x) = 0 para uma propor¢do de, no méximo,
20% das strings de tamanho até n. Note que sempre podemos escolher tal n, pois essa fracdo tende
a zero quando n tende ao infinito e porque existem infinitas strings em que P & falsa.

Entre o total de 2! — 1 strings de tamanho < n, o conjunto das que nio satisfazem P tem
‘- el . . .
tamanho no maximo % Assim, dada uma string arbitraria x de tamanho n tal que P(x) =0, o

, . . , s . 2n+171
indice iy de x € no maximo 5.

. . w1 - . .
Disso, obtemos i, < % < 2" 1=¢ Logo, |ir] <n—1—ce, portanto, |LM_Li1| < c+ (n—

1 —c)=n—1. Assim, K(x) <n—1, ou seja, x é compressivel.

Em outras palavras, a partir de um certo n, concluimos que toda string x em que P(x) = 0 (note
que tomamos x arbitrariamente) é compressivel. Portanto, apenas strings de tamanho menor que n
podem ter P(x) = 0 e pertencer ao conjunto / de strings incompressiveis. Concluimos, entdo, que /
¢ finito, e a prova estd completa. [J

Com o devido cuidado, é possivel demonstrar que a propriedade “ter uma sequéncia muito
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longa de 0’s” ndo € ubiqua e, portanto, strings escolhidas ao acaso t€m baixissima probabilidade de
possuir essa propriedade. Um caso ainda mais extremo seria a propriedade “a string consiste apenas
de 0’s”. Essa propriedade claramente ndo é ubiqua, pois a fracdo de strings de tamanho n com
essa propriedade tende a 0 quando 7 tende ao infinito. Ndo sendo ubiqua, pela nossa definicao esta
propriedade ndo € uma propriedade de strings aleatdrias, o que corresponde a nossa intuicdo de
que a primeira string da primeira pigina desta se¢do, que tem baixa Complexidade de Kolmogorov,
ndo “parece” ser aleatdria.

Por outro lado, uma propriedade ubiqua que a terceira string considerada no comego desta
secdo possui € a de ter um nimero equilibrado de 0’s e 1’s. Intuitivamente, sabemos que uma string
escolhida aleatoriamente tende a ter essa propriedade.

Incomputabilidade da Complexidade de Kolmogorov

Vamos finalizar este capitulo mostrando que ndo € possivel computar a complexidade de
Kolmogorov de uma dada string.

Teorema 8.4.1 Seja w uma string. Nao existe MT Mk tal que M(w) = K(w).

Proof. Suponha, por contradi¢do, que existe uma Maquina de Turing Mk que computa a complexi-
dade de Kolmogorov de uma string. Usando Mk podemos construir a seguinte Maquina de Turing
D que, dada um nimero natural n em bindrio, faz:

(1) Enumera strings x € {0, 1}* em ordem lexicogrifica;
(2) Para cada string x enumerada, usa My para calcular K (x).
(3) Ao encontrar a primeira string x tal que K(x) > n, escreve x na fita e para.

Note que, para toda entrada Ln_ a mdquina D retorna alguma string w, com K(w,) > n e para.
Ou seja, D(Lnu) = w,. Com isso, existe uma uma string w,, com descri¢do de tamanho |D|+ |Ln|.
Observe que |LnJ| tem no méximo log, n+ 1 bits. Portanto, para alguma constante ¢ > D, temos
K(wy,) <log,n-+ c (a constante ¢ absorve detalhes da codifica¢do e separadores). Por outro lado,
pela constru¢do de D (em particular, em (3)) temos K (w,) > n. Assim n < K(w,) < c+log, n.

Note que para n suficientemente grande esta desigualdade é impossivel, ja que o lado direito
cresce apenas como logn enquanto o lado esquerdo cresce linearmente em 7, uma contradicdo.
Portanto, a hipétese de que Mg computa K é falsa. Concluimos que a fun¢éo K (w) ndo é computdvel.

|
Exercicios
Exercicio 8.1 Apresente uma Maquina de Turing M com apenas um estado tal que, para todo
xeX, M(x) =x. .

I Exercicio 8.2 Prove que, para todo x € ¥, K(xx) < K(x) + ¢, em que ¢ é uma constante. =

Exercicio 8.3 Prove que, para todos x,y € X*, K(xy) < K(x) + K(y) + ¢, em que ¢ é uma
constante. .

Exercicio 8.4 Prove a seguinte afirmacdo: pelo menos 2" — 2"~“*! 4 1 strings de tamanho n
s30 c-incompressiveis. =
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Exercicio 8.5 Prove que existe uma constante ¢ tal que, para todo x € X*, a string d(x) é
c-incompressivel. Em outras palavras, exceto por uma constante aditiva, a descri¢do minima
d(x) de uma string x jd representa a compressdo maxima possivel de x. Este fato estd relacionado
a algo que intuitivamente sabemos: a experiéncia frustrante de tentar comprimir um arquivo que

ja foi comprimido por um bom compactador. u
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Intuitivamente, percebemos que alguns problemas computacionais parecem ser mais dificeis de
resolver do que outros. Por exemplo, considere os seguintes problemas:

(1) Dados dois nimeros inteiros de 64 digitos, calcular a soma dos dois nimeros.
(2) Dado um tabuleiro de xadrez (que também possui 64 posi¢cdes) em que as pecas brancas t€ém
a vez de jogar, determinar a jogada 6tima para as pecas brancas.

Resolver o primeiro problema parece ser bem mais facil do que resolver o segundo. Se
quisermos ser justos na comparagdo, podemos imaginar que os nimeros que estamos somando
tém 64 digitos, de modo que estarifamos lidando com instancias de tamanho aproximadamente
compardvel a instancia representada pelo tabuleiro de xadrez (afinal, um tabuleiro de xadrez possui
64 posi¢cdes). Ainda assim, com papel e caneta, em poucos minutos conseguimos calcular a soma
dos dois nimeros em questdo. Por outro lado, para encontrar uma jogada 6tima para as pegas
brancas! parece haver uma quantidade astrondmica de possibilidades que precisamos considerar.
Este segundo problema parece dificil porque, para todas as possiveis ramificacdes de jogo advindas
das possiveis respostas do oponente, tentamos garantir que sempre exista uma proxima jogada
6tima, e assim sucessivamente até o final do jogo.

Embora parecga evidente que, dados x e y, o problema de encontrar o niimero z tal que z =x+y
é facil de resolver, é importante observar que o nimero procurado tem pelo menos 64 digitos.
Portanto, existem 10% niimeros com o tamanho da resposta desejada. Ou seja, o espaco de busca
da solugdo para o valor que satisfaz x4y € astronomicamente grande, assim como ocorre com o
espaco de busca do problema da jogada de xadrez. Ainda assim, em poucos passos, conseguimos
sistematicamente encontrar o valor z desejado.

Ha algo ainda mais importante do que o fato de que somar dois nimeros de 64 digitos € mais
facil do que encontrar uma jogada 6tima em um tabuleiro de dimensao 8 x 8. Considere os casos
mais gerais dos dois problemas, isto €, o caso em que queremos somar dois nimeros de n digitos

Neste contexto, dizemos que uma jogada é 6tima se existe garantidamente um xeque-mate a partir dela, mesmo que
0 xeque-mate ocorra, por exemplo, quarenta jogadas adiante. Uma formulacio mais precisa do problema seria: encontrar
uma jogada 6tima ou concluir que as pecas pretas garantidamente podem empatar ou derrotar as pegas brancas.
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€ 0 caso em que queremos encontrar uma jogada 6tima em um tabuleiro de xadrez generalizado,
jogado em um tabuleiro n x n. O que ocorre é que a dificuldade do segundo problema, que ja
era astronomicamente maior, cresce exponencialmente com o tamanho do tabuleiro, enquanto a
dificuldade do problema da soma cresce de maneira muito mais moderada.

O ponto fundamental € que, embora o espago de busca nos dois casos cresga exponencialmente
com o tamanho n da entrada, no primeiro problema temos um algoritmo muito eficiente para
encontrar a solucio dentro desse espaco de 10" possibilidades, ao passo que, no segundo caso, o
algoritmo para se encontrar a solucao € essencialmente um algoritmo de for¢a bruta, examinando
todas as ramificacdes de jogadas. Nesta parte do curso, nosso objetivo € tornar mais precisa a ideia
intuitiva de que alguns problemas sdo inerentemente mais dificeis de resolver do que outros.

PROBLEMAS INDECIDIVEIS vs PROBLEMAS INTRATAVEIS

Nesta parte do curso, os tipos de problemas com os quais estaremos lidando sdo chamados
de problemas intratdveis. Tais problemas nao admitem algoritmos eficientes, como ocorre no
caso do problema do xadrez generalizado, ou, na maior parte dos casos, conjectura-se que nao
admitem algoritmos eficientes, como no caso dos famosos problemas NP-completos. Ainda
assim, estaremos lidando com problemas decidiveis.

Podemos pensar que problemas indecidiveis, como o problema da parada, pertencem a
categoria dos problemas "impossiveis" e ndo apenas "dificeis", como o problema do xadrez
generalizado ou os problemas NP-completos, pois simplesmente nao existem algoritmos para
resolvé-los. Entretanto, é razodvel considerar que instdncias muito grandes de problemas
intratdveis, na pratica, também podem ser impossiveis de serem resolvidas, devido a limitacdes
fisicas de espago e de tempo que a natureza nos impoe.

Complexidade de Tempo e de Espaco de Maquinas de Turing

Para tornar precisa a ideia da quantidade de trabalho que um problema exige para que possamos
o solucionar, iremos definir o conceito de complexidade de tempo e complexidade de espaco de
Midquinas de Turing. A complexidade de tempo de uma mdaquina, se refere ao niimero de transigcdes
que ela executa em fungdo do tamanho da entrada, enquando e a complexidade de espago se refere
a quantidade de células da fita utilizadas em fun¢do do tamanho da entrada.

Nesta parte do curso, serd conveniente trabalhar com Mdaquinas de Turing com duas fitas. O
Teorema 7.5.1 nos diz que MTs com uma fita, o modelo que vinhamos utilizando até agora, sdo
equivalentes nio apenas em termos de computabilidade, mas também em termos de eficiéncia®. O
funcionamento das médquinas com duas fitas que utilizaremos aqui € descrito a seguir.

(1) A primeira fita, chamada de fita de entrada, € a fita que armazena a string de entrada. Nesta
fita permite-se apenas leitura, sendo portanto do tipo "read-only".

(2) A segunda fita, chamada de fita de trabalho, é uma fita padrao na qual se permite leitura e
escrita. A ideia € que nesta fita ocorre a computagdo propriamente dita.

2 A rigor, existe uma diferenca polinomial de eficiéncia entre estes dois modelos. Por exemplo, existem problemas
que podem ser decididos em O(n) passos usando uma MT com duas fitas, isto é, dada uma string de entrada de n bits, o
nimero de transi¢cdes executadas pela MT de duas fitas é O(n), mas que requerem no minimo O(nz) passos no modelo
de MTs com apenas uma fita. Entretanto, como veremos adiante, o grau destes polindmios ndo € importante para o tipo
de questdes que estaremos discutindo nesta parte do curso.
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MT

Neste modelo em que estamos trabalhando, vamos assumir que, ao final da computacgéo, a
segunda fita contém a saida do algoritmo. Portanto, quando escrevemos M (x) = y, queremos dizer
que, com a entrada x na fita de entrada, o algoritmo termina com y na segunda fita. No caso de

problemas de decisio, vamos assumir que a maquina escreve o simbolo 1 ou 0 na segunda fita antes
de parar, dependendo de estar aceitando ou rejeitando a string.

L]

[

Definicdo 9.1.1 — Complexidade de tempo. A complexidade de tempo de uma Maquina
de Turing M € uma func¢ao ty; : N — N tal que, para qualquer string de entrada de tamanho n, a
madquina para depois de executar no maximo fyf(n) transi¢oes.

m Exemplo 9.1 MT M\ para somar que vimos anteriormente. Para qualquer entrada de tamanho
n, Msoma sempre para depois de fazer, no mdximo, 2n + 1 transicdes. Portanto, a complexidade de
tempo de Msoma € a funcdo ty,,,,, (n) =2n+1. =

Definicdo 9.1.2 — Complexidade de espago. Dada uma Maquina de Turing M, sua com-
plexidade de espago é uma funcdo sy : N — N tal que, para qualquer string de entrada de
tamanho n, a maquina M para depois de usar no maximo sy (n) posi¢des da fita de trabalho.

m Exemplo 9.2 Suponha que uma MT M, para toda entrada de tamanho n, sempre para usando no
maximo logn 47 posicdes da fita 2. Neste caso dizemos que a complexidade de espaco de M é
logn+17. "

Assim como ocorre na andlise de algoritmos, em muitos casos poderemos usar notagao assin-
tética. No Exemplo 9.1, dizemos que a complexidade de tempo de M é O(n?). No Exemplo 9.2,
dizemos que a complexidade de espaco de M é O(logn).

Notacio 9.1. A notacdo poli(n) serd usada para se referir a uma fungdo que seja assintotica-
mente limitada por um polinémio em n. Ou seja, se f(n) = O(n") para algum r € N constante e
independente de n, entdo diremos que f(n) = poli(n).

Definicdo 9.1.3 — Complexidade de tempo ou espaco polinomial. Se uma Maquina
de Turing M tem complexidade de tempo poli(n), dizemos que M é polinomial. Se M tem
complexidade de espago poli(n), dizemos que M é de espago polinomial. Note que a fungio
poli(n) ndo precisa necessariamente ser um polindmio, basta que a funcéo seja assintoticamente
limitada por um polindmio.

Definicdo 9.1.4 — Complexidade de tempo polinomial em MTs ndo deterministicas.
Uma Madquina de Turing ndo deterministica é polinomial se, dada uma entrada de tamanho n,
todos os ramos da arvore de computagdes possiveis t€ém profundidade poli(n).
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Definicdo 9.1.5 — Complexidade de tempo exponencial. Se uma Maquina de Turing M
tem complexidade de tempo O(2P°"("), dizemos que M ¢é exponencial.

Observe que, se uma Mdquina de Turing ndo deterministica é polinomial, entdo, independen-
temente das escolhas ndo deterministicas feitas ao longo da execugdo, ela sempre para depois de
poli(n) transi¢des. Uma consequéncia da Defini¢do 9.1.4 € que estamos lidando apenas com MTs
nao deterministicas que nao possuem ramos infinitos em sua arvore de computagcdes possiveis.

ESPACO E TEMPO: RECURSOS DISPONIVEIS PARA SE FAZER COMPUTACAO

Algo interessante de observar € que tempo e espago sao recursos basicos que a natureza nos
oferece quando pensamos em realizar computacdo em um meio fisico. Dependendo do substrato
fisico utilizado para fazer computagdo, espago e tempo podem ser entendidos de maneiras
distintas.

Por exemplo, em um algoritmo executado em um laptop, espago corresponde a memoria
RAM e tempo corresponde ao nimero de instru¢gdes executadas pelo processador. No caso
de computacdo usando moléculas de DNA, espaco corresponde a quantidade de moléculas
necessdrias para realizar a computacdo e tempo corresponde ao niimero de vezes que as molécu-
las devem interagir (isto €, formar pontes de hidrogénio). Independentemente do modelo de
computacdo adotado, em ultima andlise os recursos especificos utilizados parecem ter corre-
spondéncia com os conceitos gerais de espago e tempo conhecidos na fisica.

As classes P, NP, PSPACE e EXP

Na secao anterior definimos o que € a complexidade de uma Maquina de Turing. Nesta seco,
vamos usar essa defini¢do como base para definir a complexidade inerente de resolver determinados
problemas de decisdo.

Definicdo 9.2.1 — Decisdo em tempo polinomial. Dizemos que uma linguagem L é de-
cidivel em tempo polinomial se existe uma MT polinomial que decide L. Dizemos que uma
linguagem L € decidivel em tempo polinomial ndo deterministico se existe uma MT ndo deter-
ministica polinomial que decide L.

Definicdo 9.2.2 — Decis@o em espaco polinomial. Dizemos que uma linguagem L é de-
cidivel em espaco polinomial se existe uma MT de espago polinomial que decide L. Uma
linguagem L é decidivel em espaco polinomial ndo deterministico se existe uma MT ndo
deterministica que decide L em espaco polinomial.

Exercicio 9.1 (Decisdo em tempo exponencial) Apresente uma defini¢do para o conceito de
decisdo em tempo exponencial. u

Vamos agora classificar linguagens de acordo com a quantidade de recursos necessarios para
decidi-las. Tais conjuntos de linguagens sdao conhecidos como classes de linguagens.

Definicdo 9.2.3 — A classe P. O conjunto de todas as linguagens decidiveis deterministica-
mente em tempo polinomial é denotado por P.

Definicdo 9.2.4 — A classe NP. O conjunto de todas as linguagens decidiveis ndo determinis-
ticamente em tempo polinomial € denotado por NP.
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Definicdo 9.2.5 — A classe PSPACE. O conjunto de todas as linguagens decidiveis determin-
isticamente em espaco polinomial é denotado por PSPACE.

Definicdo 9.2.6 — A classe EXP. O conjunto de todas as linguagens decidiveis deterministi-
camente em tempo exponencial é denotado por EXP.

Teorema 9.2.1 P C NP.

Prova: Seja L € P. Pela Defini¢do 9.2.6, existe uma MT polinomial M = (Q,X,T",8,q0,B,F) que
decide L. Considere agora a Maquina de Turing ndo deterministica N = (Q,X,T",(6,98),qo, B, F).
A maquina N comporta-se exatamente da mesma maneira que M, portanto N também decide L em
tempo polinomial. Logo L € NP e consequentemente P C NP. []

\ Teorema 9.2.2 P C NP C PSPACE C EXP.

I Exercicio 9.2 Prove o Teorema 9.2.2. -

O problema P vs NP

O Teorema 9.2.1 nos diz que P C NP. Seria possivel provar que P #% NP? Ou seja, seria
possivel provar que a classe P estd estritamente contida na classe NP?

A conjectura normalmente aceita entre os cientistas da computagio é que P # NP. Em particu-
lar, varios problemas importantes, conhecidos como problemas NP-completos, sdo candidatos a
pertencer a classe NP\ P. O Problema da Satisfatibilidade (simplesmente SAT, definido formal-
mente na préxima se¢do) € um desses problemas. Mostrar que o problema SAT estd na classe NP
é uma tarefa simples, como veremos no Capitulo 9. Entretanto, demonstrar que o problema nao
pertence a classe P é uma tarefa que até o presente momento ninguém conseguiu realizar>.

Qual € a dificuldade de provar que o problema SAT, ou qualquer outro candidato a estar em
NP\ P, ndo admite um algoritmo polinomial? Como ja vimos em capitulos anteriores, em geral
ndo é simples provar que determinado algoritmo nio existe. Para mostrar que certo problema de
decisdo ndo pertence a P, seria necessario excluir logicamente a possibilidade de que todos os
infinitos algoritmos polinomiais falham na tarefa de decidir tal problema.

3 A demonstracio de que o problema niio admite algoritmo polinomial ou a apresentagiio de um algoritmo polinomial,
isto é, uma refutacdo da conjectura P 7 NP, é um dos maiores problemas em aberto em toda a matematica.
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DETERMINISMO vs NAO DETERMINISMO

Algo importante que devemos lembrar € que, muitas vezes, classes de linguagens com
defini¢cdes bastante diferentes podem ser iguais. Por exemplo, no Capitulo 3 vimos que a classe
das linguagens aceitas por AFDs € exatamente a mesma classe das linguagens aceitas por AFNs.
Por outro lado, em alguns modelos de computacdo hd diferenca entre computagdo deterministica
e ndo deterministica. Por exemplo, a classe das linguagens aceitas por APs ndo é a mesma classe
das linguagens aceitas por APDs.

Os Teoremas 6.6.2 e 6.6.3, apresentados no Capitulo 5, enunciam que o conjunto de
linguagens aceitas por MTs é exatamente o mesmo conjunto de linguagens aceitas por MTNss.
Para provar tal resultado, usamos o argumento de que uma MT pode simular uma MTN. O
mesmo raciocinio vale para mostrar que MTs decidem as mesmas linguagens que podem ser
decididas por MTNs. A pergunta central deste capitulo € a seguinte: uma MT pode sempre
simular de maneira eficiente uma dada MTN?

PSPACE vs NPSPACE?

O problema P vs NP € muito famoso, mas, por outro lado, por que nunca escutamos nada
sobre o problema PSPACE vs NPSPACE. Qual é o motivo disso? O motivo é que este ndo é
um problema em aberto. Nao € tao dificil mostrar que PSPACE = NPSPACE.

Uma maneira alternativa de definir classes de complexidade, util em algumas circunstancias, é

a seguinte.

Definic@o 9.3.1 — TIME(f(n)). Dada uma fun¢io f : N — N, a classe TIME(f(n)) é o conjunto
de todas as linguagens que podem ser decididas por uma Méquina de Turing com complexidade
de tempo c¢- f(n), para alguma constante c.

= Exemplo 9.3 A classe TIME(n?) é o conjunto de todas as linguagens que podem ser decididas
por uma MT que execute, no maximo, c - \x|3 transi¢Oes, para alguma constante ¢ > 0, para qualquer
string x fornecida como entrada. "

= Exemplo 9.4 A classe TIME(2") é o conjunto de todas as linguagens que podem ser decididas
por uma MT que execute, no maximo, ¢ - 21/ transicdes, para alguma constante ¢ > 0, para qualquer
string x fornecida como entrada. "

Definic@o 9.3.2 — SPACE(f(n)). Dada uma fungio f : N — N, a classe SPACE(f(n)) é o
conjunto de todas as linguagens que podem ser decididas por uma Mdaquina de Turing com
complexidade de espago c- f(n), para alguma constante c.

Problemas de Decisdo

Nesta secdo apresentamos a defini¢do de alguns problemas computacionais envolvendo grafos

e logica booleana. Caso o leitor ndo tenha familiaridade com conceitos elementares de teoria de
grafos, o apéndice do livro contém as defini¢des relevantes utilizadas aqui.

Defini¢do 9.3.3 — Problema da Conectividade de Grafos. O problema de decidir se um
dado grafo é conexo € definido pela linguagem

Lenx = {LG1 € X : G é um grafo conexo}.
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Definicdo 9.3.4 — Problema do Grafo Euleriano. O problema de decidir se um grafo é
euleriano € definido pela linguagem

Lgy. = {LG1 € £ : G é um grafo euleriano}.

Definicdo 9.3.5 — Problema do Grafo Hamiltoniano. O problema de decidir se um dado
grafo é hamiltoniano é definido pela linguagem

Lyam = {LG1 € X* : G é um grafo hamiltoniano}.

Definicéo 9.3.6 — Problema do Conjunto Independente. O problema de decisdo con-
hecido como problema do conjunto independente é definido pela linguagem

Ler = {(G,k)s € X* : G contém um conjunto independente de tamanho pelo menos k}.

Definicdo 9.3.7 — Problema da Clique. O problema de decisao conhecido como problema
da clique ¢ definido pela linguagem

Lo = {.(G,k)1 € £ : G contém uma clique de tamanho pelo menos k}.

Para o problema a seguir, lembramos que uma férmula booleana estd em forma normal
conjuntiva quando é uma conjuncao de disjun¢des. Referimo-nos a tais férmulas como formulas
CNF*.

Definicdo 9.3.8 — Sdtisfatibilidade de Férmulas Booleanas (SAT). O problema de decidir
se uma dada férmula booleana em CNF ¢ satisfazivel é definido pela linguagem

Lsar = {L¢1 € X" : ¢ é uma férmula booleana em CNF satisfazivel }.

» Exemplo 9.5 A férmula ¢; = (x; Vx2) A (x; VX2) A (X3) € satisfazivel. Uma valoracdo que
satisfaz ¢; € x; =V, xp =V e x3 = F. Assim, L¢;1 é uma instancia verdadeira de Lgr.

Por outro lado, como ¢, = (X7 VX2) A (x1) A (x2) ndo é satisfazivel, concluimos que ¢, 1 € uma
instancia falsa de Lgar. ]

Convencao 9.1 (Literais em férmulas em CNF). Seja C; uma cldusula de uma formula ¢ em CNF.
Assumimos que ndo ocorrem literais repetidos em C;. Assumimos também que, se um literal | em
C; corresponde a varidvel x, entdo o literal X ndo ocorre em C;. De maneira semelhante, se | =X,
entdo o literal x ndo ocorre em C;.

40 acrénimo CNF vem do inglés conjunctive normal form.
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Exercicios

Exercicio 9.3 Apresente uma defini¢do para a classe P em termos da defini¢do da classe
TIMEC(f (n)). =

Exercicio 9.4 Caso estivéssemos utilizando uma Méaquina de Turing com apenas uma fita, a
classe P seria a mesma ou seria diferente? Justifique sua resposta. Qual seria a desvantagem de
definir P-space usando MTs com apenas uma fita? u

necessdrio alterar a definicao de complexidade de espaco. H4 alguma vantagem em usar MTs
com trés fitas em vez de MTs com apenas uma fita quando lidamos com complexidade de
espaco? =

Exercicio 9.6 Lembrando que Z é o conjunto das linguagens recursivas, prove que NP C Z. =

Exercicio 9.7 Fornega uma defini¢do para NTIME(f(n)) de maneira semelhante a Defini¢do
9.3.1, mas considerando Maquinas de Turing nao deterministicas. u

Exercicio 9.8 Lembrando que o grafo K4 é o grafo completo com quatro vértices, responda:

| Exercicio 9.5 Caso estivéssemos utilizando uma Méaquina de Turing com apenas uma fita, seria
I LK. é uma instancia verdadeira ou falsa do problema Lgy; ? m

Exercicio 9.9 A string . K4 € uma instancia verdadeira ou falsa do problema Ly ? u
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O que ¢é mais facil? Decidir se existe uma soluc@o para uma dada instancia do problema
Sudoku, ou meramente verificar se uma solugdo que ja nos foi fornecida “de bandeja” esta correta?

2 5 1 9 41216|5|7|113|9]8
8 2 3 6 81571293 1(4|6
3 6 7 113/9214/6|812]|7|5
1 6 9171113]8|5]|6|2|4
514 119 50413171216]18|1]9
2 7 618(21114[2]715]3
9 3 8 /19141613|1215(8]|1
2 8 4 7 21658149237
1 9 7 6 3/1[8]9]|5]|7]4|6]|2
Problema Solucgéo

Figura 10.1: O Problema Sudoku.

Na Figura 10.1 a esquerda apresentamos uma instancia do Problema Sudoku. O problema de
decisdo que estamos interessados € o seguinte: dado um grid 9 x 9, queremos decidir se é possivel
preencher as posicdes faltantes tal que toda linha, toda a coluna, e cada um dos blocos 3 x 3 do grid
tenha exatamente um digito diferente. Alguns grids admitem solucao (instancias verdadeiras) e
outros ndo admintem solucdo (instancias falsas). Na Figura 10.1 a direita temos um exemplo de
preenchimento do grid original. Observe que tal grid preenchido € uma prova de que a instancia
original € verdadeira (i.e., admite um preenchimento correto). Agora considere um problema de
decisdo diferente: dado um grid 9 x 9 preenchido (como o da figura a direita), queremos decidir se,
de fato, o preenchimento esta correto.

Qual dos dois problemas parece ser mais dificil? Decidir se existe uma solu¢do para uma dada
instancia do problema Sudoku ou simplesmente verificar se uma solug@o que ja nos foi fornecida
estd correta? Neste capitulo veremos que esta dicotomia decidir vs verificar estd no coragdo de
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todos os problemas da classe NP e estd intimamente ligada ao famoso problema P vs NP.

Decidir ou verificar?

Nesta se¢do nés vamos formalizar a ideia intuitiva que temos da oposi¢do entre decidir e
verificar um problema. Para formalizar essa ideia, vamos usar o problema SAT. Primeiramente
relembramos que uma férmula com n variaveis xi, ..., x, escrita em CNF € uma férmula booleana
que tem a forma ¢ = (I;1 VI V..Vl )N (Li ViV ..V b)) A A(lnt V... V g, ), sendo
que os literais l;; podem ser tanto xi, ..., X,, quanto Xy, ...,X,. A rigor, uma instancia do problema
SAT € uma string (as instancias verdadeiras so strings L ¢ 4 € LgaT € as instancias falsas sdo strings
L@ ¢ Lsar), mas aqui seremos mais flexiveis em nossa notagéo.

Seja ¢ uma instancia verdadeira do problema SAT. Agora imagine que alguém queira nos
convencer que ¢ é, de fato, satisfazivel, mas somos céticos em relagdo a esse fato. Vamos considerar
agora dois cendrios:

(1) A pessoa que quer nos convencer simplesmente nos passa a formula booleana ¢ e afirma que
a férmula ¢é satisfazivel.

(2) A pessoa que quer nos convencer nos passa a férmula booleana ¢ juntamente com uma
valoragdo v = vy, ..., v, que satisfaz ¢ (ou seja uma sequéncia de valores v; € {V,F}, tal que,
fazendo a substitui¢do x; = v;, a férmula ¢ assume o valor verdade V).

Em qual destes dois cendrios nds terfamos menos trabalho?

Aparentemente o cendrio (2) € mais facil, pois nés recebemos uma valoracio “de bandeja” que
atesta que a formula € satisfazivel. Tudo o que nos resta fazer, com todo o nosso ceticismo, é
substituir os valores vy, ..., v, nos locais da férmula onde aparecam as varidveis x, ..., x, e verficar
se, de fato, todas as clausulas de ¢ sdo satisfeitas. Mais precisamente, veremos que é simples
apresentar um algoritmo polinomial que toma (¢, v) como entrada e verifica se a valorag@o v satisfaz
¢. Na Secdo 10.2 veremos o pseudo-cédigo deste algoritmo.

Por outro lado, no cendrio (1), terfamos muito mais trabalho para nos convencermos de que ¢ é
satisfazivel. Parece dificil escapar da ideia de apelar para a for¢a bruta e testar cada uma das 2"
possiveis valorag¢des até que vocé encontremos a valoracdo que satisfaca ¢ (eventualmente encon-
trarfamos uma valoragdo, pois a premissa € que ¢ € satisfazivel). Uma vez que nds encontremos
uma valoracdo que passe em nosso teste, nés ficamos convencidos que ¢ é satisfazivel.

HA COMO ESCAPAR DA FORCA BRUTA?

Embora a ideia de testar todas as valoracdes possiveis parega ingénua, os melhores algorit-
mos conhecidos para o problema SAT nao escapam de ideias semelhantes. Essencialmente, no
pior caso, todos os algoritmos conhecidos para o problema SAT usam estratégias que exploram
um ndmero exponencial de valoragdes até que uma seja encontrada ou, no caso da instincias ser
falsa, conclui que a férmula nao ¢ satisfazivel.

Algo que pode ter passado despercebido nesta discussdo € que uma instancia verdadeira do
problema SAT tém um certificado que atesta ela é realmente verdadeira. Esse certificado é a
valoracdo correta, fornecida “de presente” no cendrio (2) . Um valoracao correta funciona como
um “certificado de garantia” de que a férmula € realmente satisfazivel. Além disso, nés podemos
verificar se o certificado que nos foi fornecido € valido fazendo pouco esfor¢o computacional. Mais
precisamente, tendo a férmula e o certificado em maos, existe um algoritmo de tempo polinomial
que responde SIM se v satisfaz ¢ e NAO se v ndo satisfaz ¢.

Outro ponto fundamental é que uma instancia falsa ¢’, por defini¢do, nio possui uma valora¢do
que possa ser usada como certificado. Com isso, o nosso algoritmo verificador ird sempre refutar
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(¢',v), independente da valora¢@o v recebida. Em outras palavras, nés, sendo céticos, nunca
poderemos ser convencidos incorretamente de que uma férmula seja satisfazivel quando esta
férmula nao for realmente satisfazivel.

GRAFOS HAMILTONIANOS

Podemos repetir o mesmo raciocinio que usamos na nossa discussdo do problema SAT para
varios outros problemas de decisdo. Vamos considerar, por exemplo, o problema de testar se
um grafo é hamiltoniano. De maneira semelhante ao caso do problema SAT, imagine agora que
alguém queira nos convencer que um dado grafo G de n vértices € hamiltoniano.

Novamente, vamos pensar em dois cendrios. Um cendrio em que recebemos apenas G e
outro cendrio em que recebemos G juntamente com uma permutacao vy, ..., v, dos vértices do
grafo atestando que G € hamiltoniano (ou seja, uma sequéncia de vértices tal que, podemos
percorrer um ciclo hamiltoniano no grafo usando-se esta sequéncia de vértices como “guia”).

No caso em que recebemos o grafo juntamente com a permutacao, precisariamos de pouco
esforco computacional para verificar se G € hamiltoniano: basta tomarmos vy, ..., v, € verificar
se, de fato, vy,...,v, pode ser usado como guia para percorremos um circuito hamiltoniano
em G. Para tal, primeiramente verificamos se a sequéncia é uma permutagio de V(G) (uma
permutacdo de V(G) é uma sequéncia de vértices sem repeticdo e que todos os vértices de G
aparecem na sequéncia). Em seguida, verificamos se podemos percorrer o grafo usando esta
sequéncia de vértices como guia (ou seja, testamos se as arestas viv;+; € E(G),i=1,2,....n—1
estdo presentes no grafo. Para finalizar, verificamos se existe a aresta para “fechar” o ciclo e
voltarmos ao vértices inicial (ou seja, se v,v1 € E(G)).

Observe que, novamente, temos a seguinte situacdo: se G nao € hamiltoniano, entdo por
defini¢do ndo existe um certificado (ou seja, uma permutacio) que ateste que G € hamiltoniano.
Na préxima sec¢do, 0 nosso objetivo serd generalizar as ideias de certificados e verificagdo
eficiente para problemas de decisao em geral.

10.2 Certificados e verificacdo em tempo polinomial

10.2.1

Apresentamos agora a defini¢do formal de certificados e verificagao polinomial:

Definicdo 10.2.1 — Cerficados e Verificadores Polinomiais. Seja L C X* um problema
de decisdo. Dizemos que o problema L pode ser verificado em tempo polinomial se existe uma
Miquina de Turing polinomial V;, chamada de verificador de L, e existe um polindmio poly(n)
tal que o seguinte € satisfeito:

(a) Para cada string x € L, existe pelo menos uma string ¢ € £*, chamada de certificado de x
tal que Vi (x,c) = 1. Além disso, a string ¢ é no médximo “polinomialmente grande” em
fun¢do de |x|. Mais precisamente, |c| = poly(|x]).

(b) Por outro lado, se x ¢ L, entdo Vc € L*, Vi (x,c) = 0 (em outras palavras, se x é uma
instancia falsa do problema L, ndo importa qual string ¢ passamos como candidata a ser o
certificado de x, o verificador V;, vai sempre rejeitar a entrada).

Verificando o problema SAT em tempo polinomial

Para sermos mais concretos, vamos formalizar as ideias vistas na Se¢ao 10.1 e explorar a ideia

de verificacdo polinomial no caso do problema Lg,r. Para tal, devemos mostrar uma MT polinomial
V que possa ser usada como verificador e um polindmio poly(n) tal que o tamanho dos certificado
das instncias verdadeiras de tamanho n nunca sdo maiores poly(n).

Vamos comegar com os certificados. Seja uma instancia verdadeira ¢ do problema Lgar €



© Murilo V. G. da Silva Chapter 10. A classe NP

seja n o nimero de varidveis que aparece nesta formula (observe que cada varidvel x; pode aparecer
em ¢ na forma original ou na forma negada). Como ja discutimos na Sec¢do 10.1, um certificado
para uma férmula satisfazivel pode ser uma valoracido que a satisfaca. Mais precisamente, um
certificado para L¢ 1 € a string de bits v = vyv,...v, tal que cada bit v; indica o valor que a varidvel
x; deve receber para que a férmula seja satisfeita. O valor V ou F que x; deve receber depende do
bit v; ser 1 ou 0.

De maneira mais concreta, considere a formula satisfazivel ¢; = (x; Vx2) A (x; VX2) A (X3) do
Exemplo 9.5. Um certificado para L¢ 1 € a string 110 (pois a valorac@do x; =V, xo =Vexs=F
satisfaz ¢).

Exercicio 10.1 Com relagdo ao problema SAT, mostre strings v, que sugerimos que sejam
usadas como certificado, satisfazem a condig@o |v| = poly(|¢ ). n

Solucao: O certificado tem tamanho linear no tamanho da instancia, pois uma instancia com
n varidveis tem tamanho pelo menos n (o tamanho exato de |L¢ | depende de apresentarmos o
esquema exato de codificacdo que usamos para escrever a formula em bindrio, mas nao é dificil
ver que sdo necessdrios pelo menos n bits para uma férmula com n varidveis) e o certificado v
tem tamanho exatamente n, pois podemos usar um bit para cada varidvel que aparece na férmula.
Portanto a fungdo poly(n) pode ser a funcao linear f(n) = n.

Agora que ja vimos que strings podem ser usadas como certificados para instincias verdadeiras
de Lgar, vamos mostrar formalmente um algoritmo verificador para Lg,r. Como mencionamos no
Capitulo 6, quando estamos lidando com problemas concretos, ¢ muito mais conveniente apresentar
o pseudo-cédigo de um algoritmo ao invés de usar Maquinas de Turing. O verificador, apresentado
no Algoritmo Verificador_SAT(¢,v), recebe uma férmula booleana ¢ e uma valoragdo v e retorna
SIM ou NAO, dependendo do caso em que v satisfaca ou ndo satisfaca a férmula ¢.

Verificador_SAT: (¢,v)
1: for each Cy,(;,...C,, do

2 C; = FALSE

3 for each I;; de C; do

4 if v; satisfaz literal I;; then
5: C; = TRUE

6 Break

7 if C; = FALSE then

8 Return FALSE

9: Return TRUE

No Algoritmo Verificador_SAT(¢,v), as m cldusulas da férmula sdo ¢ de Cy, Cs, ..., Cy, Ou
seja, ¢ € uma conjungdo da forma C; ACy A ... ACy, sendo que cada cldusula C; € uma disjungdo de
literais da forma C; = (lj; VIip V ... V ly,), onde k; é o nimero de literais da cldusula C;. Na Linha 4
do algoritmo € testado se o literal /;; € satisfeito pela valoragdo v fornecida como entradada. Por
exemplo, se /;; = x4, o literal € satisfeito quando v4 = V. Por outro lado, se /;; = X4, o literal é
satisfeito quando v4 = F.

Exercicio 10.2 Mostre que Ly = {L G ; G é um grafo hamiltoniano} pode ser verificado em
tempo polinomial. u
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Redefinindo a classe NP

O fato de uma linguagem poder ser verificada em tempo polinomial ndo nessariamente implica
que a linguagem possa ser decidida em tempo polinomial. Veremos a seguir que uma das maneiras
de enunciar a conjectura de que P # NP & conjecturar que existem problemas que podem ser
verificados em tempo polinomial, mas que ndo podem ser decididos em tempo polinomial. Em
particular, o problema L, é candidato a ser um destes problemas, assim como o problema do grafo
hamiltoniano e o problema de decidir se um grid n X n do problema Sudoku admite preenchimento
correto.

Como dissemos, a possibilidade de verificarmos uma linguagem L em tempo polinomial ndo
implica necessariamente na possibilidade de decidirmos L em tempo polinomial. Por outro lado, a
possibilidade decidirmos L em tempo polinomial implica na possibilidade verificarmos L em tempo
polinomial.

Teorema 10.2.1 Seja L C X* se L € P, entdo L pode ser verificada em tempo polinomial.

Ideia da prova: Se L € P, entdo existe uma MT polinomial M que decide L. O que vamos
fazer € usar a prépria maquina M como verificador de L (possivelmente fazendo uma pequena
alteragdo em M para que ela tome dois argumentos de entrada, pois verificadores tomam dois
argumentos de entrada). E quais seriam os cerficados da instancias verdadeiras? Para toda string
x € L, o certificado do x € a string €. O verificador se comporta exatamente com o algoritmo que
decide L, simplesmente ignorando o certificado.

Teorema 10.2.2 Seja V a classe de problemas que podem ser verificados em tempo polinomial.
Entdo V = NP.

Pelo Teorema 10.2.2, podemos definir a classe NP alternativamente da seguinte maneira.

Definicdo 10.2.2 — Classe NP (definicdo equivalente). Uma linguagem L C X* estd em
NP se existe um polindmio p : N — N e uma MT M com complexidade de tempo polinomial
(essa MT é chamada de verificador de L) tal que Vx € ¥*:

xeLe uerPtM(x,u)=1
Para x € L e u € 2" satisfazendo M (x,u) =1, a string u é chamada de certificado de x
(com relagdo a linguagem L e a MT M).

Note que a defini¢do acima parece ser bastante diferente da definido original da classe NP (i.e.,
Definicdo 9.2.4), entretanto, ambas se referem exatamente o mesmo conjunto de linguagens.
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10.3 Exercicios

Exercicio 10.3 Sejauma linguagem L C X* e seja L =X*\ L. Dada uma classe de complexidade
%, definimos o complemento de €’ da seguinte maneira: co-¢ = {L : L € ¢}. Com relagio a
esta defini¢do, responda o seguinte:

* Seja Lgy 0 problema de testar se um grafo ndo € euleriano. Prove que Lg € co-P.

* Prove que P = co-P.

Exercicio 10.4 Uma conjectura conhecida em complexidade computacional é que NP # co-NP.
Por que ndo poderfamos provar que NP = co-NP usando uma estratégia de prova semelhante a
estratégia usada no exercicio anterior? =

Exercicio 10.5 Na Defini¢do 10.2.1, item (a), um dos requistos é que o certificado tenha
tamanho polinomial no tamanho da instancia. Por que motivo faz sentido esta restricdo? =
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11. NP-completude

-
Al e

Neste capitulo estudaremos mais a fundo os problemas da classe NP. Em particular, veremos
que alguns destes problemas podem ser considerados os “mais dificeis” de toda classe. Mas como
poderiamos tornar precisa a ideia de que certos problemas sdo os mais dificeis da classe NP? O
que vamos fazer é provar que se existe um algoritmo polinomial para tal problema, entdo todos os
demais problemas da classe NP também admitem algoritmos polinomiais.

11.1 NP-completude e o Teorema de Cook-Levin

Nesta secdo vamos apresentar um teorema que foi provado por Stephen Cook e Leonid Levin
no inicio da década de 70. O terema diz o seguinte: caso exista um algoritmo polinomial para o
problema SAT, entdo todos os problemas da classe NP podem ser resolvidos em tempo polinomial.
Para que possamos a apresentar o Teorema de Cook-Levin, precisamos primeiro entender o seguinte:
Como a existéncia de um algoritmo polinomial para um dado problema pode implicar a existéncia
de um algoritmo polinomial para um outro dado problema?

Sejam L; e L, dois problemas de NP. Suponha que existe um algoritmo polinomial M, para Lj.
A ideia central é mostrar que instancias do problema L; podem ser vistas, também como instancias
de L, “disfar¢adas”. Como isso € feito? Apresentendo um algoritmo R que, ao tomar uma instancia
x do problema L; como entrada e retorne uma instancia y de L, como saida. Mas ndo apenas isto:
O ponto chave € que R deve funcionar de forma que se x € uma instancia verdadeira de L, entdo y
também deve ser uma instancia verdadeira de L,, e, por outro lado, se x ¢ uma instancia falsa de L,
y também deve ser uma instancia falsa de L,. Este algoritmo R é chamado de reducdo.

INSTANCIAS DE PROBLEMAS

Lembrando que uma instincia de um problema de decisdo L € uma string qualquer x € ¥*.
Normalmente x € a representag@o bindria de um certo objeto matematico relacionado ao problema
em questdo. Por exemplo, se o problema em questio € testar se um grafo tem certa propriedade,
tipicamente x € a representacdo em bindrio de um grafo. Se x € L, dizemos que x é uma instancia
verdadeira de L e se x ¢ L, dizemos que x é uma instancia falsa de L.
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Mas qualquer redugdo R basta? Nao! O algoritmo R, que transforma instancias de L; para
L, deve ser polinomial. Desta maneira podemos obter um algoritmo polinomial M| para resolver
L usando uma combinagado de R com M, (ambos polinomiais). Para resolver L, primeiramente
transformamos o problema L; em L, usando R e, depois, usamos M, para resolver L,.

Definicdo 11.1.1 — Redugdo de tempo polinomial. Sejam L; e L, linguagens sobre X.
Dizemos que L; é polinomialmente redutivel a L, se existe uma MT polinomial R tal que
x € Ly < R(x) € Ly. Neste caso escrevemos L; <p L,. Para simplificar, muitas vezes diremos
simplesmente que L é redutivel a L (ao invés de dizer “polinomialmente” redutivel).

m Exemplo 11.1 Vamos mostrar que L¢; <p Lc, Ou seja, que o problema da clique é redutivel ao
problema do conjunto independente. Segue o pseudo-cédigo da reducao:

Reducio_CI_CL: (G,k)
V(G") =V(G)
E(G)=2
G'=(V(G'),E(G))
Para cada par de vértices distintos u,v de G do
if uv ¢ E(G) then
insira aresta uv em E(G")
Devolva (G',k)

A A o T

I Exercicio 11.1 Mostre que a relagdo <p € transitiva. [

Antes de entendermos como obter redu¢des entre problemas, vamos ver um teorema que nos
esclarece por que um algoritmo polinomial para um problema L, e uma redugdo de L; para L,
implica em um algoritmo polinomial para L.

Teorema 11.1.1 Se Ly <pl,el, € P,entdo L; € P.

Prova: Como L, € P, entdo existe uma MT polinomial M, que decide L,. Como L; <p L,, existe
uma MT polinomial R tal que x € L; < R(x) € L,. Consire o algoritmo polinomial M; que, dado
x € L*, tem o seguinte comportamento: M;(x) = M>(R(x)). Portanto, M(x) =1, se x € L;, e
M;(x) =0, se x ¢ L. Consequentemente M| decide L, e, assim, L; € P. [

Definicdo 11.1.2 — Problemas NP-dificeis. A classe NP-dificil é o conjunto de problemas
de decisdo L tal que V L' € NP, L' <p L. Se L € NP-dificil, normalmente dizemos que L é
NP-dificil.

Definicdo 11.1.3 — Problemas NP-completos. A classe NP-completo é o conjunto de prob-
lemas de decisdo L tal que o seguinte & satisfeito:

* L é NP-dificil;

* LeNP.

Dizemos também que L € NP-completo no caso em que L € NP-completo.
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Teorema 11.1.2 Seja L € NP-completo. Se L € P, entdo P = NP.

Prova: Suponha que o problema NP-completo L esteja contido na classe P. Seja L um problema
qualquer de NP. Como L é NP-completo, entdo L' <p L, e portanto, pelo Teorema 11.1.1, L' € P.
Consequentemente NP C P. Como P C NP (ver Exercicio 9.2), entdo P = NP. [J

Teorema 11.1.3 — Teorema de Cook-Levin. Lg,r € NP-completo.

I Coroldrio 11.1.4 Se Lg,r admite um algoritmo polinomial, entdo é P = NP.

Uma vez que a maior parte dos pesquisadores da drea de complexidade computacional conjec-
tura que P # NP, uma consequéncia é que € bastante improvavel que o problema SAT (e também
qualquer problema NP-completo ou NP-dificil) admita um algoritmo polinomial.

Lidando com problemas de busca e ofimiza¢cdo

Muitos problemas que aparecem na pratica ndo sdo problemas de decisdo. Muitos destes
problemas tém a forma de problemas de busca ou problemas de otimizagdo. Por exemplo, considere
o problema de fatorar um niimero inteiro!, isto é, dado n € Z*, queremos retornar a sequéncia de
fatores primos p1, ..., px, tal que o produto destes nimeros seja n. Este tipo de problema € chamado
de problema de busca.

Um outro problema famoso, conhecido como Problema do Caixeiro Viajante € o seguinte:
dado um grafo com peso nas arestas representando as distincias entre pares de cidades, encontrar o
menor percurso visitando cada cidade uma tnica vez. Este tipo de problema é conhecido como
problema de otimizagdo. Tais problemas sdo generalizacdes de problemas de busca em que a
solugd@o que estamos buscando satisfaz algum critério de maximiza¢do ou minimizacao.

A VERSAO DE DECISAO DE UM PROBLEMA

Na area de complexidade computacional, quando encontramos um problema de busca
ou otimizagdo, é bastante comum encontrar um problema de decisdo que seja semelhante ao
problema original estudar a complexidade deste problema de decisdo. Qual € vantagem disso?
Problemas de decisdo, embora mais simples, comumente ainda assim “capturam” a dificuldade
inerente dos problemas originais.

A vantagem que temos em trabalhar com problemas de decisdo é que estes problemas podem
ser classificados como pertencendo as classes P, NP e NP-completo. Por outro lado problemas
de busca e otimizagdo, embora possam ser descritos de maneira formal, ndo possuem definigoes
simples praticas como definicdes em termos de linguagens.

= Exemplo 11.2 — O problema da clique maxima (MAXCLIQUE). Dado um grafo G, encon-
trar a maior clique de G. Note que, do ponto de vista formal, para resolver este problema precisamos
encontrar uma MT que tome como entrada . G_ e retorne LS, tal que S € um conjunto de vértices
S C V(G) que induza a maior clique do grafo G. "

10 problema de fatoragdo é um problema computacional cldssico e a dificuldade de resoluciio do mesmo é a base do
protocolo de criptografia RSA.
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Exercicio 11.2 Mostre que se existe um algoritmo polinomial para o problema MAXCLIQUE,
entdo existe um algoritmo polinomial para o problema da clique. =

Na secdo 11.3, provaremos que o problema da clique é NP-completo. Uma vez que um
algoritmo polinomial para o problema de otimizacdio MAXCLIQUE pode facilmente ser adaptado
para resolver o problema CLIQUE (Exercicio 11.2), conclui-se que se o problema de otimizagdo
puder ser resolvido em tempo polinomial, entdo P = NP. Em outras palavras, para mostrarmos os
que o problema de otimizacao € intratdvel basta mostrarmos que a versdo de decisdo de problema é
intratatavel.

Um outro problema de otimizacdo semelhante ao problema MAXCLIQUE é o problema de
encontrar o maior conjunto independente de um grafo. Neste problema, ao invés de estarmos
procurando pelo maior subgrafo completo, estamos procurando pelo maior subgrafo que nao
contém nenhuma aresta.

Provando a NP-completude de problemas

Na se¢do 11.1 vimos que o problema SAT parece ter um papel especial na classe NP. Uma
maneira de interpretar o Teorema de Cook-Levin é que qualquer problema da classe NP pode
ser visto como uma versdo “disfar¢cada” do problema SAT, pois todos estes problemas podem ser
reduzidos ao problema SAT. O que veremos agora é que outros problemas da classe NP também
possuem esta mesma propriedade. Em outras palavras, diversos outros problemas também sdo
NP-completos. Para que possamos explorar isto, o teorema a seguir serd essencial.

Teorema 11.3.1 Suponha que L; € um problema NP-completo. Se L, € NP e L; <p L,, entdo
L, também é um problema NP-completo.

Prova: Seja uma linguagem qualquer L de NP. Como L; é NP-completo, temos que L <p L.
Como a relagdo <p € trasitiva (veja Exercicio 11.1), podemos usar o fatoque L <p Ly e L <p L,
para concluir que L < L. Como L, € NP, concluimos que L, é NP-completo. [

A demonstragdo de que o problema Lg,r ¢ NP-completo € o resultado apresentado no famoso
Teorema de Cook-Levin. A prova deste teorema requer certo trabalho. Entretanto, para que
possamos mostrar a NP-completude de outros problemas, uma vez que temos o Teorema de Cook-
Levin em mados, ndo é tdo complicado. Observe que o Teorema 11.3.1, diz que nés podemos
usar um dado problema NP-completo para provar que um novo problema também é NP-completo.
Como o Teorema de Cook-Levin nos diz que o problema Ls,r € NP-completo, nés podemos usé-lo
para mostrar que outros problemas também sdo NP-completos. Mostramos um exemplo disto na
Secao 11.3.1.

Provando que o problema do conjunto independente é NP-completo

Nesta secdo vamos mostrar que Lsar <p L¢;. Para tal, precisamos mostrar uma reducdo, ou seja,
um algoritmo polinomial, que toma como entrada uma instancia L ¢ 1 do problema SAT e retorna
como saida a instancia L (G, k)_ do problema do conjunto independente satisfazendo o seguinte: se
¢ € satisfazivel, entdo Gy contém um conjunto independente de tamanho pelo menos k. Por outro
lado, se ¢ ndo € satisfazivel, entdo todos os conjuntos independentes de Gy sdo menores que k.

Para evitar que a notacdo fique muito sobrecarregada, nés vamos simplesmente escrever ¢ e
(G, k) para nos referirmos as instancias dos problemas em questdo. Esquematicamente, a reducio
que procuramos ¢ ilustrada pela Figura 11.1.
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o = Reducdo | = (G¢,k)

Figura 11.1: A reducdo toma uma formula ¢ e retorna (Gy,k), onde Gy ¢ um grafo e k um niimero
natural tal que ¢ ¢ satisfazivel < Gy contém um conjunto independente de tamanho k.

Seja ¢ = Cy A... NCp, uma instancia do problema SAT com »n varidveis x;, i = 1, ..., n. Para cada
j=1,...,m, denotamos por A(C;) o conjunto dos literais que aparecem na cldusula C;. A redugdo
ird tomar como entrada a formula ¢ e produzir como saida a instancia (Gy,m). O algoritmo é
descrito em detalhes abaixo:

Reducao(¢)

1.
2.

m
Crie um conjunto de vértices V de tamanho }_|A(C;)|.
i

Particione o conjunto V em subconjuntos Vi, ....,V,,, tal que cada subconjunto V; tem tamanho
|A(C;)| e os rotule? cada vértice de v; com um elemento diferente do conjunto A ;.

. Adicione as seguintes arestas: para cada conjunto de vértices V;, adicione todas as arestas

possiveis entre pares de vértices de V; (ou seja, cada V; deve induzir uma clique no grafo).
Além das arestas presentes da cliques induzidas por V;, adicione arestas ligando vértices
rotulados com literais complementares, ou seja, adicione as arestas uv tal que u tenha rétulo
x;evtenharétulox;,i=1,...,n.

. Retorne (Gy,m)

UM EXEMPLO DA REDUCAO

Vamos mostrar um exemplo para tornar essa discussdo mais concreta. Suponha que a entrada

da redugdo € a férmula abaixo:

0 = (ﬂsz \/)T3\/X4) A (x1 \/@\/)Tg,) A ()73) A ()T]\/)Cg, \/)T4) A (X3 \/X4)

Neste caso, a safda da reducdo é (G, ,5), sendo que G, ¢ o grafo da figura abaixo.

Observe que cada cldusula da férmula ¢; corresponde a uma clique no grafo G, da figura

acima. A primeira cldusula da férmula, isto é, (X7 V x, VX3 V x4), corresponde a clique de
tamanho 4, mais a esquerda no desenho do grafo. Observe que os literais X7, x;, X3 € x4 da
cldusula sdo os rétulos desta clique no grafo. Cada uma das demais cldusulas da férmula
corresponde a uma clique no grafo (as cliques tem tamanho 3, 1, 3 e 2, respectivamente). Além
das arestas presente nestas cliques, o grafo contém arestas conectando cada literal x; ao seu
complemento X;. Por exemplo, o literal X aparece na primeira cldusula e o literal x; na segunda
cldusula, portanto hd uma aresta ligando os vértices com estes rétulos nas cliques.

2Devemos ter cuidado para ndo confundir o vértice de um grafo com o rétulo de um vértice deste um grafo. Em um
grafo, cada vértice € um elemento diferente, entretanto, vértices diferentes podem ainda assim ter rétulos iguais.
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Importante: Lembramos que a redugdo precisa garantir que Gy possui um conjunto independente
de tamanho m se e somente se a formula ¢ = Cy N ... NC,, € satisfazivel. Veremos agora que, de
fato, isso € verdade.

A razdo disso € que o grafo G expressa as dependéncias entre as cldusulas de ¢. No exemplo
do quadro acima, note que a primeira cldusula contém o literal X7 e a segunda cldusula contém
o literal x;. Uma vez que estes dois literais ndo podem ser satisfeitos a0 mesmo tempo, hd uma
dependéncia entre estas duas cldusulas. A ideia central é que se existe uma valoragio que satisfaz ¢,
essa valoracdo satisfaz (pelo menos) um literal em cada uma das m cldusulas, e os literais satisfeitos
estdo relacionados aos rétulos dos vértices do conjunto independente de tamanho m no grafo Gy.

Para provarmos que (Gy,m) é uma instancia verdadeira se, e somente se, ¢ € satisfazivel,
vamos considerar um conjunto independente S de tamanho maximo no grafo Gy. Uma vez que
cada um dos vértices de S deve pertencer a uma clique diferente (afinal, quaisquer dois vértices
dentro de uma mesma clique s@o adjacentes), S deve ter m vértices ou menos.

Caso 1: (Gy,m) é uma instancia verdadeira.

Neste caso temos que provar que ¢ ¢ satisfazivel. Como (G4,m) é uma instancia verdadeira,
temos que |S| = m. A tnica possibilidade em que isso ocorre é o caso em que S seja um conjunto
{V1,.-,Vin}, com um vértice de cada clique diferente. Uma valorac@o que satisfaz ¢ pode ser obtida
a partir dos rétulos dos vértices {vy,..., v }.

Caso 2: (Gy,m) é uma instancia falsa.

Neste caso temos que provar que ¢ nao € satisfazivel. Suponha por absurdo que ¢ € satisfazivel
e, portanto, existe pelo menos um literal satisfeito em cada cldusula de ¢. Seja S’ o conjunto de
vértices correspondentes aos literais satisfeitos em ¢. Como (G4, m) € uma instancia falsa, observe
que o |S| < m. Entretanto, o conjunto S’ é independente (afinal, neste conjunto nio pode haver
nenhum par de vértices com literais x; e X;) e tem tamanho m, o que contradiz o fato que S € um
conjunto independente maximo.

Exercicio 11.3 Usando o fato que o problema do conjunto independnete é NP-completo, prove
que o problema da clique € NP-completo. U

Exercicios
Nos exercicios a seguir, as seguintes definicdes serdo necessarias:

Definicdo 11.4.1 — Isomorfismo de Grafos. Dados dois grafos G| e G, decidir se o grafo
G é isomorfo ao grafo G,.

Definicdo 11.4.2 — Problema do caixeiro viajante. Dado um grafo completo G com peso
nas arestas, encontrar o caminho hamiltoniano de G com o menor custo.

Definicdo 11.4.3 — Problema da coloragdo minima. Dado um grafo G determinar encon-
trar uma colorag¢do de G com o menor nimero possivel de cores.

Definicdo 11.4.4 — Problema da k-coloragdo. Dado um grafo (G, k) decidir se existe uma
colorag@o de G com k ou menos cores.

Definicéo 11.4.5 — Problema da 3-Coloragdo. Dado um grafo G decidir se existe uma
colorag@o de G com 3 ou menos cores.
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Definicdo 11.4.6 — Problema da cobertura minima por vértices. Dado um grafo G deter-
minar encontrar a cobertura por vértices de G com o menor niimero possivel de vértices.

Definicdo 11.4.7 — Problema 3-SAT. Dada uma férmula ¢ em CNF tal que cada clausula
tenha no maximo 3 literais, decidir se ¢ € satisfazivel.

Exercicio 11.4 Para cada um dos problemas definidos anteriormente, faca o seguinte:
* Se o problema for de decisdo, apresente uma definicao formal para o problema usando
uma linguagem.
* Se o problema for de otimizacao ou de busca, apresente uma versdo de decisdo para o
mesmo problema e, em seguida, apresente uma defini¢cdo formal usando uma linguagem.
* Prove que a versdo de decisdo de cada um destes problemas estd em NP.

I Exercicio 11.5 Prove que o problema 3-SAT € NP-completo. n
I Exercicio 11.6 Prove que o problema da 3-coloracdo é NP-completo. u
I Exercicio 11.7 Prove que o problema da k-coloragdo é NP-completo. =

Exercicio 11.8 Prove que se existe um algoritmo polinomial para encontrar uma coloragéo
minima para um grafo, entdo P = NP. u

Exercicio 11.9 Seja Ly a versdo de decisdo do problema de cobertura por vértices que vocé
obteve no Exercicio 11.4. Mostre que L¢; <p Lcy. n

Exercicio 11.10 Considere o problema NP-completo definido abaixo:

* Uma instincia do problema € par (S,k) onde S é um conjunto de niimeros inteiros e k é
um nidmero inteiro. Uma instancia de (S, k) é verdadeira se e somente se S contém um
subconjunto tal que a soma dos nimeros neste subconjunto € k.

(a) O que seria um certificado para uma instancia verdadeira do problema?
(b) Apresente um algoritmo polinomial verificador para o problema.
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Grafos e grafos direcionados
Um grafo G é um par (V(G),E(G)) onde:
* V(G) é um conjunto finito, chamado de conjunto de vértices.
* E(G) é um conjunto onde cada elemento ¢ um conjunto de dois vértices, chamado de conjunto
de arestas
Um grafo direcionado G é um par (V(G),E(G)) onde
* V(G) é um conjunto finito, chamado de conjunto de vértices
* E(G) é um conjunto de pares de vértices,
chamado de conjunto de arcos

Quando o V(G) ndo é definido explicitamente, a convengdo é V(G) = [1..n].

Notagdo simplificada: G = (V,E) (ao invés de G = (V(G),E(G)))
Notagdo simplificada: uv denota a aresta {u, v}

Grafos ponderados

Um grafo ponderado é um par (G,w) onde G € um grafo e w é uma fungdo que associa a cada
aresta a de G um peso w(a).
* Grafos direcionados ponderados sio definidos de maneira andloga.
* Para simplificar, as vezes diremos “grafo ponderado G” ao invés de “grafo ponderado (G,w)”.
 Convengdo: Se G ndo é um grafo ponderado, Ve € E(G), w(e) = 1.
* Notagdo simplificada: Se {u,v} € E(G), escrevemos w(u,v) para o peso de {u,v}. (ao invés
de escrever w({u,v})

Matriz de Adjacéncia de um grafo (ponderado) G: A matriz de adjacéncia de G € a matriz Mg
indexada por V(G) x V(G) dada por

w(u,v), se uv e E(G),

Malu,v] = 0, se uv ¢ E(G).
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Propriedades de Grafos

Se abaixo as definicdes de varios conceitos elementares em teoria dos grafos.

* O complemento de um grafo G é o grafo G que possui conjunto de vértices de V(G) = V(G)

e tal que Yu,v € V(G), uv € E(G) < uv ¢ E(G).
* Uma clique em um grafo G é um conjunto S C V(G) tal que Vu,v € S, uv € E(G).

* Um conjunto independente em um grafo G é um conjunto de vértices S C V(G) tal que
Yu,v € S, uv ¢ E(G).

* Um grafo G é dito bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos independentes.

* Um grafo completo é um grafo tal que existe uma aresta entre cada par de vértices do grafo.
Em outras palavras, V(G) é uma clique.

* Um grafo G € conexo se para todos par de vértices u,v do grafo G existe um percurso que
saia de u e chegue em v.

* Uma drvore é um grafo conexo e aciclico

* Um grafo G € dito k-colorivel se € possivel associar cores aos seus vértices de forma que
toda aresta tenha as duas pontas coloridas com cores diferentes.

* Dois grafos G e H sdo ditos isomorfos se existe uma bijecdo f : V(G) <> V(H) tal que
uv € E(G) < f(u)f(v) € E(H).

Seja G um grafo com n vértices e seja T = [Ty, ..., T,] uma permutagio de V(G). Observagdo: neste
texto permutacdes sdo sempre ciclicas, ou seja, 7,1 se refere a ;. A partir disto, definimos:

* A permutagdo 7w é um circuito hamiltonino de G se {m;, w11} € E(G),i=1,...,n.

* Circuitos hamiltonianos também sdo chamados de ciclos hamiltonianos.

* Grafos que admitem circuitos hamiltonianos sdo chamados de grafos hamiltonianos.

* A permutagio 7 de G é um caminho hamiltoniano se {m;, w11} € E(G),i=1,...n—1.
Seja G um grafo com m arestas. Seja w = [, ..., T,,| uma permutagdo de E(G). A partir disto
definimos:

* A permutagdo 7 é um circuito euleriano de G se para todo i € [1..n|, m; = uv e M1 = vw,
para vértices u,v,w de G. Isto é, existe um passeio visitando todas as arestas do grafo.

* Grafos que admitem circuitos eulerianos sao chamados de grafos eulerianos.
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O Problema da Satisfatibilidade

Dadas varidveis booleanas x, ..., x,, uma férmula booleana na forma normal conjuntiva é uma
conjuncdo de disjungdes de termos que podem ser x; ou X;. Para simplificar, nos referimos a tais
férmulas simplesmente como formulas CNF.

» Exemplo 11.3 A férmula ¢; = (x; Vx2) A (x; VX2) A (X3) é uma férmula CNF. .
Terminologia: Em uma férmula CNF, os termos x; ou X; sao chamados de literais da férmula.

Note que na férmula ¢; do Exemplo 11.3, os literais sdo x;,x3,x; € X3.

Definicdo 11.4.8 — Problema da Satisfatibilidade (SAT). O problema de decidir se existe
uma valoracao que satisfaz uma dada férmula CNF ¢ é chamado de Problema da Satisfatibili-
dade, ou simplesmente Problema SAT. Mais precisamente, dada a férmula ¢, queremos decidir
se existe uma valoragdo vy, vy, ..., vy, sendo v; € {V, F'}, de forma que ao substituir o valor v; no
lugar da varidvel x;, o valor de verdade da formula ¢ ¢ V. Formalmente, o problema de decisdo é
dado pela linguagem Lgyr = {L ¢ € * : ¢ é uma férmula CNF satisfazivel}.

m Exemplo 11.4 A férmula ¢; do Exemplo 11.3 € satisfazivel pois existe uma valoragdo que a
satisfaz: Basta tomarvi =V, v, =V, vz =F
Como a férmula ¢; € satisfazivel, a string L@ 1 é uma instancia verdadeira de Lgr. "

» Exemplo 11.5 A férmula CNF ¢, = (X7 VX2) A (x1) A (x2) ndo € satisfazivel, pois ndo existe
valoracdo que a satisfaz. Ou seja, L¢» 1 é uma instancia falsa de Lgr. n

Terminologia: Cada disjun¢@o em una férmula CNF é chamada de cldusula.

Note que as cldusulas da formula ¢, do Exemplo 11.5 sdo (X7 VX2), (x1) e (x2)
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Funcoes u-recursivas
As funcgoes LL-recursivas sdo definidas abaixo:

DefinicGo 11.4.9 — Funcgdes p-recursivas. O conjunto das fungdes [L-recursivas € o menor
conjunto de funcdes que contém:

Base: As seguintes fungdes sdo p-recursivas:
* Fungdo nula: Z(x) = 0;
* Fungdo sucessor: S(x) =x+1;
* Fungdes projecdo: P/'(xi,...,x,) = X;.

Inducdo:
1. Operacio de Composicao: se as fungdes g,hy, ..., sdo y-recursivas, X € um vetor,
entdo f, definida abaixo, é p-recursiva:

) =g(h(X),.... (X))

2. Operacao de Recursio primitiva: se g e 4 sdo fungdes p-recursivas, X € um vetor, entdo
f, definida abaixo, é u-recursiva:

{f(O,f) =8(%),
FO+ LX) =h(y, f(%%),%)
3. Operacao de Minimizacao (1t): se g é uma funcio u-recursiva, entao
f(F) = uy[gX,y) =0]
é U-recursiva.

Observe que na Operagido de Minimizag@o, busca-se o menor y tal que g(¥,y) = 0.

m Exemplo 11.6 Definicado da funcdo soma por recursdo primitiva:

{add(x, 0) =x,
add(x,y+1) = S(add(x,y)).

E uma funcio primitiva recursiva e, portanto, lL-recursiva. "

= Exemplo 11.7 Definicio da funcio que retorna o menor inteiro y tal que y* > x.

f(x)=pyy* >x].
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Cdiculo A
O calculo A é um modelo de computagio baseado em expressdes matemadticas. Segue a definigio:

Definicdo 11.4.10 — Expressdes do cdlculo 1. As expressdes do célculo A (termos A) sdo
definidas recursivamente:
(1) Uma varidvel x € um termo A.
(ii) Se M e N sdo termos A, entdo (M N) € um termo A
(iii) Se x é uma varidvel e M é um termo A, entdo (Ax.M) é um termo A.

A ideia é que uma abstra¢do Ax.M define uma fungdo com pardmetro x e corpo M ¢ uma
aplicagdo M N representa a aplicagdo da fun¢do M ao argumento N. O célculo A expressa a ideia
de computacio como transformacio de funcoes.

= Exemplo 11.8 — Funcdo Soma. Primeiramente, precisamos reprentar nimeros naturais como
aplicacdes de uma funcgao f. Isso é chamado de codificacdo de Church. O nimero n é representado
pelo termo 7 abaixo:

n=Af.Ax. f"(x),onde f" significa a aplicagdo de f a x, n vezes.
A soma de dois nimeros de Church m e n pode ser definida como:
SOMA = Am.An.Af.Ax.mf (nfx)
| |

A ideia do exemplo acima € a seguinte: n fx aplica f n vezes a x, produzindo o nimero n
emf (nfx)aplica f m vezes ao resultado de n f x, ou seja, aplica f m+n vezes a x. Com isso,
SOMA mn produz o nimero de Church correspondente a m + n.
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