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O que é computacdo?

A maioria de nds tem uma nogéo intuitiva do que € um algoritmo ou que é um computador.
Estes dois conceitos sdo tdo corriqueiros que € comum nao pararmos para pensar a fundo sobre
eles. Entretanto, como veremos neste livro, quando tentamos responder perguntas mais profundas a
respeito de computagao, estas nossas nogdes intuitivas sobre algoritmos e computadores ndo nos sdo
suficientes. Por exemplo, serd que existe algum problema para o qual ndo exista nenhum algoritmo
eficiente que o resolva? Ou mesmo, serd que existe algum problema para o qual ndo exista nenhum
algoritmo que o resolva (independente de ser ou ndo eficiente)? Um dos objetivos deste texto é
apresentar conceitos fundamentais da computagdo de maneira matematicamente precisa e clara e
apresentar respostas para perguntas como estas.

Um dos primeiros cuidados que precisamos tomar é pensar em algoritmos e computadores
sem nos atermos a artefatos tecnoldgicos como linguagens programaciao modernas, laptops ou
smartphones. A ideia é comegar a enxergar computagdo como uma ciéncia que transcende tais
tecnologias. Seria possivel estudar ciéncia da computag¢@o sem nos preocuparmos com artefatos
tecnolégicos? Um bom ponto de partida para entendermos que isso € possivel, € a observacio de
que isso, de fato, ja tem sido feito a muito tempo. De fato, o préprio conceito de informagdo, algo
intimamente ligado a computacao, j4 era estudado antes de termos computadores digitais.

O CONCEITO DE INFORMACAO NA CIENCIA

A ideia de informacéo, que € algo natural e antigo, comecou a entrar de maneira mais regular
no vocabuldrio de alguns cientistas no final do século XIX, especialmente no vocabuldrio dos
fisicos, quando estes comecaram a esbarrar em conceitos como entropia e termodinamica.

A partir dai, uma série de descobertas cientificas do tltimo século, como por exemplo a
descoberta das leis da mecénica quantica (leis em que a ideia de informagdo quantica é central),
ou a descoberta da molécula de DNA (molécula que estd intrinsicamente ligada a ideia de
informacdo genética), comegaram a solidificar a intuicdo que temos hoje de que informacao é
algo fundamental e que permeia o mundo natural em diferentes niveis de analise.
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Com a popularizacido dos computadores na segunda metade do século XX, conceitos como
informacéo e computagdo tornaram-se populares. Isso pode ser positivo por um lado, mas, por
outro, acaba nos enviesando e nos induz a associar conceitos como informacgdo e computagcdo
unicamente a artefatos tecnoldgicos, que € algo que queremos evitar neste livro. Para ilustrar o
que queremos dizer, observe que ndo € incomum que em situagdes em que estamos descrevendo
processos computacionais no mundo natural, como moléculas de DNA armazenando informagdo,
ou cérebros processando informacdo, ndés venhamos a pensar que estamos meramente usando
metaforas inspiradas pela nossa tecnologia corrente. Embora exista, de fato, um contingéncia
histérica que nos faz criar tais associagdes!', isto pode obscurecer o fato de que os conceitos de
informacao e de computagdo estdo presentes no mundo (na matematica, na natureza, etc), e podem
ser estudados como objetos em si, independentes de qualquer contingéncia tecnoldgica. Para isso,
uma das tarefas essenciais que empreendemos neste texto € tal estudo, de maneira esclarecer o que
sdo, fundamentalmente, algoritmos e computadores.

Além de algoritmos e computadores, um outro conceito que normalmente usamos de
maneira intuitiva e que iremos tornar preciso neste texto € o conceito de problema computacional.
Por exemplo, considere o problema de testar se um dado nimero € primo, ou o problema de
testar se existe um caminho ligando dois vértices em um grafo. Em nosso estudo de teoria da
computacdo uma questio que surgird naturalmente neste contexto € definir exatamente o que é, de
maneira genérica, um problema computacional. O quadro abaixo esclarece isso um pouco.

DEFINICOES GENERICAS E DEFINICOES ESPECIFICAS

No Capitulo 2 iremos desenvolver algumas ferramentas matematicas que nos ajudardo a dar
defini¢des precisas para o conceito de problema computacional. Entretanto, antes de termos
estas ferramentas em maos, vamos esclarecer aonde estamos querendo chegar com isso.

Vamos usar uma analogia com algo bastante familiar. Pense na fungio f(x) = x* e na funciio
g(x) =logx. Temos aqui dois casos especificos e matematicamente bem definidos de fungdes.
Entretanto, sabemos que ¢ perfeitamente possivel sermos mais genéricos e fornecermos uma
defini¢ao para o conceito genérico de fungio! tal que as funcdes f(x) e g(x) anteriores sdo casos
particulares (ou instancia¢des) de tal defini¢do. Ou seja, podemos falar de objetos matemaéticos
especificos, como f(x) = x* e g(x) = logx, mas também do objeto matematico genérico que
chamamos de funcdo. A analogia que queremos fazer aqui € que € possivel dar uma defini¢do
genérica para o conceito de problema computacional, tal que os problemas especificos, como
testar primalidade de nimeros ou testar a conectividade de um grafo, sejam especificacdes do
conceito geral de problema computacional. Da mesma forma, neste curso vamos lidar nao
somente com algoritmos especificos, mas também com uma definicdo matemdtica genérica
para o proprio conceito de algoritmo. Em nossos estudos, a flexibilidade mental de entender
esta distin¢do entre casos gerais e casos particulares ¢ bastante importante.

10 leitor aqui pode estar um pouco enferrujado e ndo lembrar exatamente qual é definicio matemética de uma
fungdo. Na verdade, isso ndo importa tanto aqui, pois o que queremos enfatizar neste ponto € que uma fungéo,
enquanto objeto matematico, pode ser precisamente definida. Curiosamente, fun¢des podem também ser definidas
como casos particulares objetos matematicos ainda mais genéricos, conhecidos como relagdes.

1.2 Algoritmos, problemas e computadores

Uma vez que temos em maos defini¢des precisas para algoritmos e para problemas computa-
cionais, uma pergunta surge naturalmente € a seguinte: Serd que existe algum problema para o

'Em particular, é preciso ter clareza filoséfica em temas como este (no Capitulo 6 apresentamos uma breve discussio
em torno de questdes de interesse filoséfico).
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qual ndo exista nenhum algoritmo que o resolva? Note que nio estamos falando de problemas para
os quais nds, hoje, ainda ndo conhecemos algoritmos que os solucionem, mas que no futuro os
venhamos a descobrir. O que estamos perguntando aqui € se existem problemas que nao podem ser
resolvidos por nenhum algoritmo (dentre os infinitos possiveis). Um dos resultados que veremos
neste livro é que, de fato, existem problemas assim. Uma das razdes para se estudar teoria da
computagdo € a possibilidade de termos certeza matemdtica de tais afirmacdes a respeito das bases
da ciéncia da computagdo.

No Capitulo 5, veremos uma descricdo matematica genérica para o conceito de algoritmo, de
maneira que, qualquer algoritmo, com o naturalmente concebemos, acaba sendo um caso particular
desta definicdo genérica. Mas, antes disso, no Capitulo 2, veremos defini¢des matemaéticas simpli-
ficadas de algoritmos (defini¢des que “capturam” apenas um subconjunto de todos os possiveis
algoritmos). Ha duas razdes para vermos estes modelos matemadticos simplificados: (1) Uma razio
¢é pedagdgica, de forma que iremos primeiro ganhamos intuicio estudando modelos mais simples,
para somente depois ver a definicdo precisa para o conceito de algoritmo do Capitulo 5; (2) A
segunda razdo é que estes modelos sdo tteis ndo apenas em teoria da computagdo, mas também em
outras dreas da computagdo (e.g., processamento de texto, constru¢io de compiladores, etc).

REFLETINDO UM POUCO: LIMITE TECNOLOGICO OU PRINCiPIO FUNDAMENTAL?

Na discussdo anterior mencionamos a possibilidade de que existam problemas insoliveis.
Mas a existéncia destes problemas nao refletiria apenas uma limitacao para o que atualmente
entendemos por computadores e algoritmos? Ou seja, serd que tais problemas ndo seriam apenas
insoliveis apenas atualmente? Estes problemas nao poderiam ser resolvidos no futuro por
computadores “exdticos”’descritos por modelos matemaéticos correspondendo a leis da fisica que
ainda ndo conhecemos? Ou a insolubilidade de certos problemas seria algo mais fundamental?
Até que ponto podemos descartar a possibilidade de que seja possivel construir objetos exéticos
que poderiamos usar como computadores para resolver estes problemas que os computadores
atuais nao resolvem?

O consenso cientifico atual, chamado de Tese de Church-Turing (TCT), é que qualquer
problema solivel poderia ser resolvido, em principio, por um computador como concebemos
hoje. Este tipo de questdo, € claro, como qualquer questio cientifica corrente, € passivel de
debate. Entretanto, a maioria das propostas que aparecem na literatura questionando a TCT,
embora matematicamente bem definidas, tendem a cair, em udltima analise, em variacdes de
ideias que podem ser invidveis de ser realizadas fisicamente“. O Capitulo 6 deste livro é dedicado
a discussdo da Tese de Church-Turing.

Entretanto, isso tudo ndo exclui a possibilidade de que possamos construir computadores
fundamentalmente muito mais eficientes que os atuais. A pesquisa em computacao quantica, por
exemplo, investiga precisamente a possibilidade de constru¢do de computadores exponencial-
mente mais rapidos do que os atuais na resolucio de alguns problemas.

“Um caso comum se refere a um modelo matemadtico que requer a existéncia de “ordculos magicos” que executam
passos computacionais sem nenhuma explicagdo. Um outro caso comum ¢é o de um modelo matemadtico que requer a
realizacdo de computacdo “verdadeiramente analdgica”, uma ideia que parece contradizer alguns pressupostos da
fisica contemporanea.
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Embora um curso de teoria da computagdo seja um curso de matematica, e nao de fisica,
€ importante observarmos que objetos abstratos estudados em computacio, como algoritmos e

informagio, se manifestam, de alguma forma no mundo fisico?.

O seu laptop rodando Windows € o caso mais 6bvio do que podemos entender como um
processo computacional ocorrendo em um meio fisico. Entretanto, tal caso ndo € tnico, e este é
exatamente o ponto que queremos ressaltar aqui. O cdlculo do logaritmo de um nimero ocorrendo
em uma maquina com engrenagens e graxa, como a maquina de Charles Babbage, do século XIX,
também € um outro exemplo de um processo computacional ocorrendo no meio fisico. Poderiamos
também pensar no cérebro de um primata processando sinais elétricos sensoriais, ou moléculas
de DNA executando rotinas bioldgicas, ou mesmo em um punhado de dtomos, elétrons e fétons
interagindo sistematicamente em algum protétipo de computador quintico, de maneira que a
manipulacdo da informagdo quantica de destas particulas fazem parte do processo de execugado de
um algoritmo quantico. A Figura 1.1 ilustra tais exemplos. O quadro “Computagdo: instanciando
objetos abstratos em objetos fisicos”, abaixo, descreve tais casos de maneira unificada.

Figure 1.1: Computagdo ocorrendo em diferentes meios fisicos: circuitos eletrdnicos, engrenagens
mecdinicas, estruturas bioldgicas, moléculas de DNA e particulas subatomicas.

COMPUTACAO: INSTANCIANDO OBJETOS ABSTRATOS EM OBJETOS FISICOS

Podemos pensar em um computador como uma maneira de instanciar objetos abstratos e o
conjunto de possiveis relacionamentos matemaéticos destes objetos abstratos (i.e., informacao
e algoritmos) em objetos fisicos e o conjunto dos possiveis graus de movimento (ou graus de
liberdade de movimento) destes objetos fisicos.

O objetivo da teoria da computacio € prover modelos matematicos para processos computa-
cionais que sejam independentes do substrato fisico em que a computacio esteja ocorrendo. O
nosso objetivo principal € ter um modelo matemaético que seja independente do substrato fisico,
mas que, a0 mesmo tempo, seja abrangente e realista o suficiente para capturar qualquer possivel
computagdo ocorrendo em qualquer meio fisico possivel. Por que isso seria o ideal? Porque
uma vez que temos um modelo matemdtico com estas caracteristicas, bastarfamos nos focar neste
modelo para poder saber o que pode e o que ndo pode ser efetivamente computado.

20 ponto de contato entre a natureza matemética da teoria da computagio e questdes de natureza empirica é bastante
sutil e serd discutido com mais cuidado no Capitulo 6. Sem entrar em uma discussdo filoséfica mais profunda, o
ponto que queremos chamar atengdo aqui é simplesmente que existe conexdo entre modelos matematicos estudados em
computacio e objetos do “mundo fisico”.
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Claramente este objetivo parece ser bastante ambicioso, pois estamos atrds de um modelo
matemadtico que possa descrever todo e qualquer tipo de manipulacio de informagdo em qualquer
tipo de substrato fisico! Entretanto, veremos que na década de 1930 foi concebido um modelo que,
apesar de ser razoavelmente simples, se propde a ter tais propriedades’®. Este modelo é conhecido
como Mdgquina de Turing. A tese cientifica que afirma que Mdaquinas de Turing atingem tal nivel
de generalidade em termos de poder representar qualquer processo computacional (i.e., processos
para manipular/tranformar informacfo) é conhecida hoje em dia como Tese de Church-Turing®.

Os computadores que usamos no dia a dia sdo objetos precisos e sabemos rigorosamente como
eles funcionam (afinal, fomos nés quem os construimos!) e, portanto, temos modelos matemadticos
que os descrevem com exatidao. Veremos que os modelos matematicos que descrevem nossos
computadores atuais sdo equivalentes a certas Maquinas de Turing conhecidas como Méquinas
de Turing Universais. A propriedade essencial de tais maquinas universais é que elas podem
simular’ qualquer outra Maquina de Turing, e, portanto, de acordo com a TCT, poderiam simular
qualquer outro processo computacional com alguma correspondéncia em algum substrato fisico.
Isso significa que, pelo menos em principio, ndo existem instanciagdes fisicas que possam resolver
problemas que ndo possam ser resolvidos por computadores atuais devidamente programados e
com as condicdes de eficiéncia e de meméria adequadas®. A definicdo matemdtica de uma Mdquina
de Turing Universal € o modelo matematico para o que chamamos de computador.

30bserve que empreendimentos semelhantes também ocorrem em outras ciéncias. Por exemplo, na fisica, algumas
equacdes se propde a descrever “todo e qualquer movimento”, “todo e qualquer estado de um sistema”, e assim por
diante.

4Para ser mais preciso, atualmente hd duas interpretacdes para o que se entende por Tese de Church-Turing (TCT).
Estas duas interpretacdes serdo vistas com cuidado no Capitulo 6. Uma interpretacéo é que a TCT € uma defini¢do
matemdtica e a outra, que € a que nos referimos neste pardgrafo, é que ela é uma afirmagdo sobre a realidade fisica. Um
ponto fundamental desta segunda versdo da TCT é que, na possibilidade dela ser falsa, em principio existe meios de
refutd-la. Isso € relevante para hipdteses no contexto de ciéncias empiricas. Veremos também quais foram as razdes que
foram tornando esta tese mais e mais sélida com o tempo.

5 Aqui a palavra “simular” tem um significado matematicamente preciso que, a grosso modo, significa uma certa
correspondéncia de um para um entre dois modelos matematicos.

Claramente afirmacGes assim podem gerar discusses de natureza filoséfica (com direito a bastante confusio e
imprecisdo em muitos casos!)
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O fato de que existem Mdaquinas de Turing Universais, que ¢ um dos resultados mais importantes
no artigo original escrito por Alan Turing (a Figura 1.2 mostra um fragmento de tal artigo), é
conhecido como universalidade das Maquinas de Turing.

ST MVMUMEMISLIOL  TOIOWITE

it with .
#ﬁt’;ﬂﬂhﬂ B'L‘ﬁﬂr”'ﬂ . The machine com-
" L ! . _.M e

Figure 1.2: Um trecho do famoso artigo publicado em 1936 por Alan Turing, entitulado On
computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem. Neste artigo € que foram
estabelecidas as bases de toda ci€ncia da computacao.

A TESE DE CHURCH-TURING E A UNIVERSALIDADE DA COMPUTACAO

“A licdo que tomamos da universalidade da computagdo é que podemos construir um objeto
fisico, que chamamos de computador, que pode simular qualquer outro processo fisico, e o
conjunto de todos os possiveis movimentos deste computador, definido pelo conjunto de todos
0s possiveis programas concebiveis, estd em correspondéncia de um para um com o conjunto
de todos os possiveis movimentos de qualquer outro objeto fisico concebivel”. — David Deutsch
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Alfabetos e strings

Algoritmos, computadores e problemas computacionais sdo objetos matematicos complexos.
Nosso primeiro passo serd definir os conjuntos elementares de simbolos que usaremos para construir
tais objetos. Ou seja, apresentar os tijolos basicos que serdo necessdrios para construirmos todo
o nosso edificio intelectual. Estes tijolos basicos serdo chamados de simbolos e conjuntos finitos
destes simbolos serdo chamados de alfabetos.

Definicdo 2.1.1 — Alfabeto e simbolos. Um alfabeto é um conjunto finito qualquer e simbo-
los s@o elementos deste conjunto.

» Exemplo 2.1 Considere o conjunto X = {a,b,c,d}. Os elementos a,b,c,d do conjunto X sdo
chamados de simbolos do alfabeto X . n

» Exemplo 2.2 Considere o conjunto X = {0, 1}. Os elementos 0, 1 do conjunto X sdo chamados
de simbolos do alfabeto ¥. u

Note que os conceitos de alfabeto e simbolos nada mais sdo do que sindnimos dos conceitos
matemaéticos de conjuntos e elementos. Iremos usar varios alfabetos neste livro, entretanto, o
mais utilizado serd o alfabeto alfabeto bindrio, apresentando no Exemplo 2.2. Um exemplo de
alfabeto bastante comum no mundo das linguagens de programacao € o seguinte: - = {0,1,2,...,9,
a,b,....z,A,B,....Z,..., &#,%,>,<,...}. A ideia é que este ultimo alfabeto trata-se do conjunto de
todos caracteres validos em um programa escrito na linguagem C no padrdo ANSI C. Poderiamos
pensar em ou série de outros exemplos semelhantes.

Assim como nfo € possivel construir um edificio usando apenas um tijolo, objetos matemati-
cos complexos ndo podem ser descritos usando-se apenas um simbolo. Para descrever objetos
matematicos complexos, iremos utilizar sequéncias de simbolos. A segunda defini¢do que veremos
neste capitulo se refere exatamente a isso.
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DefinicGo 2.1.2 — Strings. Dado um alfabeto X, uma string sobre ¥ é uma sequéncia de
simbolos de X justapostos.

Por exemplo, aaba é uma string sobre o alfabeto X = {a,b,c,d}, do Exemplo 2.1. A string
00101 € uma string sobre o alfabeto bindrio. Um outro exemplo de string € um programa es-
crito em linguagem C (note que tal programa é uma sequéncia de simbolos ANSI, incluindo os
simbolos especiais usados para quebra de linha, indentagio e espagamento), que pode ser visto
matematicamente como uma string sobre o alfabeto ¥, que mencionamos anteriormente.

Notacao 2.1. Em geral usamos a letra grega ¥ para denotar alfabetos. No caso em que o alfabeto
ndo estiver explicitamente definido, a letra grega ¥. denotard, por convengdo, o alfabeto bindrio.

Terminologia 2.1. Embora estejamos usando “string” para se referir a uma sequéncia de simbolo,
observamos que em textos em portugués é comum também que se use “palavra” para se referir a
estes mesmos objetos matemdticos.

Definicdo 2.1.3 — Substring e concatenagdo de strings. Uma substring de w € uma sub-
sequéncia de simbolos de w. A concatenacdo de duas strings x e y, denotada xy, é a string
resultante da justaposi¢do das strings x e y.

m Exemplo 2.3 As strings ab, bb e bbc sdao algumas das substrings da string abbbbc. u

m Exemplo 2.4 Para um exemplo de concatenagao, considere as strings x = 111 e y = 000. Neste
caso, a string xy = 111000 € a concatenacdo de x e y e a string 000000 € a concatenacdo de y com
ela mesma (i.e., yy = 000000). u

Observe que concatencéo ndo € uma operacdo comutativa. A partir do Exemplo 2.4, temos que
yx = 000111, portanto xy # yx. Por outro lado, para quaisquer strings x,y,z, (xy)z = x(yz), ou seja,
a operacdo de concatenagdo de strings € associativa.

TEORIA DE LINGUAGENS FORMALIS

Em alguns livros de Teoria da Computacgdo a defini¢cdo de concatenagdo de strings € apre-
sentada de maneira um pouco mais formal (veja o livro [Sud05], por exemplo) e em outros de
maneira um pouco mais “intuitiva” (veja o livro [Sip06]), por exemplo). Esta variacdo é uma
questdo da énfase que o autor quer dar ao assunto.

Na Definicdo 2.1.3 optamos pela versao mais intuitiva. De maneira semelhante, quando
dissemos que concatenacao é uma operacio associativa nds nao apresentamos uma demonstracao
matematica para isso (no livro [Sud05] tal demonstragdo ¢ feita). Esta op¢ao que fizemos aqui
ndo tem a ver com a importancia em sermos formais, pois seremos bastante formais no decorrer
do texto. A ideia € que 0 nosso curso tem um enfoque mais na linha de cobrir em amplitude
as bases da teoria da computacdo e menos na linha de cobrir em profundidade a teoria de
linguangens formais.

Ainda assim, no Exercicio 2.3 pedimos por uma definicdo mais formal para a operacao de
concatenacgdo de strings. O intuito disso € mais na linha de fazer o aluno pensar um pouco no
assunto e perceber que podemos dar defini¢des diferentes para um mesmo conceito, € menos na
linha de tratar em detalhes formais os desdobramentos do assunto em questdo. Para os alunos
interessados, um tratamento um pouco mais aprofundado a respeito de teoria linguagens formais
pode ser visto em mais detalhes em [Sud05].
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DefinicGo 2.1.4 — Tamanho de uma string. O famanho de uma string w € o nimero de
simbolos de w, e é denotado por |w|.

» Exemplo 2.5 Considere as strings aabc e 01. Nestes casos escrevemos |aabc| =4 ¢ [001| =2. m

Definicdo 2.1.5 — String nula. Denotamos a string nula, ou seja, a string que ndo contém
nenhum simbolo, por €.

Observe que, de acordo com nossa defini¢ao,
qualquer possivel string.

€| = 0. Note também que € € substring de

A seguir, definiremos o que € a reversa de uma string. Intuitivamente, a ideia € simples: dada
uma string w, a reversa de w, denotada por w¥, € a string lida de trds para frente (e.g., se w = 1110,
entdio w® = 0111). Vamos formalizar isso usando uma defini¢ao indutiva':

7z

Definicdo 2.1.6 — Reversa de uma string. A reversa de uma string w, denotada wR, é
definida recursivamente da seguinte maneira:
Base: Se w = €, entio wR = ¢.

Caso Geral: Seja w uma string com pelo menos um simbolo. Se a string w tem a forma w = xa,

tal que x é uma string e a é o tltimo simbolo de w, entdo wR = ax®.

Notacao 2.2. Seja X um alfabeto e a € X. Diremos que uma string sobre este alfabeto é da forma
a" se a string é formada por n simbolos a consecutivos. De maneira andloga, se w é uma string
sobre ¥, ao escrevermos w' estamos nos referindo a concatenacdo de n copias da string w.

= Exemplo 2.6 A string 11111 pode ser escrita como 1°. ]
= Exemplo 2.7 Considere a string w = 10. Com isso w® = 101010101010. .

Note que, em particular, x° = & para qualquer string x. No Exercicio 2.3, pedimos para o aluno
fornecer uma defini¢do formal para o conceito de concatenagao de strings.

Definicdo 2.1.7 — Poténcia de um alfabeto. Dado um alfabeto X, o conjunto X' de strings
w sobre X, tal que |w| = i, é dito uma poténcia de ¥. Definimos X° = {¢}.

Por exemplo, dado o alfabeto bindrio ¥, o conjunto X é o seguinte conjunto de strings:
¥3 ={000,001,010,011,100,101,110,111}.

Dado um alfabeto X e nimero natural i, note que £’ € um conjunto finito. A seguir vamos definir
o conjunto infinito de todas as strings sobre X, ou seja, Z2UX! UX?U---. A defini¢do formal é a
seguinte.

Definicdo 2.1.8 — O conjunto £*. Dado um alfabeto X, o conjunto de todas as strings sobre
¥, é definido como

=z

i>0

'Uma defini¢io indutiva é a mesma coisa que uma definicdo recursiva. Em teoria da computaco serd bastante
comum usar raciocinio indutivo. Este tipo de raciocinio serd ttil ndo apenas em demonstra¢des de teoremas, mas também
em vdrias defini¢des.
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Exercicios

Exercicio 2.1 SejaX ={0,1},x€X* ey € {a,b,c}*. Responda verdadeiro ou falso.
(a) Se w é uma string da forma x01, entdo |w| > 2?
(b) Se w é uma string da forma x010, entdo |w| > 3?
(¢c) Se w é uma string da forma y010, entdo w ¢ uma string sobre X?

I Exercicio 2.2 Seja ¥ um alfabeto e i um nimero natural. Qual é a cardinalidade de X'? L

Exercicio 2.3 Nesta se¢do, fornecemos uma defini¢do informal para a concatenagdo de uma
string x com ela mesmo 7 vezes, denotada x". Forneca uma defini¢do formal indutiva para x". =

I Exercicio 2.4 Apresente uma defini¢do formal recursiva para X* diferente da Defini¢do 2.1.8. =

I Exercicio 2.5 E verdade que x° = y° para qualquer par de strings x e y? L

| Exercicio 2.6 Seja ¥ um alfabeto qualquer, i um nimero natural e w € £*. Mostre que (/)R =
(WR)i? [ ]

Linguagens

Na secdo anterior comegamos com elementos fundamentais chamados simbolos e os usamos
para construir objetos complexos chamados de strings. Agora vamos usar strings como elementos
fundamentais para construir objetos ainda mais complexos chamados de linguagens.

[| Definicdo 2.2.1 — Linguagem. Seja X um alfabeto. Uma linguagem é um conjunto L C X*.

Em outras palavras, dado um alfabeto, uma linguagem é um conjunto qualquer de strings
sobre este alfabeto. Por exemplo, L = {1010,11111,0000001} é uma linguagem sobre o alfabeto
bindrio. Um exemplo de linguagem sobre o alfabeto X,xs; € A = {a,aa,aaa,aaa,aaaa, ...}, ou
seja, o conjunto de strings da forma a', parai > 1.

Observe que strings e linguagens sdo objetos matematicos diferentes. Enquanto strings sdo
sequéncias, linguagens sdo conjuntos. Enquanto strings tem tamanho finito, linguagens podem ter
tamanho finito ou infinito.

Considere o alfabeto bindrio ¥ = {0,1}. Nos Exemplos 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11 apresentamos
algumas linguagens bindrias que serdo bastante comuns neste curso:

» Exemplo 2.8 L, ={¢,01,0011,000111,...} = {w € X*: wédaforma0"1", paran >0}. =
u Exemplo 2.9 L,,, = {£,0,1,00,11,010,101,000,111,...} = {w € =* : w é um palindromo}. =

= Exemplo 2.10 L, = {10,11,101,111,1011,...} = {w € £* : w € um nimero primo escrito em
bindrio}. .

» Exemplo 2.11 L, = {0,1,100,1001,10000,...} = {w € £* : w € um nimero quadrado perfeito
escrito em bindrio}. .
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LINGUAGENS NATURAIS E LINGUAGENS FORMAIS

Observe que chamamos conjuntos de strings de linguagens. A razdo disso € que hd uma certa
analogia com o conceito que intuitivamente conhecemos como linguagem, usada naturalmente
em nosso dia a dia. Vamos a alguns exemplos que nos ajudarao a tornar isso mais claro.

» Exemplo 2.12 Seja Xy = {a,b,c,...,z} um alfabeto (i.e., o alfabeto da lingua portuguesa). m

Considere agora o conjunto L contendo todas as palavras da lingua portuguesa. Note que
este conjunto, por se tratar de um conjunto de strings sobre Xp, de acordo com Definicdo
2.2.1 é formalmente uma linguagem (por questdo de simplicidade, estamos ignorando aqui
acentos, hifens e outras sutilezas). Poderiamos chamar este conjunto de strings de “linguagem
portuguesa”. Por exemplo, observe que bola € L, caneta € L, inconstitucional € L.

» Exemplo 2.13 Seja X = {a,b,c,...,z,U}. "

Ao incluirmos o simbolo “LI” em nosso alfabeto, temos algo para ser usado de separador de
palavras. Com isso, poderiamos montar um frase como a Ll bola I verde | escura. De maneira
simplificada, novamente, poderiamos pensar na lingua portuguesa como sendo o conjunto L’ de
todas as strings que correspondem a frases validas em portugués.

Neste ponto, um linguista nos chamaria atencao (com razdo!) para o fato que tentar definir
matematicamente a lingua portuguesa nio é uma tarefa tdo facil e argumentaria que o conteido
das linguagens L e L' que acabamos de ver nio € tio bem definido como estamos sugerindo.
Poderiamos até tentar contra-argumentar dizendo que, pelo menos no caso de L, seria possivel
sermos formais definindo a linguagem como sendo o conjunto de todas as palavras de algum
dicionario especifico fixado a priori (ja para o caso de fornecer uma defini¢do exata para L' a
tarefa seria bem mais dificil).

Entretanto, o nosso foco neste livro ndo sio linguagens naturais como o portugués ou
qualquer outra lingua natural, sendo que os exemplos vistos acima s@o uteis apenas para ilustrar
a analogia que hd entre o conceito matematico de linguagens e o conceito intuitivo de linguagens
naturais. Ainda assim, existem muitas linguagens que nés, profissionais de computacio, lidamos
no dia a dia e que sdo completamente formais. Voltando a um exemplo que vimos anteriormente,
considere o alfabeto X da Se¢do 2.1. A linguagem sobre X, definida abaixo é matematicamente
precisa:

Lc ={w € Z¢ : “w é um programa vilido em linguagem C”}

A linguagem L, definida acima, consiste de todos os (infinitos) possiveis programas validos
escritos em linguagem C. Embora tenhamos escrito textualmente a expressao informal “w é
um programa vdlido em linguagem C” na nossa especificacdo das strings contidas no conjunto
L., esta linguagem pode, sim, ser matematicamente bem definida. Para tal precisamos de
algumas ferramentas matemadticas, especialmente um conceito matematico conhecido como
gramdtica formal. Mais adiante neste livro veremos formalmente o que é uma gramética
formal e discutiremos brevemente algumas aplicacdes disto na especificacdo de linguagens de
programacio e na constru¢io de compiladores.
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Em diversas situacdes, nds queremos interpretar strings bindrias ndo apenas como meras
sequéncias de 0’s e 1’s, mas como nimeros naturais representados em base bindria. Em tais
situacdes a seguinte notagcdo serd conveniente.

Notaciio 2.3. O niimero natural representado pela string bindria w é denotado por N (w).

Por exemplo, se w; = 101 e wp = 1111, entdo N(w;) =5 e N(wz) = 15. Note que N ndo
é uma bijecao, pois vdrias strings podem estar associadas a um mesmo nimero. Por exemplo,
N(01) =N(1)=1).

Convenciio: N(g) = 0.

A vantagem da Notaca@o 2.3, ¢ tornar a nossa escrita mais concisa na defini¢cdo de algumas
linguagens. Por exemplo, a linguagem dos nimeros primos € a linguagens do nlimeros miltiplos
de 3 podem ser denotadas, respectivamente, por L, = {w : N(w) é um nimero primo} e L, = {w:
N(w) é um miltiplo de 3}.

REFLETINDO UM POUCO: PROBLEMAS COMPUTACIONAIS E LINGUAGENS

O que significa “o problema de testar se um niimero n é primo”? Uma maneira de tentar
formalizar isso € pensar que isso € equivalente ao seguinte problema: dada uma string w, decidir
se w € a representacdo bindria de um ndmero primo, ou seja, testar se a string w pertence a
linguagem L, do Exemplo 2.10.

Para aqueles que ndo gostam de niimeros bindrios, poderiamos alternativamente definir a
linguagem dos nimeros primos usando outros alfabetos (e.g., o alfabeto dos digitos de 0 a 9),
mas isso realmente ndo € tdo importante aqui. O ponto central é que uma vez que fixamos
um alfabeto, digamos o alfabeto bindrio, a linguagem L, incorpora a propriedade “ser primo”,
pois todos os objetos contidos neste conjunto tem tal propriedade e todos os objetos que nao
fazem parte deste conjunto néo tem tal propriedade. Portanto, responder se um ntiimero € primo
se reduz a distinguir se uma dada string pertence ou nao ao conjunto Lp.

Em teoria da computagédo € bastante comum pensamos em linguagens como sindnimos de
problemas computacionais. Embora esta ideia pareca simples, ela também é bastante poderosa.
Existem outras maneiras de tornar formal o conceito de problema computacional e, no decorrer
deste livro, veremos outras definicdes mais sofisticadas para tal. Entretanto, em boa parte do
curso o uso de linguagens serd o formalismo padrio para representar problemas.

Para quem ainda néo esta convencido de que existe tal conexao direta entre o conceito de
linguagem e o conceito de problema, uma maneira intuitiva de se pensar a respeito disso segue
na seguinte linha: No funcionamento interno de um computador, qualquer objeto matematico,
em ultima andlise, € uma sequéncia de bits. No caso particular do exemplo acima, quando
escrevemos um programa para testar se um dado nimero € primo, o que o programa faz ¢ testar
se uma sequéncia de bits da memdria do computador representa ou ndo representa um nimero
primo em bindrio. Ou seja, no final das contas, o que o programa estd fazendo é testar se uma
string do alfabeto bindrio pertence ou nao a linguagem L,. Nao € muito dificil de ver que esse
tipo de raciocinio pode ser generalizado para uma série de outros problemas. De fato, qualquer
problema cuja solugdo envolva testar se um dado objeto matematico tem uma certa propriedade
pode ser modelado usanddo uma linguagem.
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Exercicios

Exercicio 2.7 Seja ¥ um alfabeto arbitrario. Com relagdo a linguagens sobre X, responda:
(a) X* é uma linguagem?
(b) @ € uma linguagem?
(c) {&} € uma linguagem?
(d) O conjunto poténcia * é uma linguagem?

Exercicio 2.8 Forneca uma defini¢do formal para a linguagem sobre £ = {0, 1}, das strings
que representam nimeros mdltiplos de 4 escritos em binério. C

Exercicio 2.9 Seja X um alfabeto qualquer. E verdade que a linguagem {w : 3x € X* tal que
w = xxR} é a linguagem de todos os palindromos construidos com sfmbolos de £? Em caso
afirmativo, prove. Em caso negativo, forneca um contra-exemplo e, em seguida, forneca uma
defini¢do formal adequada para a linguagem dos palindromos construidos com simbolos de X. =

Operacdes com linguagens

Assim como podemos criar strings maiores a partir da operacio de concatenacio de strings
menores, vamos definir agora uma operagdo andloga para linguagens, chamada de concatenagéo de
linguagens.

DefinicGo 2.2.2 A concatenagdo de duas linguagens L e M € o conjunto de todas as strings que
podem ser formadas tomando-se uma string x de L e uma string y de M e fazendo a concatenacio
xy. Denotamos a linguagem resultante por LM ou L-M.

= Exemplo 2.14 Considere as linguagens L = {00,0} e L' = {1,111}. A concatenagdo destas duas
linguagens é LL' = {001,00111,01,0111}. "

» Exemplo 2.15 Seja L = {a,aa,aaa, ...} e M = {&,x,xx,xxx,...}. A linguagem LM contém as
strings a, ax, axx, axxx, ..., € também as strings aa, aax, aaxx, aaxxx, ... € assim por diante. De
maneira compacta: LM = {a'x* : i>1ek >0} n

Exercicio resolvido 2.1 Seja X o alfabeto bindrio e L; e R as linguagens sobre X definidas a
seguir: Ly = {w : N(w) é um multiplo de 3} ¢ R = {0}. Qual é a linguagem L;R?

Solucao: As strings contidas na linguagem da concaten¢do L;R sao as strings de L, adicionadas
de um 0 ao final. Note que quando adicionarmos 0 ao final de um niimero bindrio o resultado é
um novo ndmero bindrio que € dobro do niimero original. Portanto a linguagem resultante €é:
L;R = {w: N(w) é um miiltiplo de 6}. .

Exercicio 2.10 Seja ¥ o alfabeto binério e L; e R as linguagens sobre X definidas a seguir:
L; ={w: N(w) é um miltiplo de 3} e R = {€,0}. Qual é a linguagem L;R? .
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Exercicio resolvido 2.2 Seja X o alfabeto bindrio. Seja R = {0} uma linguagem sobre X. Qual
€ a linguagem X*R? E qual € a linguagem X*RR?

Solucao: Lembrando que as strings bindrias terminadas em 0 s@o precisamente os multiplos de
2 em bindrio e a o multiplicarmos muiltiplos de 2, temos multiplos de 4, temos que:

* X*R={w: N(w) é um mdltiplo de 2}.

* X*RR = {w: N(w) é um mdltiplo de 4}.

Notacdo 2.4. Usamos a notacdo L' para denotar a concatenagdo de uma linguagem L consigo
mesmo i vezes, para uma constante i, isto é, L' = LL...L.
——

1 vezes

A operacgdo de concatenacdo de uma linguagem com ela mesma pode ser feita infinitamente,
como definido a seguir:

Definicdo 2.2.3 Scja L uma linguagem. O Fechamento (ou Fecho de Kleene) de L, denotado

por L*, € o conjunto de strings que podem ser formadas tomando-se qualquer nimero de strings
de L (possivelmente com repeti¢des) e as concatenando. Isto é,

L*= L, sendoque L°={el e L'=LL...L.
igo q {e} LL..L

ivezes

» Exemplo 2.16 Seja L= {000,111}. Entdo L* = {&, 000, 111, 000000, 000111, 111000, 111111,
000000000, 000000111, 000111000, ... }. ]

Observe que ao escrevermos A*, devemos especificar exatamente o que significa A. Se A é

z

um alfabeto, entdo A* € a unido infinita de conjuntos poténcia de A. Por outro lado se A € uma
linguagem, entdo A* é o fecho de A, ou seja, a sequéncia infinita de concatena¢Ses de A consigo
mesma. Entretanto, em ambos os casos, note que A* é uma linguagem. Mais precisamente, a
linguagem de todas as strings construidas usando os elementos do conjunto A como “tijolos basicos”.
Caso A seja um alfabeto, estes tijolos basicos sdo simbolos, caso A seja uma linguagem, estes tijolos
basicos sdo strings.

Exercicio resolvido 2.3 Considere as linguagens L = {1} e R = {0}. Qual é a linguagem LR*?

Solucdo: A linguagem é LR* = {w | N(w) é uma poténcia de 2} .

Exercicio 2.11 Nas questdes abaixo, A é sempre um alfabeto e L é sempre uma linguagem.
* Para todo A, é verdade que A = A*?
* Existe A, tal que A = A*?
* Para todo A, é verdade que A* = (A*)*
* Para todo L, é verdade que L* = (L*)*
* Para todo L e A tal que L é uma linguagem sobre A, é verdade que A* = L*

 Existe uma linguagem L sobre A tal que A* = L*.
* Seja L uma linguagem ndo vazia. Qual é a linguagem resultante da concatenacgéo de L
com o conjunto vazio?
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Um dos objetivos que queremos alcangar neste livro € prover uma defini¢do formal para o
conceito de algoritmo. Nés alcancaremos este objetivo no Capitulo 5, com a defini¢do das Mdquinas
de Turing. O que veremos agora ¢é a defini¢do de autématos finitos, que € um modelo matemadtico
com poder de expressdao menor do que as Mdquinas de Turing. Por poder de expressdo menor,
queremos dizer que apenas um subconjunto de todos os possiveis algoritmos podem ser represen-
tados por autdmatos finitos. Entretanto, estudar este modelo sera ttil para nos familiarizarmos
com 0s conceitos matematicos que serdo muito utilizados no Capitulo 5. Além disso, por si s6, 0
assunto que veremos agora € bastante util em aplicag¢des praticas, como busca de padrdes em textos
e construcdo de analisadores 1éxicos para compiladores.

3.1 Autématos Finitos Deterministicos (AFDs)

Considere uma maquina que vende chocolates que custam 6 reais. Abaixo mostramos uma figura
ilustrando tal mdquina juntamente com um diagrama que descreve o mecanismo de funcionamento

interno dela.
INicIoO —( A B m
2

Figure 3.1: Uma maquina que vende chocolates de R$ 6 e aceita moedas de R$ 1 e R$ 2. Ao lado o
diagrama simplificado descrevendo o seu mecanismo de funcionamento interno. Por exemplo, se
inserirmos uma moeda de R$ 1 e uma moeda de R$ 2, a mdquina, atingird o estado D. A maquina
atingird o estado OK se for inserida uma sequéncia de moedas cuja soma seja pelo menos R$ 6.




© Murilo V. G. da Silva Chapter 3. Automatos e Linguagens Regulares

Diagramas como o da Figura 3.1 sdo conhecidos como mdquinas de estados, mdquinas de
estados finitos ou automatos finitos deterministicos. A ideia é entender que a entrada da maquina é
uma sequéncia de moedas (podemos também pensar que a entrada € uma ““string de moedas”), que
podem ser de 1 ou 2 reais. A maquina libera o chocolate se as moedas somarem pelo menos 6 reais.
Ha uma indicacéo de INICIO no estado A, pois este € o estado que a maquina se encontra antes de
todo processo comecar. A partir do estado A, a maquina faz uma transi¢do para cada moeda que é
fornecida como entrada. A méquina libera o chocolate ao final do processo se, e somente se, ela
atingir o estado OK. Note que estamos em um cendrio simplificado em que a maquina néo precisa
fornecer troco.

REFLETINDO UM POUCO: MODELOS MATEMATICOS E OBJETOS FiSICOS

No Capitulo 1 dissemos que podemos pensar em computadores como “‘instanciacdes de
objetos abstratos e seus possiveis relacionamentos matemdticos em objetos fisicos e seu conjunto
de possiveis graus de movimento”. Note que a Figura 3.1 apresenta exatamente isso, pois:

(1) A maquina de chocolates é um objeto fisico (embora devemos estar atentos ao fato de que
ela ndo é um computador de propdsito geral, pois trata-se se uma maquina que implementa
um unico algoritmo: o algoritmo que testa se a soma das moedas de entrada € maior ou
igual a 6 reais).

(2) O diagrama faz o papel do objeto matematico abstrato, em particular, um objeto matematico
que consiste de um conjunto de estados e um conjunto de simbolos (o conjunto {1, 2} dos
simbolos que aparecem nos rétulos das transi¢des). O diagrama também representa certas
relacdes matemadticas, como os relacionamentos entre estados e simbolos indicados pelas
setas saindo de um estado e indo para outro. A definicio exata destas relagdes ficard clara
no decorrer desta secao.

O ponto central aqui é que o objeto matemdtico e suas relacoes matemdticas estdo “amar-
radas” em uma correspondéncia de um para um com o objeto fisico e seus graus de movimento.
Os graus de liberdade de movimento sdo os tipos de movimentacdes que os mecanismos internos
da méquina de vender chocolate tem.

3.1.1 Modelando matematicamente automatos

Nesta se¢do veremos uma definicdo precisa para os objetos matemadticos ilustrados por diagra-
mas como Vistos na secao anterior.

Definicdo 3.1.1 — Autéomato Finito Deterministico (AFD). Uma Autdmato Finito Deter-
ministico, também chamado de AFN, é uma 5-tupla D = (Q,X,8,qo, F), tal que:
Q é o conjunto de estados;

¥ € o conjunto de simbolos de entrada;

0 é a funcdo de transi¢do 6 : Q X ¥ — Q;
qo € Q € o estado inicial,

F C Q é o conjunto de estados finais.

Normalmente, diremos simplesmente autématos ou usaremos simplesmente a sigla AFD para se
referir aos autdmatos finitos deterministicos'. Algo importante de se observar é que esta defini¢io
é genérica, ou seja, se quisermos uma definicdo matematica particular para o diagrama da nossa
maquina de chocolates, terfamos que dar uma instdncia especifica da Definigcdo 3.1.1. O exemplo a
seguir ilustra o que queremos dizer com isso.

! Algumas vezes usa-se o acronimo DFA, que vem da expressio em inglés “deterministic finite automata.”
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= Exemplo 3.1 — Mdaquina de vender chocolates. Uma defini¢do matematica para o exemplo
da Figura 3.1 é o autdmato finito deterministico C = (Q., X, 8., A, F;), sendo que os componentes
da 5-tupla sdo:
0 =1{A,B,C,D,E,F,0K};
r={1,2}
0. : O X X — Q é afuncgdo definida caso a caso a seguir:
o:(A,1) =B, 6:(A,2)=c, 6(B,1)=cC, 6:,(B,2)=D, &(C,1)=D, 6(C,2) =E,
0:(D,1) =E, 8,(D,2) =F, &.(E, 1) =F, 6.(E,2)=0K, O.(F, 1) = OK, 8.(F,2) = OK,
0:(0K, 1) = OK, 6.(0OK,2) = OK.
O estado A € o estado inicial;
O conjunto unitdrio {OK} € o conjunto de estados finais. .

Neste momento pode ser instrutivo lembrar da analogia que fizemos no Capitulo 1, quando
discutimos defini¢cdes genéricas e defini¢des especificas. Naquela ocasido mencionamos a defini¢io
matemética genérica de “funcio” e as defini¢des matematicas de fungdes particulares, como x> ou
logx. Na definicéo 3.1.1 temos a definicdo para um AFD em geral. Por outro lado, no exemplo 3.1, a
5-tupla C = (Q., X, O¢, A, F.) é uma defini¢do matemdtica do AFD especificamente correspondente

a maquina de vender chocolates.

Exercicio resolvido 3.1 Desenhe o diagrama do autdomato A definido a seguir:
A=(0,%,0,p,{r}), talque Q = {p,q,r}, X ={0,1} e a funcdo § é definida abaixo:

6([), 1) =p
6(p,0)=¢q
6(¢.0)=¢
6(q,1)=r
o(r,0)=r
o(rnl)=r
Solucao:

' (-
INICIO —>

A fung¢@o 8 do enunciado do Exercicio 3.1 é um tipo de fun¢@o que é definida ponto a ponto
(ou seja, ela ndo tem uma regra geral que descreve o comportamento da fungdo, como € o caso de
fungdes que estamos acostumados a estudar em cdlculo, como, por exemplo, f(x) = x?). Em teoria
da computacio, fungdes que ndo podem ser facilmente descritas por regras gerais serdo bastante
comuns. Para facilitar a nossa vida, vamos descrever 6 usando uma tabela, como esta apresentada
no exemplo a seguir:

Na primeira coluna da Tabela 3.1.1, em negrito, temos os estados p, g, r do autdmato. A seta ao
lado do estado p indica que ele € o estado inicial e o asterisco ao lado do estado r indica que ele é
um estado final. No topo da tabela, também em negrito, temos os simbolos do alfabeto, ou seja, 0 e
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|0 1
—+plq p
q9\149 r
* lr r

Table 3.1: Tabela de transi¢des da fungéo 6 do AFD do Exercicio 3.1.

1. Preenchemos a posicdo correspondente a linha do estado p e a coluna do simbolo 0 com o valor
g, pois 8(p,0) = g. As demais linhas da tabela s@o preenchidas de maneira semelhante.

No decorrer deste livro, ao nos referirmos a um AFD, estritamente falando, estaremos nos
referindo a uma 5-tupla. Porém, por questdes de conveniéncia, serd bastante comum apresentarmos
a tabela de transi¢des ou mesmo o diagrama, para descrever o AFD em questao.

Exercicio 3.1 Projete uma maquina que venda chocolates que custem 2 reais. Ela deve aceitar
moedas de 10 e 50 centavos e moedas de 1 real. Vocé deve tanto desenhar o diagrama quanto
apresentar a definicdo formal. "

Aceitacdo e rejeicdo de strings: ideia intuitiva

Agora que nds ja temos o nosso modelo matematico para autdmatos finitos, vamos interpreta-
lo. Mas o que queremos dizer com “interpretd-lo”? O que vamos fazer é apresentar defini¢des
matematicas para que possamos entender este modelo matemético como um modelo de computagdo
e ndo como uma mera 5-tupla. Antes de formalizarmos isso (Secdo 3.1.3), vamos analisar o
processo computacional em questdo com cuidado.

A ideia central ¢ enxergar o AFD como um objeto que receba uma string w = wiw,...w, como
entrada, processe um a um os simbolos de w, e produza uma saida. Durante o processamento de w,
cada passo consiste em ler um simbolo w;, fazer uma mudanca de estado e descartar w;. O AFD ir4,
passo a passo, descartar simbolos de w e ird também mudando de estados neste processo. O ponto
central é que podemos fazer a seguinte pergunta:

* Em que estado o AFD se encontra apds o descarte do tltimo simbolo de w?

Digamos que depois da ultima transicdo de estados o AFD atinja um dado estado ¢g. A ideia
aqui é que se o estado g for um estado final, nés iremos dizer que o AFD aceifou a string w. Por
outro lado, se ¢ ndo for um estado final, nés iremos dizer que o AFD rejeitou a string w. Os estados
finais também sao chamados de estados de aceitacao do autdmato.

Exercicio resolvido 3.2 Seja ¥ = {0,1}. Considere a linguagem bindria L das strings que
contém a substring 01, ou seja, L = {w : w é da forma x01y, sendo que x,y € £*}. Construa um
AFD que aceite todas e somente as strings de L.

Solucao: Podemos usar o mesmo AFD usado no Exercicio 3.1. =

Exercicio 3.2 SejaX = {a,b,c}. Seja L = {w € £* : w é da forma xbbya, sendo que x,y € X*}.
Construa um AFD que aceite a string w fornecida como entrada se, e somente se, w € L. L
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Exercicio 3.3 Seja X = {0,1}. Construa AFDs que aceite a string fornecida como entrada se, e
somente se, a string pertence a linguagem L, para cada um dos casos abaixo:

(a) L= {w:w tenha um nimero impar de 1’s}.

(b) L={w:|w| <3}

(¢) L={w:w tem ao mesmo tempo um nimero par de 0’s e um nimero par de 1’s}

(d) L={w:sew éuma substring de w com |w'| =5, entdo w’ tem pelo menos dois 0’s}.

(e) L={w:wéterminada em 00}.

(f) L= {w : ondmero de 0’s em w € divisivel por 3 e o nimero de 1’s é divisivel por 5}.

(g) L={w:w contém a substring 011}.

(hy L=X .

O que precisamos fazer agora € transformar esta ideia intuitiva de que um AFD aceita algumas

strings e rejeita outras strings em definicdes matematicas precisas. Ou seja, queremos saber
matematicamente o que significa um certo AFD D = (Q,X, 8, qo, F) aceitar ou rejeitar uma dada
string w.

Aceitacdo e rejeicdo de strings: definicdo formal

Voltando a nossa maquina de vender chocolates, considere o seguinte: Se a mdquina estiver
no estado B e receber 3 moedas de 1 real, em que estado a maquina vai parar? A resposta é que a
maquina ird atingir o estado E. O mais importante aqui é obvervar a pergunta que fizemos: dado
um estado e uma sequéncia de moedas, qual é o estado resultante? O que vamos fazer agora é
formalizar esta idéia de que dado um estado ¢ e uma sequéncia de simbolos w, obtemos o estado
resultante € ¢’. O objeto matematico para modelar esta ideia é uma fungio f : Q x £* — Q de forma
que f(g,w) =¢. Uma vez a defini¢do de tal fungio depende da fungdo & original da maquina,
vamos chamar esta nova funcgao de 5.

Defini¢do 3.1.2 — Fungdo de trasico estendida. Dado um AFD D = (0,X,6,q90,F), a
fungdo de transicdo estendida 6 de D é a fungdo 6 : Q x L* — Q definida indutivamente:

Caso base: w = €.

5(g.€)=¢q
Inducio: |w| > 0. A A
Seja w uma string da forma w = xa, sendo que x € £* e a € ¥. Entdo 6(q,w) = 6(0(g,x),a).

A razdo de termos apresentado a defini¢do 3.1.2 é que agora temos uma maneira precisa de
dizer o que significa um AFD D aceitar ou rejeitar uma string. A maneira precisa € a seguinte:

Definicdo 3.1.3 — Aceitacdo e rejeicdo de strings. Seja D =A(Q7):, 0,q0,F) um AFD e

w € X*. Se §(go,w) € F, entdo dizemos que D aceita a string w. Se 8(qo,w) ¢ F, entdo dizemos
que D rejeita a string w.

Podemos generalizar a ideia de aceitacdo de string para a ideia de aceitagcdo de uma linguagem.
Se L ¢ o conjunto de todas as strings aceitas por D, entdo dizemos que D aceita a linguagem L.
Neste caso dizemos que L € a linguagem de D. Isto é definido formalmente a seguir.

Defini¢Go 3.1.4 — Linguagem de um AFD. A linguagem de um AFD D, denotada por L(D),
¢ definida como L(D) = {w: 0(qo,w) € F}.

Se L ¢é a linguagem de um AFD D, dizemos que D decide a linguagem L. Dizemos também
que D aceita a linguagem L?. Agora segue a definicio mais importante deste capitulo:

2 Alguns textos utilizam também a expressdo “L é reconhecida por D
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Definicdo 3.1.5 — Liguagem Regular. Dada uma linguagem L, se existe um AFD D tal que
L =L(D), entdo L ¢é dita uma linguagem regular.

3.1.4 Exercicios

Exercicio 3.4 Seja um AFD com alfabeto X e conjunto de estados Q. Sejam x,y e L, ac L e
q € 0 quaisquer.

(a) Mostre que 5(q,xy) = 8(8(q,x),y)
(b) Mostre que 0(q,ax) = 0(8(q,a),x) .

Exercicio 3.5 Considere o seguinte AFD D = (Q,X, 8, qo, F) tal que
° Q = {q07q17q27 "'7q6}
« Xx={0,1,2,....6}
* F={q}
* Fungdo de transi¢do 0 definida a seguir:
0(qj,i) = qr. sendo que k = (j+ i) mod 7

Qual € a linguagem aceita por D? =

Exercicio 3.6 Forneca um AFD com alfabeto bindrio que aceite a linguagem: L, = {w : N(w)
¢ um multiplo de 3}. .

I Exercicio 3.7 Prove formalmente que a sua solugdo para o Exercicio 3.6 é correta. "

Exercicio 3.8 Seja uma linguagem L sobre o alfabeto X. O complemento da linguagem L,
denotado por L, é defindo da seguinte maneira: L=Y* \ L. Prove que se L é regular, entdo L
também ¢é regular. u

Exercicio 3.9 Considere os seguintes AFDs: Dy = (Q, X, 89,90, Fp) e Dp = (P,X, 8p, po, Fp)
sendo O ={q0,q1,---,qx} € P={po,p1,.--,Pn}

Construiremos agora um terceiro AFD D4 a partir dos dois AFDs anteriores. A ideia ¢ que
dada qualquer string w, o AFD D, vai simular a0 mesmo tempo a computagdo de Dy com w e
Dp com w. Por exemplo, se na terceira transi¢do Dy estiver no estado g; e Dp estiver no estado
Ps, entdo na terceira transi¢do o AFD Dy estard em um estado chamado (g1, ps). A defini¢do
formal dos componentes de D4 = (A,X, 84,40, F4) segue abaixo:

* A= Q x P (ou seja, paracada ¢; € Q e p; € P, temos um estado (¢;,p;) € A)

* ap = (40, o)
* F; = {“conjunto de todos os elementos (g;, p;) tal que ¢; € Fp e p; € Fp”}.
* Definigdo de 84: Para todo ¢;,q; € Q e todo p,, p; € P e todo simbolo s € X temos que:

Se 80(gi,s) = q; € 6p(py,s) = p, entdo 84 ((qis Pr),s) = (q;, 1)
Sendo Ly = L(Dg) ¢ Lp = L(Dp), responda: Qual ¢ a linguagem aceita por Dy ? .

3.2 Autdématos Finitos ndo Deterministicos (AFNs)

A computacdo com AFDs é completamente deterministica, ou seja, para cada par (g, a), sendo
g um estado e @ um simbolo, temos exatamente uma transi¢do definida no ponto (g¢,a). E se
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quiséssemos definir um modelo abstrato de autdmato que em certos momentos possa escolher uma
entre vdrias transicdes possiveis de maneira nao deterministica? E se este autdmato tivesse uma
habilidade “méagica” de advinhar qual € a transi¢do correta a ser executada no momento? Um
exemplo de um diagrama de um autdémato com as propriedades que queremos € o seguinte:

0,1

inicio —( 40 0 @ ! @

Figure 3.2: Um autdmato finito ndo deterministico.

Imediatamente notamos uma diferenga no autdomato da Figura 3.2 em relacdo aos automatos da
se¢ao anterior. Neste exemplo, se o autdmato estiver no estado gg € o simbolo lido for 0, existem
duas possibilidades: (1) o autdmato pode continuar no estado gg; (2) o autdmato pode mudar para o
estado g;. A pergunta chave € a seguinte: dado um autdmato com estas caracteristicas, quais sao as
strings que o autdmato aceita?

Para responder esta pergunta, vamos agora ser mais precisos sobre o que queremos dizer com “o
autdmato advinha” qual transi¢do fazer. A ideia € que, dada uma string w, se existe uma sequéncia
de passos que leve o autdmato a atingir um estado final ao finalizar o processamento de w, entdo
o autdmato ird escolher, a cada momento, uma transicio que leve a computagcdo em um caminho
correto. Em tais casos, dizemos que string pertence a linguagem do autdmato.

Mesmo com esta habilidade nova, pode ocorrer que néo exista nenhuma sequéncia de transicdes
que leve o autdmato a aceitar certas strings. Por exemplo, o automato da Figura 3.2 ndo “consegue”
aceitar a string 100. Neste caso diremos que tais strings ndo estdo na linguagem do autdmato.

Se prestarmos atengédo no automato da Figura 3.2, veremos que ele tem a habilidade de aceitar
exatamente as strings terminadas em 01. Dada uma string da forma x01, tal que x é uma substring
qualquer, o autdmato pode processar toda a substring x usando o “laco” sobre o estado gy. Quando
faltarem apenas os dois simbolos finais, 0 autdmato utiliza a transi¢do que vai ao estado g; e depois
a transi¢@o que vai ao estado g,. Observe que se a string ndo é terminada em 01, o autdmato nao
conseque atingir o estado final em hipdtese alguma.

Observe que a habilidade do autdmato poder escolher entre duas transi¢des possiveis nao é
a unica diferenca que este novo modelo tem em relagdo aos autdmatos deterministicos da se¢ao
anteriror. Uma outra situag¢do que pode ocorrer neste modelo e que ndo ocorria no caso determinis-
tico € aquela em que o autdmato ndo tenha nenhuma transicao definida para um determinado par
(estado, simbolo). Por exemplo, se o autdmato da Figura 3.2 estiver no estado g e proximo simbolo
a ser lido for 0, o autdbmato ndo terd nenhuma opg¢ao de transi¢do para realizar. Em tal caso, diremos
que o autdmato morre.
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NAO DETERMINISMO?

Claramente, do ponto de vista pratico, um autdmato ndo deterministico ndo parece ser um
modelo realista de computagio correspondendo a algo concreto do mundo real. Ainda assim, o
estudo deste modelo matematico serd bastante util.

Em teoria da computagio este tipo de situacdo € bastante comum. O ponto chave € que estes
modelos “ndo realistas” podem ser pensados, em dltima andlise, como ferramentas matemdticas
titeis, inclusive uteis para nos ajudar a entender modelos “realistas” de computacdo. No Capitulo
8, veremos que Maquinas de Turing néio derministicas podem ser usadas para definir um conjunto
de linguagens conhecido como NP, que é parte da famoso (e concreto) problema P vs NP. Em
um curso mais aprofundado de complexidade computacional a defini¢do de modelos “irreais”
de computacdo, mas que ainda assim sejam matematicamente tteis para lidar com problemas ou
modelos concretos de computacio, acontece com muita frequéncia.

3.2.1 Definicao formal para autématos finitos néio determiniticos

Autdmatos finitos ndo deterministicos tem uma definicdo formal muito parecida com a defini¢ao
dos AFDs. A tunica diferenca é que dado um par (g,a), sendo g um elemento do conjunto Q de
estados do autdomato e a um simbolo, pode ser que exista zero, um, ou mais estados possiveis de
serem atingidos por uma transicdo com rétulo a. Mais precisamente, a fungéo de transicio tem a
forma 6(q,a) = S, sendo que S é um conjunto qualquer de estados. Por exemplo, a fungio & do
automato da Figura 3.2, quando aplicada a (go,0), deve ter a forma &(go,0) = {qo,41 }. Note que,
como os elementos da imagem de 8 sdo conjuntos, o contradominio da fun¢do & € conjunto de
todos os subconjuntos de Q, ou seja, o conjunto poténcia Z(Q).

Definicdo 3.2.1 — Autémato Finito ndo Deterministico (AFN). Um Automato Finito ndo
Deterministico, também chamado de AFN, é uma 5-tupla A = (Q, X%, 8, qo, F), tal que:
Q é o conjunto de estados;

¥ € o conjunto de simbolos de entrada;

0 é a fungdo de transicdo § : Q X X — Z(Q);
qo € Q € o estado inicial;

F C Q ¢ o conjunto de estados finais.

= Exemplo 3.2 A defini¢do formal para o diagrama da Figura 3.2 é o AFN N = (Q,X,6,qo, F),
tal que QO = {q0,91,92}, L ={0,1} e a fungdo J é definida abaixo:

06(40,0) = {q0,q1}

8(q0,1) ={qo0}
0(q1,1) ={q2}
6(q1,0) = 6(q2,0) = 8(q2,1) =0 -

Para simplificar, nés usaremos tanto 5-tuplas como tabelas de transi¢des como defini¢cdes
formais para AFNSs.
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Exercicio resolvido 3.3 Desenhe o diagrama do AFN definido pela seguinte tabela de tran-
si¢des:

0] 1
—p [ {p.a} | {p}
q| A{r}| {r}
r {s} %)
s {sh] {s}
Solucao:
0,1 0,1

INIciIO —( P q r N
NN

Uma maneira bastate util para se descrever os ramos possiveis de computacdo de um AFN A
com uma string w € a utilizacdo de uma dvore, chamada de drvore de computagéoes possiveis de A
com w. Antes de definir este conceito, vamos apresentar a definicdo um pouco mais geral.

Definicdo 3.2.2 — (A,q,w)-darvores. Seja (A,q,w) uma tripla tal que A é um AFN, g um é
estado de A e w um string do alfabeto de A. Uma (A, g, w)-drvore é uma érvore enraizada em ¢
definida da seguinte maneira:

Base: w=¢

A arvore contém apenas o né raiz g
Inducio: w # €

Suponha que w é uma string da forma ax, sendo que a € X e x € L* e seja 6 a fungdo de
transicdo do AFN. Se 8(q,a) = {pi1,p2,..., P}, entdo entdo a drvore contém o né ¢ e, além
disso, g possui os filhos py, pa, ..., pr que sdo raizes de uma (A, p;, x)-arvore.

Definicdo 3.2.3 — Arvore de computacdes possiveis. Seja A = (Q,X, 8, ¢y, F) um AFN,
w € X*. Uma drvore de computagées possiveis de A com w é uma (A, qo, w)-drvore.

Observe que o nivel 0 da arvore (i.e., a raiz) € o estado inicial do AFN e o nivel i contém todos
os estados que o AFN pode estar depois de i transicdoes do autdmato ao processar os i primeiros
simbolos da string de entrada. Em particular, dada uma string de tamanho n, o AFN aceita a string
se e somente se o n-ésimo nivel da arvore contém pelo menos um estado final. No exemplo da
Figura 3.3 o nivel 5 da arvore contém o estado g,. O fato de que neste nivel existe apenas um né
que é um estado final significa que o AFN tem exatamente uma computagdo possivel que aceita a
string 01001. A computacio € definida pela sequéncia de estados do caminho ligando a raiz ao
estado final em questao.
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Figure 3.3: A 4rvore de computacdes possiveis do AFN N da Figura 3.2 com a string 01001.

Exercicio resolvido 3.4 Apresente uma defini¢do formal para um AFN cujo diagrama seja
idéntico ao diagrama do AFD obtido na solucdo do Exercicio 3.1.
Solucdo: Relembramos que o AFD do Exercicio 3.1 é definido pela seguinte tabela:

0 1
—p|q D
q|9 r
*rlr r

Para obtermos um AFN cujo diagrama seja idéntido ao diagrama do AFD definido pela
tabela acima, basta fazer o seguinte: se no AFD a fungéo de transi¢do é §(x,y) = z, defina o
AFN de maneira que sua funcéo de transi¢do seja 8 (x,y) = {z}. A definicdo formal do AFN é
dada pela seguinte tabela:

| o 1
—p | {p}
q | {gy Ar}
RGNS,

A Figura 3.4 mostra o diagrama do AFN do exercicio 3.4.

Exercicio 3.10 Desenhe a arvore de computagdes possiveis para o AFN do Exercicio 3.4 com
a string de entrada 111010. =
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1 0 0,1

] 0 1
INfcio —

Figure 3.4: Um caso particular em que um AFN que se comporta de maneira deterministica.

Aceitacdo e rejeicdo de sirings por AFNs

A definicdo da funcgdo de transi¢do estendida de um AFN é um pouco mais complicada que a
definicdo que vimos no caso dos AFDs. A ideia bésica ¢ a seguinte: dado um estado g ¢ uma string
x, queremos saber qual € o conjunto de estados que o autbmato pode estar apds o processamento da
string x se a computacdo comegou no estado g.

Definic@o 3.2.4 Dado um AFN N = (Q,X, d,qo, F), definimos 5 OxX — 2(0):
Basg: w=E¢.
6(q.€) ={q}
Inducdo: |w| > 0. X
Seja w € X£* da forma xa, onde x € X* e a € X. Suponha 6(q,x) = {p1, p2, ..., pr}. Entdo

~ k
S(g.) = U 8(pa)

I Exercicio 3.11 Calcule §(go,00101) do AFN do Exemplo 3.2. .

Definicdo 3.2.5 — Linguagem de um AFN. Se N = (Q,X, 8,40, F) é um AFN, entdo L(N) =

A

{w : 6(qo,w)NF # &} é alinguagem de N.

Se L é a linguagem de um AFN N, dizemos que N decide a linguagem L. Dizemos também
que N aceita a linguagem L.

Exercicio resolvido 3.5 Seja D=(Q,X,8,q0,F) um AFD. Apresente um AFN N, tal que
L(D)=L(N).

Solucao: A ideia é generalizar o que fizemos no Exercicio Resolvido 3.4. O AFN N que
aceita a mesma linguagem de D é o seguinte: N = (Q,X,8’,qo,F), tal que a fungio &’ € a
seguinte: se 8(x,y) = z, entdo &’ (x,y) = {z}. .

Exercicios

Exercicio 3.12 Suponha que queiramos mudar a defini¢io de AFNs para que a funcdo de
transi¢do tenha a seguinte forma: 6 : Q XX — (£(Q) \ @). Observe que autdmatos segundo
esta nova defini¢do nunca morrem. Prove que dado um AFN N, podemos construir um AFN N’
segundo nossa nova defini¢do que aceita a mesma linguagem de N. =

Exercicio 3.13 No caso particular de AFNs que sdo deterministicos (i.e., AFNs que podem ser
obtidos de AFDs como no Exercicio 3.5), qual € o formato da drvore de computagdes possiveis?
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Equivaléncia entre AFDs e AFNs

Algo que vamos lidar com frequéncia neste curso € a diferenca de expressividade entre diferentes
modelos de computagdo. Veremos no Capitulo 4 que existem algoritmos que, embora nao possam
ser expressos na forma de um AFD, podem ser expressos em outros modelos matematicos que
generalizam AFDs. Em tais casos normalmente dizemos que estes outros modelos sdo mais
poderosos (ou mais expressivos) que o modelo de AFD.

EXPRESSIVIDADE DE MODELOS DE COMPUTACAO

A ideia de expressividade de um modelo de computacdo € central em Teoria da Computagao.
Embora AFDs sejam capazes de realizar tarefas interessantes, como testar se um dado nimero
¢ divisivel por k (desde que k seja fixado a priori), veremos no Capitulo 4 que AFDs néo sdo
capazes de “testar primalidade” de niimeros. De maneira formal, provaremos que néo existe
um AFD D tal que L(D) = L,, ou seja, um AFD que tome uma string bindria e decida se ela
representa um nimero primo. Como sabemos que podemos escrever algoritmos (expressando
eles em linguagem C, por exemplo) para testar primalidade de nimeros, concluimos que o
formalismo de AFD néo € o formalismo mais geral possivel para expressar algoritmos.

A limitacdo de AFDs, neste momento do curso, ndo é o mais importante aqui. O que
queremos observar aqui € que sempre que apresentamos um novo modelo de computagdo, como
o modelo de AFNs, algo que sempre nos preocuparemos ¢ como tal modelo se compara com
outros modelos de computacao ja conhecidos, com AFDs.

No Exercicio Resolvido 3.5 o objetivo foi mostrar que qualquer linguagem que um AFD
reconhega, também pode ser reconhecida por um AFN. Isso significa que AFNs sdo pelo menos
tao poderosos como AFDs. Isso € natural, pois AFNs sdo generalizagdes de AFDs. A pergunta
obvia que devemos fazer é: AFNs sdo estritamente mais poderosos que AFDs? Veremos nesta
secdo que a resposta € nao. Ou seja, podemos mostrar que se uma linguagem pode ser aceita por
um AFN, entdo existe algum AFD que aceita a mesma linguagem. Isso pode parecer um pouco
surpreendente, pois AFNs, em algumas situagdes, tem a capacidade de advinhar qual transicao deve
fazer, uma capacidade que AFDs ndo tem.

Algoritmo de constru¢cdo de conjuntos

O Algoritmo 1 apresentado a seguir recebe um AFN N = (Qy, X, 6y, g0, Fy) como entrada e
retorna um AFD D = (Qp,X,0p,{qo},Fp) como saida tal que L(N) = L(D). A ideia central é
construir um AFD D que possa “simular” N usando a seguinte ideia: No momento em que o AFN N
vai processar o i-ésimo simbolo da string de entrada w = wj....w;...w,, 0s possiveis estados que N
pode estar em tal instante sdo dados pelos nés do i-é€simo nivel da arvore de computacdes possiveis
de N com w. Seja P; o conjunto dos estados do i-€simo nivel desta drvore e P,;; o conjunto de nds
do (i+ 1)-ésimo nivel desta mesma drvore. O AFD D contruido pelo algoritmo, terd uma transi¢éo
de um estado chamado P, para outro chamado P, (tais estados correspondem aos conjuntos de
estados P, e P11 da drvore de computagdes possiveis mencionados anteriormente), € esta transicao
terd o rétulo w;. Em outras palavras, 8p(P,,w;) = Piy1. O que o algoritmo faz ¢ usar forca bruta e
aplicar a funcdo 9y em todas as combinagdes possiveis de pares (P;,a), tal que P, C Q, a € X para
que possa determinar P, ;.
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Algorithm 1 Construindo um AFD a partir de um AFN.
AFN_AFD (On, X, 8y, 90, Fy)

1 Op=Z(0n)
: for all S C Op do
for alla € X do
Defina a fungo Op no par (S,a) da seguinte maneira: 6p(S,a) = U n(p,a)

pES
: FD:{SEL@(QN):SDFN;&@}

D= (Qsz’v 6D7{q0}7FD)
: Return D

bl s

~N O W

Vamos aplicar o algoritmo no autdmato da Figura 3.2, cuja tabela de transi¢des € a seguinte.

| o] 1

—qo | {q90,q1} | {q0}
q1 g | {92}
“q2 %) 2

Ao aplicarmos o Algoritmo 1 no AFN da tabela anterior, obtemos como saida o AFD definido
pela seguinte tabela de transicoes:

0 1

o o o
—{qo0} | {qo0,q1} {q0}
{a1} @ {a2}
*{q2} z Z

{q0,a1} | {q0,1} | {9092}
*{q0,92} | {q0,91} {90}
*{q1,92} “ {a2}

*{q90,91,92} | {q0,q1} | {q0,92}

Observe que os estados do AFD obtido sdo conjuntos. Isso ndo € um problema, pois os estados
de um AFD podem ser qualquer coisa, desde que os elementos da imagem da fung@o 6 sejam do
mesmo tipo que os estados do AFD (note que neste caso os proprios estados sao conjuntos). O que
ndo devemos fazer é confundir com o caso dos AFNs em que os elementos da imagem da fungdo 6
sdo de natureza diferente dos estados.

Algoritmo de construcdo de conjuntos: versdo melhorada

Alguns alunos mais observadores devem ter notado que ndo precisamos de todos os estados
do AFD resultante. Precisamos apenas dos estados “alcangdveis” a partir do estado inicial {go}.
Olhando a tabela, notamos que na linha do estado inicial {go}, atingimos o estado {go,q1} e
o proprio estado {go}, dependendo do simbolo lido. Ao olharmos a tabela, na linha do estado
{40,491}, vemos que atingimos o estado {go,¢2} se o simbolo lido for 1. Se o autdmato estiver no
estado {qo,¢>}, independente do simbolo lido, os tnicos estados alcancéveis sdo estados que jd
mencionamos (i.e., {qo}, {90,491} e {q0,42}). Portanto, como a computagdo sempre comega no
estado {qo}, os unicos trés estados atingiveis para qualquer string de entrada séo {¢; }, {go,q1} e
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{q0,¢2}. Com isso, podemos eliminar os estados desnecessarios e simplificar a tabela da seguinte
maneira:

0 | 1

—{q0} | {q0,q1} {490}
{q0.q1} | {901} | {90,492}
*{q0,92} | {q0,q1} {490}

Nao vamos nos preocupar tanto com formalismo neste ponto, mas se quiséssemos fornecer
uma defini¢do formal para o coneceito de estado alcangdvel poderiamos usar a ideia de um vértice
alcangdvel por uma busca em largura em um grafo direcionado. Pense no AFD obtido pela saida do
Algoritmo 1 como um grafo direcionado em que os vértices sdo os estados e as arestas direcionadas
do grafo ligam o vértice p ao vértice g caso ocorra que para algum simbolo a, §(p,a) = g. Com
i8s0, 0s estados alcangdveis sdo os vértices alcangdveis por algum caminho direcionado a partir do
vértice correspondente ao estado inicial.

Convengdo: A partir de agora, sempre que formos construir um AFD equivalente a um dado AFN,
vamos construir o AFD passo a passo, mantendo apenas os estados alcancaveis.

Teorema 3.3.1 Se o AFD D = (Op,X,0p,{qo},Fp) é obtido pelo Algoritmo 1 a partir de um
AFN N = (Qn, X, 0,90, Fy), entdo L(N) = L(D).

Exercicio 3.14 Prove o Teorema 3.3.1
(Dica: prove por indugdo que Vw € X, 6p(qo,w) € Fy < ov({qo},w) N Fy) .

O préximo teorema enuncia a equivaléncia entre AFDs e AFNs.

‘ Teorema 3.3.2 Uma linguagem L é aceita por um AFD se e somente se L € aceita por um AFN.

Prova: Consequéncia do Teorema 3.3.1 e do Exercicio Resolvido 3.5.
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3.3.3 Exercicios

Exercicio 3.15 Considere o o AFN dado pela tabela abaixo:

0] 1
—p | {r.q} | {p}
q| {r}| {r}
r {s}| o
s {sh] {s}
Apresente um AFD que aceite a mesma linguagem do AFN acima. C

Exercicio 3.16 Qual a linguagem aceita pelo AFN abaixo?
0,1

0,1 0,1
INIcio —( 40 L @ @ @

I Exercicio 3.17 Forne¢a um AFD equivalente ao AFN do Exercicio 3.16. "

3.4 Autdmatos Finitos ndo Deterministicos com transicoes

Vamos considerar agora um diagrama de um AFN que contém algumas transi¢des com o rétulo
€. Estas transi¢des sdo chamadas de transi¢ées € e um autdmato que tenha tais transi¢des serd
chamado de €-AFN.

A ideia € tentar incrementar ainda mais o poder do nosso modelo de computacdo. A nova
habilidade que vamos incluir em nosso autdmato € a possibilidade de arbitrariamente fazer certas
mudancas de estado sem que nenhum simbolo seja consumido. Para apresentar este conceito vamos
usar um exemplo do livro de Hopcroft, Motwani e Ullman [HMUO6]. A ideia € construir um £-AFN
que aceita strings que representam nimeros decimais que estejam na forma descrita a seguir:

(1) O numero pode ter sinal “+” ou “—", mas este sinal é opcional;
(2) Em seguida, ha um string de digitos (os digitos da parte inteira do nimero), que também ¢é
opcional;

(3) Apos esta sequéncia de digitos hd um ponto decimal “.” obrigatério;

(4) Opcionalmente, ha outra string de digitos (os digitos da parte decimal do niimero);

(5) Faz-se arestri¢@o extra de que pelo menos uma das strings de digitos de (2) e (4) € ndo seja
vazia.

Observe que o alfabeto do autéomato é {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, - , 4+, —}. Alguns exemplos de
strings aceitas sdo 5.72, +5.72, -12., -1. e -.5 enquanto alguns exemplos de strings ndo aceitam sio
+-5.72,-12, 8.0- e ..56. O autdmato € o seguinte:
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inicio —

0,...,9
s Ty T . 0,...,9 %
D= ()——=(=)

Figure 3.5: Um €-AFN que aceita nimeros decimais.

A defini¢do formal para e-AFNs € bastante semelhante a definicdo dos AFNs:

Definicdo 3.4.1 — ¢-AFN. Um &-AFN é uma 5-tupla E = (Q, X, 8, qo, F) tal que cada um dos
componentes tem a mesma interpretacio que um AFN, exceto pelo fato que o é uma fungdo do
tipo 0 : O x (XU{e}) = Z(Q), sendo que € ¢ L.

= Exemplo 3.3 O &-AFN do exemplo anterior é E = ({qo,..-,g5}, {s,+,—,0,...,9}, 8,90,{qs})
tal que a tabela de transi¢des de 6 € a seguinte:

€ | sinal . digito

qo0 | {1} | {a1} @ )
q1 %) g | {q2} | {q1,94}
@ 9 g| @ {a3}
g3 | {gs} %) 2} {g3}
q4 1) g | {a3} gz
*qs %) (%7} (%) %)

Observe que no Exemplo 3.3, se quiséssemos ser totalmente rigorosos, a tabela de transi¢des
teria que ter 14 colunas: exatamente 13 colunas para o alfabeto do autdmato (uma coluna para
cada um dos 10 digitos, duas colunas para os sinais e uma para o ponto) além de uma coluna extra
para €). Entretanto, para simplificar, agrupamos todos os digitos em apenas uma coluna ¢ os dois
possiveis sinais em uma outra coluna, pois transicdes para cada elemento destes grupos sao as
mesmas.

O nosso proximo passo agora ¢ definir o conceito de funcéo de transi¢@o estendida. Para que
possamos apresentar tal definicdo, vamos antes definir o que € o €-Fecho de um estado. A ideia é
que o fecho de um estado ¢ € o conjunto de todos os possiveis estados que podem ser atingidos a
partir de g (incluindo o préprio g) utilizando-se uma quantidade arbitraria de trasi¢des €.

Definicdo 3.4.2 — ¢-Fecho de estados. Seja um £-AFN com conjunto de estados Q e seja
g € Q. Vamos definir o conjunto €-Fecho(g) de maneira indutiva:

Base: g € e-Fecho(q)
Inducdo: se p € e-Fecho(q) e r € §(p, €), entdo r € e-Fecho(g).

Agora que temos a Defini¢do 3.4.2 em maos, podemos definir o conceito de fungéo de transi¢do
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estendida de um €-AFN. A ideia é parecida com a definicdo de funcao de transi¢@o estendida de
um AFN, com o cuidado extra de adicionar os estados que podem ser atingidos por trasi¢des €.

DefinicGo 3.4.3 — Fungdo de transicdo estendida em e-AFNs. Dado um &-AFN N =
(0,X,68,q0,F), definimos 9 : Q x £* — Z(Q) indutivamente:

Base: S(q,e) = &-Fecho(q)

Indugdo: Seja w € £* da forma xa, onde x € X* e a € X. Suponha S(q,x) ={p1,p2, -, Pk }-

k
Suponha J 0(pi,a) ={r1,r2,....m}
i=1
Enfao m
° 6(6],W) — U S-Fecho(rj)

j=1

O proximo passo € definir o que € a linguagem de um €-AFN.

Definicdo 3.4.4 — Linguagem de e-AFNs. Seja E = (Q,X,0,qo,F) um -AFN. Definimos
L(E)={w : 0(qo,w)NF # &} como sendo a linguagem de E.

Dada uma linguagem L, se existe um €-AFN tal que L = L(E), entdo dizemos que E aceita L.

Exercicio resolvido 3.6 Seja X = {a,b,c}. Apresente um e-AFN para a linguagem das strings
sobre X que t€m a forma a'b™cl, tal quen>0,m>0,[>0.

Solucao:

b
INicto —( P 2 @ £ @
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3.5 Equivaléncia entre AFDs e ¢-AFNs

Nesta se¢do vamos construir um AFD D a partir de um €-AFN E = (Qg, X, 8¢, qo, Fg). A ideia
aqui é praticamente a mesma da que vimos na se¢do 3.3. A unica diferenca é que temos que tomar

cuidado com as transicdes €.

Algorithm 2 Construindo um AFD a partir de um -AFN

AFN_AFD (Qr.X, 8¢, qo, Fr)
1: Op= W(QE)

2: qo = €-Fecho(qo)
3: for all S C Oy do
4: foralla € X do
S: R=U 5E(q,~,a)
qi€S
6: Defina a fungdo 6 da seguinte maneira: 8p(S,a) = |J &-Fecho(r;)
rj€R
7: FD:{SEQDISHFE#@} '
8: Elimine os estados ndo alcangéveis
9: Return (Qp, X, 6p,{qo0},Fp)

Convengdo: De maneira semelhante ao Algoritmo 1, a partir de agora sempre que formos construir
um AFD equivalente a um dado &-AFN, vamos construir o AFD passo a passo, mantendo apenas

os estados alcancdveis.

Teorema 3.5.1 Se o AFD D = (Qp,X,0p,{qo},Fp) é obtido pelo Algoritmo 2 quando toma
como entrada o e-AFN E = (Qy, X, dv,qo, F ), entdo L(D) = L(N).

Teorema 3.5.2 Uma linguagem ¢ aceita por um AFD se ¢ somente se é aceita por um £-AFN.

Vamos construir um AFD equivalente ao €-AFN da Figura 3.5 usando o Algoritmo 2. A tabela
do AFD que o algoritmo retorna é o seguinte:

+,— o,...,9 .

—A{qo,q1} | {a1} | {q1,94} {q2}
{ai} | 2| {q1,94} {42}
{a,aa} | 2 | {an,qa} | {92:93,95}
{92} 2 1 {q3,95} g

%) %) %) 1%
*{q27q37Q5} gz {q37q5} g
*{q3,95} 2 | {a3,95} o

O diagrama do AFD obtido pelo Algoritmo 2 € o seguinte:
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3.5.1 Exercicios

Exercicio 3.18 Considere o e-AFN dado pela tabela abaixo:

(a) Desenhe o diagrama do e-AFN

(b) Calcule o e-fecho de cada estado.

(c) Forneca todas strings w tal que |w| < 2 aceitas pelo autdbmato.
(d) Converta o e-AFN em um AFD.

Exercicio 3.19 Repita a questdo 1 para o e-AFN dado pela tabela abaixo:
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Exercicio 3.20 Apresente um AFD que decida a mesma linguagem do €-AFN do Exercicio
Resolvido 3.6 =

Exercicio 3.21 Apresente a drvore de computagdes possiveis para e-AFN da figura 3.5 com a
string —0.95. =

Expressoes Regulares (ERs)

Uma Expressdo regular € uma expressdo matematica que representa uma linguagem. O nosso
objetivo agora € definir indutivamente quais expressdoes matemadticas sdo consideradas expressoes
regulares vélidas. Algo bastante importante em nossa defini¢do € que no mesmo momento tivermos
estabelecido que uma certa expressao regular R € vélida, também vamos estabelecer exatamente
qual linguagem L(R) corresponde a tal expressao.

Definicdo 3.6.1 — Expressoes Regulares (ER).
Seja ¥ um alfabeto qualquer. Uma expressdo matemadtica consistindo de simbolos de X,
paréntesis e ‘4’ e ‘x’ € uma expressao regular se tem forma descrita recursivamente a seguir:

Base:
(1) As expressdes € e & sdo expressdes regulares que correspondem, respectivamente, as
linguagens L(g) ={e} e L(©) = @.
(2) Para todo simbolo a de X, a expressdo a é uma expressao regular correspondente a
linguagem L(a) = {a}.
Passo indutivo:
(1) Se E e F sao expressoes regulares, entdo E + F é uma expressio regular representando a
unido de L(E) e L(F). Isto é, L(E+F) = L(E) UL(F).
(2) Se E e F sao expressoes regulares, entdo EF é uma expressdo regular denotando a
concatenagdo de L(E) e L(F). Isto é, L(EF) = L(E)L(F).
(3) Se E ¢ uma expressdo regular, entdo £* é uma expressdo regular que representa o
fechamento de L(E). Isto é, L(E*) = (L(E))".
(4) Se E é uma expressdo regular, entdo (E) também é uma expressio regular, representando
a mesma linguagem que E representa. Isto é, L((E)) = L(E).

Terminologia 3.1. As expressdes regulares definidas na base da defini¢do sdo chamadas de ex-
pressdes regulares elementares. As expressoes regulares definidas no passo indutivo sdo chamadas
de expressoes regulares compostas.

Exercicio resolvido 3.7 A expressdo regular para a linguagem L das “strings contendo 0’s e
1’s alternados™ é (01)* 4 (10)* +0(10)* + 1(01)*. Justifique isto passo a passo.

Solucgao: Vamos ser bastante cuidadosos e resolver passo a passo.

Passo 1: Segundo a Base da Defini¢do 3.6.1 (item 2), se 0 € ¥, entéo 0 € uma expressdo regular
valida. Ainda segundo esta defini¢do, a expressdo 0 representa a linguagem {0}.

Passo 2: Usando o mesmo argumento do Passo 1, concluimos que 1 é uma expressao regular
vdlida que representa a linguagem {1}.

Passo 3: Até este ponto ja sabemos que 0 e 1 sdo expressoes regulares validas que representam
as linguagens {0} e {1}, respectivamente. Segundo a Definicdo 3.6.1 (Indugdo, item 2),
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concluimos que 01 também é uma expressao valida. A linguagem que esta expressao representa

¢ L(01) = {0} -{1} ={01}.

Passo 4: A partir da expressao obtida no passo Passo 3, podemos aplicar a Defini¢do 3.6.1 (In-
dugdo, item 3) e concluir que (01)* é uma expressdo valida, e L((01)*) ={¢,01,0101,010101, ... }.

Passo 5: Usando argumentos semelhantes aos anteriores, concluimos que (10)* também é uma
expressdo vdlida, e L((10)*) = {&, 10,1010, 101010,...}.

Passo 6: Pelos Passos 4 ¢ 5, (01)* e (10)* sdo expressdes vlidas que representam as linguagens
{&, 01, 0101, 010101, ...} e {€, 10, 1010, 101010, ...}, respectivamente. Pela Defini¢do 3.6.1
(Indugdo, item 1), (01)* + (10)* é uma expressdo valida e L((01)* + (10)*) = {e, 01, 0101,
010101,...} U {¢, 10, 1010, 101010,...} = {€,01,10,0101,1010,010101, 1010101,...}.

z

Passo 7: Podemos concluir que 0(10)* é uma expressdo regular a partir do fato que 0 e
(10)* sao expressdes validas (concluimos isso nos Passos 1 e 5) e a linguagem que expressao
representa é {0,010, 01010,0101010,...}. Usando argumentos semelhantes, podemos concluir
que 1(01)* & uma expressdo regular vélida e L(1(01)*) = {1, 101, 10101,1010101,...}. Com
isso, podemos aplicar a Defini¢@o 3.6.1 (Indugéo, item 1) nas expressdes 0(10)* e 1(01)* para
concluir que 0(10)* 4 1(01)* é uma expresséo regular vélida representando a linguagem {0,

010, 01010,0101010,...} U{1, 101, 10101, 1010101, ... }.

Passo 8: Aplicando a Definicdo 3.6.1 (Indugdo, item 1) nas expressdes obtidas no Passo 6
e 7, concluimos que E = (01)*+ (10)* +0(10)* +1(01)* é uma expressao regular vilida e
L(E) ={¢&,0,1,01,10,010,101,0101,1010,010101, ... }. n

Assim como ocorre em expressdes aritméticas, operadores em expressodes regulares obedecem

regras de precedéncia. As regras sdo as seguintes:

* O operador * tem precedéncia mais alta e, portanto, deve ser o primeiro a ser aplicado. Com
isso, por exemplo, a expressdo 01" € equivalente a 0(1)*;

* O operador com segunda maior precedéncia é o operador de concatenagdo. Com isso, por
exemplo, a expressdo a + be é equivalente a a + (bc);

* O operador de menor precedéncia € o operador +;

* Como de custume, usamos parentesis para alterar a precedéncia de operadores.

Exercicio 3.22 Seja X = {a,b,c}. Apresente a expressdo regular para a linguagem das strings
sobre ¥ que comecam e terminam com a e t€ém pelo menos um b. =

Exercicio 3.23 Seja X = {a,b}. Apresente a expressdo regular para a linguagem das strings
sobre X que tem tamanho fmpar. =

Algo importante a ser mencionado é que, embora seja verdade que dada uma expressao regular,

existe exatamente uma linguagem que corresponde a tal expressao, o oposto nao € verdade. Isto &,
dada uma linguagem L, ndo é verdade que existe exatamente uma expressao regular para L. De fato,
dada uma linguagem L pode existir mais de uma expressao regular R tal que L(R) = L (ou mesmo
pode ndo existir nenhuma expressio regular para L). A exata relacdo entre expressdes regulares e
linguagens € estabelecida pelo seguinte teorema, que € central em teoria de linguagens regulares:
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Teorema 3.6.1 Uma linguagem L € regular se e somente se existe uma expressao regular R tal
que L = L(R).

Para demonstrar o Teorema 3.6.1, precisamos demonstrar que as afirmacdes (1) e (2) abaixo
sdo verdadeiras:

(1) Se L é uma linguagem regular, entdo existe uma expressao regular R tal que L = L(R).
(2) Se R é uma expressio regular qualquer, entdo L(R) é uma linguagem regular.

Apresentamos as provas das Afirmacdes (1) e (2) nas Se¢des 3.6.1 e 3.6.2, repectivamente.

Expressoes regulares para linguagens de autématos

Nesta secdo vamos demonstrar a seguinte afirmacgado: se L é uma linguagem regular, entdo
existe uma expressdo regular R tal que L = L(R). Por defini¢do, uma linguagem regular é uma
linguagem aceita por um AFD. Entretanto, j4 vimos que AFDs e €-AFNs aceitam exatamente o
mesmo conjunto de linguagens (ver Teorema 3.5.2) e, portanto, para demonstrarmos a afirmagao
acima, basta que provemos o seguinte teorema:

Teorema 3.6.2 Seja L(E) a linguagem de um e—AFN E qualquer. Entéo existe uma expressdo
regular R tal que L(R) = L(E).

Para provar o teorema acima, o que faremos é apresentar um algoritmo que, dado como
entrada um €—AFN E qualquer € capaz de produzir como saida uma expressdo regular R tal
que L(R) = L(E). Para que possamos entender como funciona tal algoritmo, vamos, incialmente,
considerar um caso simples. Seja E o autdmato ndo deterministico abaixo:

0,1

0,1 0,1
oD DR

A partir de E, vamos apresentar um automato generalizado Ey. A ideia é que um automato
generalizado seja uma variagdo dos autdmatos que ja conhecemos, mas que tenha expressdes
regulares ao invés simbolos em suas transi¢cdes. O autdmato generalizado Ey € apresentado abaixo:

0+1

1 0+1 0+1
(DD D)

Observe que agora temos expressdes regulares como rétulos das transicdes. Por exemplo,
observe o conjunto de simbolos {0, 1} que figuravam como rétulo da transigéo do estado C para o
estado D foram trocados pela expressdo regular 0 + 1. Note, em particular, que L(0+ 1) = {0, 1}.
De maneira mais geral, a ideia € que se para se Q e Q' sdo dois estados do autémato original E
tal que o conjunto Sy o de simbolos figure como rétulo na transi¢do Q — Q', fazemos que no
autdmato generalizado E a expressdo regular Ry ¢, tal que L(Rg o) = Sg,¢, figure como rétulo
da transi¢do correspondente.

A ideia chave agora € produzir sequéncia de autdmatos generalizados Ey, E1, E», ... de forma
que todos sejam equivalentes, mas que tenham cada vez menos estados. Por exemplo, considere o
automato generalizado E| abaixo:
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0+1

1(0+1) 0+1
inicio —( A @ @

Observe que obtemos E; a partir de Ey da seguinte forma: removemos o estado B e todas as
transi¢des que envolviam este estado (ou seja, A — B e B — C) e incluimos a transi¢do A — C com
uma nova expressdo como rétulo: 1(0+1). A ideia é que a expressdo 1(0+ 1) é a concatenagdo
das expressoes 1 e (0+ 1). A ideia fundamental é que o conjunto de strings que faziam E; sair de
A e chegar em C é representado pela expressdo 1(0+ 1), que agora figura no rétulo de A — C, ou
seja, strings de dois bits, tal que o primeiro bit € obrigatoriamente 1.

Agora o préximo passo é remover o estado C de E| e obter o automato generalizado E, abaixo:

0+1

1(0+1)(0+1
inicio —{ A 10+ 10+ @

No caso do autdmato acima, fica claro que as strings aceitas, isto é, as que fazem o autdmato
sair de A e atingir D sdo da forma xy, onde x € {0,1}* ey € L(1(0+1)(0+1)). A ideia é que o
autdmato processe x fazendo transi¢des do tipo A — A e, quando faltarem os trés ultimos simbolos
da string de entrada, use a transi¢do A — B para processar a string y restante.

Fazendo a simplificacdo dos autématos generalizados

No exemplo visto anteriormente, as “atualiza¢des” que fazemos para obter um autémato general-
izado E; a partir de um autdmato E; sdo razoavelmente simples. De maneira geral, ao removermos
um estado s de E;, precisamos observar todo par de estado g;, p; tal que ambas p; = ses — p;
sejam transigdes.

De acordo com a figura abaixo, suponha que os rétulos das transi¢bes p; — s € s — p; no
autdmato E; sdo, respectivamente, Q1 € Pi. Suponha também que o rétulo da transi¢do p; — g,
seja R;; e da transi¢do s — s seja S (lembrando que se alguma transi¢do ndo existe no autdmato,
podemos pensar que ela tem rétulo @). Com isso, ao remover o estado s o rétulo da transicio de
pi — qj no autdbmato E; | passa a ser R;; + Q;S*P;.
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Usando a ideia acima para fazer as atualizagdes das transi¢des, vamos ver o algoritmo. En-
tretanto, precisamos antes tomar cuidado como o estado inicial e os estados finais do autdmato.
Vamos comegar apresentando o algoritmo para o caso que o autdmato em questio tenha apenas um
estado final. Vamos considerar dois casos: no primeiro caso, o estado inicial ndo € o estado final e
no segundo caso o estado inicial e o estado final coincidem.

Caso 1: Algoritmo para obter ER a partir de um e-AFN (Q,X,6,490,{qr}), cOM gy # qr:
1. Troque os rétulos das transicdes de E por expressdes regulares equivalentes de forma que
agora E seja um autdmato generalizado
2. A cada passo remova um estado g € Q\ {qo,qr}) e atualize as transi¢des e as espressdes
regulares dos rétulos do autémato
3. Quando restar apenas o estado inicial go e o estado final g, como o da figura abaixo, a
expressdo regular final é (R4 SU*T)*SU*

R U
S
inicio —>

T

Caso 2: Algoritmo para obter ER a partir de e-AFN (Q.X,6,q0,F) com |[F|=1e gy € F:
1. Troque os rétulos das transi¢des de E por expressoes regulares equivalentes de forma que
agora E seja um autdmato generalizado
2. A cada passo remova um estado g € Q\ {qo } e atualize as transi¢es e as espressdes regulares
dos rétulos do autbmato
3. Quando restar apenas o estado inicial (e final) gp, como o da figura abaixo, a expressao
regular final € R*.

R

inicio —>

A ideia agora € usar o algoritmos vistos para os dois casos anteriores e apresentar um algoritmo
que funciona para qualquer autdémato.

Caso geral: Algoritmo para obter ER a partir de e-AFN E = (0,X, 8, g0, F) qualquer

Suponha que F = {f, f2, ..., fr }- Agora tome uma string w € L(E) e seja f; o estado atingido
pelo autdmato quando w é aceita, tomando i 0 menor possivel®. A ideia chave é que o autémato
E;=(0,%,8,90,{qgi}) tem a seguinte propriedade:

(1) E; também aceita a string w;

(2) E; ndo aceita nenhuma string que nao seja aceita por E.
Usando essa ideia, o algoritmo para obter a expressdo regular de E € o seguinte:

* A partir de E, crie k autdmatos Ej, E, ..., Ex, onde E; é 0 o autdomato (Q, X, 8,490,{qi})

* Encontre as expressdes regulares Ry, R», ..., R; para cada autdmato E; usando os algoritmos

para os casos especiais de autdmatos com apenas um estado final
* Apartirdai,e ERparaEEéR|+Ry+ ...+ Ry,

3Note que como o autdmato niio é deterministico, podem haver vérios estados de aceitagio possivel, mas precisamos
de apenas um deles e, arbitrariamente, tomamos o estado f; para o menor indice i possivel.
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Automatos para linguagens de expressoes regulares

Nesta secdo, nosso objetivo € demonstrar a seguinte afirmacao: Se R é uma expressdo regular
qualquer, entdo L(R) € uma linguagem regular. Isto é enunciado de maneira precisa abaixo:

Teorema 3.6.3 Seja L(R) é a linguagem representada por uma expressao regular R qualquer.
Entdo existe um é—AFD E tal que L(E) = L(R).

Para provarmos o teorema, vamos mostar que o €—AFD com alfabeto X que aceita a linguagem
de R, de mesmo alfabeto, pode ser construido recursivamente a partir da prépria defini¢do recursiva
para as expressoes regulares (Defini¢do 3.6.1).

* Se R é uma expressao regular elementar, entdo €—AFD tem uma das trés formas abaixo:

€

Se R =g, entdo o autdmato acima aceita a linguagem L(g) = {e}.

start —>@

Se R =0, entdo o autdmato acima aceita a linguagem L(@) = 0.

a
an—~(D——(7)

Se R =a, para algum a € ¥, entdo o autdmato acima aceita L(a) = {a}.

* Se R € uma expressao regular composta, entdo €—AFD pode ser construido recursivamente
usando a seguinte estratégia:

Caso 1. Suponha que e a expressdo regular tem a forma composta R = R; + R,. Suponha por inducio
que os e—AFDs Ej e E, aceitam, respectivamente, L(R;) e L(R;). O diagrama abaixo
descreve a forma para o e—~AFD E que aceita a expressdo composta R:

E,

€ €
start —
€ €

E;

Observe o seguinte na constru¢do acima: Os nds E; e E, representam autdmatos para as
linguagens L(R1) e L(R,). A transi¢do A — R; deve ser entendida como saindo do estado A ¢
tendo destino o estado inicial do autdmato E; e a transi¢do E; — B deve ser entendida como
saindo do estado final de E; e tendo como destino B. A mesma ideia vale para as transi¢cdes
A — R e E; — B. Note também que nesta construcio os estados que originalmente eram
iniciais em E; e E; ndo sdo mais iniciais no autdmato composto resultante.
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Exercicio resolvido 3.8 Apresente um autdmato para aceitar a linguagem da expresséo regular
R =0+ 1 sabendo que os dois autdmatos E; e E; abaixo aceitam as linguagens das expressdes
0 e 1, respectivamente:

. 0 . 1
start —> start —

Solucao: Usando a construg@o para o Caso 1, obtemos abaixo o autdmato E que aceita a
linguagem da expressdo 0+ 1:

start —

Caso 2. Suponha que e a expressdo regular tem a forma composta R = R{R». Suponha por indugdo
que os e-AFDs E| e E, aceitam, respectivamente, L(R;) e L(R;). O diagrama abaixo
descreve a forma para o e—~AFD E que aceita a expressdo composta R:

E; E;

Observe o seguinte no esquema da construgdo acima: Os nés E; e E; representam autdmatos
para as linguagens L(R;) e L(R;). A transi¢do E| — E, deve ser entendida como saindo do
final do autdémato £ e tendo destino o estado inicial do autdmato E,. Note também que
nesta constru¢do o estado que originalmente era inicial em £ ndo € mais inicial no autdmato
composto resultante.

Exercicio resolvido 3.9 Apresente um autdmato para aceitar a linguagem de R = (0+ 1)1.

Solucdo: Sabendo que os autdmatos E e E; apresentados no Exercicio Resolvido 3.8
aceitam as linguagens das expressdes (0+ 1) e 1 obtemos o seguinte autdmato para R:

£ O €
O—
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Caso 3. Suponha que e a expressdo regular tem a forma composta R = R}. Suponha por induc@o que
0 €—AFD E| aceita L(R;). O diagrama abaixo descreve a forma para o e—AFD E que aceita
a expressao composta R:

start —( A £ E; £ @

Observe o seguinte no esquema da constru¢io acima: O né Ej representa o autdmato para a
linguagem L(R;). A transi¢do E; — E| deve ser entendida como saindo do final do autdmato
E; e tendo destino o estado inicial do autdmato E;. A transicdo A — Ej sai de A e chega
no estado inicial de E| e a transi¢do E; — B sai do estado final de E| e chega em B. Note
também que nesta construgdo o estado que originalmente era inicial em £ ndo é mais inicial
no autdmato composto resultante.

Exercicio resolvido 3.10 Apresente um autdmato para aceitar a linguagem de R = (0+1)*.

Solucao: Sabendo que o autdmato E apresentados na solugdo do Exercicio Resolvido 3.8
aceita a linguagem da expressdo (0+ 1) obtemos o seguinte autdmato composto para R:
Solucao:
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3.6.3 Exercicios
Exercicio 3.24 Obtenha uma expressdo regular que represente a linguagem do seguinte €-AFN:

0,1

inicio —( A ! @ 0! @ 0! @

Exercicio 3.25 Obtenha um &-AFN cuja linguagem seja a mesma representada pela expressao
regular (0+1)*1(0+1). ]

Exercicio 3.26 Considere os alfabetos £; = {a,b,c} e £, = {0, 1}. Forneca expressdes regu-
lares para as seguintes linguagens:

(a) L C X tal que toda string de L tem pelo menos um a € um b.

(b) Conjunto de strings sobre X, tal que o terceiro simbolo de trés para frente € 1.

(c) L C X5 definido por L = {w | w tenha um niimero par de 0’s e um niimero par de 1’s}.

mostrar o desenvolvimento passo a passo de solucao.

Exercicio 3.28 Considere o e-AFN E = ({90,91,92,93},{a,b,c},0,q0,{g3}) abaixo:

o ¢
1nicio _’
€

| Exercicio 3.27 Dado o AFD abaixo, encontre uma expressao regular equivalente. Vocé deve
| b
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(a) Apresente a tabela de transi¢des da func¢do 8 do autdomato E.

(b) Fornega uma expressdo regular R tal que L(R) = L(E). Mostre passo a passo o desen-
volvimento da sua solugio. C

(00+11)*+ (111)*0. n

| Exercicio 3.29 Forneca um €-AFN que aceite a mesma linguagem da expressdo regular

| Exercicio 3.30 Construa um €-AFN que aceite a mesma linguagem da expressdo regular
00(0+1)*. .
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(4. Para além das Linguagens Regulares
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Existem linguagens ndo regulares? Nas se¢des anteriores nds ja antecipamos que a resposta é
sim. Veremos neste capitulo que algumas linguagens extremamente simples como, por exemplo,
Loy = {0"1" | n > 1}, ndo sdo regulares.

Dada uma linguagem L, se quisermos mostrar que L € regular, basta explicitamente apresen-
tarmos um AFD a aceite. Entretanto, se quisermos mostrar que L ndo € regular, temos que provar
que ndo existe nenhum AFD que aceite L. Ou seja, precisamos usar um argumento que exclua
logicamente a possibilidade de que cada um dos infinitos possiveis AFDs tenha a propriedade de
ser um AFD que aceite L. A demonstracdo deste tipo de afirmagéo tende a ser mais dificil de se
obter. Nosso primeiro objetivo neste capitulo é apresentar uma ferramenta matemética, conhecida
como Lema do Bombeamento, que sera extremamente Util para demonstrarmos que certos AFDs
ndo existem.

4.1 O Lema do Bombeamento para Linguagens Regulares

O seguinte lema sera bastante til para provarmos que certas linguagens ndo sdo regulares:

Lema 4.1.1 — Lema do Bombeamento (LB). Seja L uma linguagem regular. Entdo existe
uma constante 7 tal que Vw € L, com |w| > ¢, o seguinte é verdadeiro:

dx,y,z € £* tal que w = xyz e as trés condigdes abaixo sdo satisfeitas:
My#e @<t @)Vk>0,xfz€L

No decorrer deste capitulo nos referiremos ao Lema 4.1.1 como Lema do Bombeamento ou
simplesmente LB. Agora vamos mostrar como podemos fazer uso do LB para mostrar que uma
linguagem ndo € regular. A vantagem de se usar o LB € que ndo precisamos mostrar explicitamente
que um certo AFD ndo existe. O que acontece aqui € que todo trabalho da prova de inexistécia do
AFD fica “encapsulada” dentro da demonstracdo do LB. Segue um exemplo de como fazer uso do
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Lema do Bombeamento para provar que uma determinada linguagem nao ¢é regular.

Teorema 4.1.2 Ly; = {0'1' | i > 1} ndo é regular.

Prova: Suponha que Lo, € regular. Portanto, usando o LB, sabemos que existe ¢ € N, tal que se
tomaramos uma string w de L “grande o suficiente” ou seja, tal que |w| >z, deve existir x,y,z € L*
tal que w pode ser escrita como w = xyz de maneira que as trés afirmagdes abaixo sdo verdadeiras:
(I)y#€e (2)|xy| <t (3)Vk>0,xy"z € Ly,.
Considere a string w = 0'1". Note que w € Ly; e |w| > t. Portanto podemos aplicar o LB e, com

isso, w pode ser escrita na forma w = xyz tal que as trés afirmagdes acima sio verdadeiras.

Pela condic@o (2), temos que |xy| < ¢ e portanto a string xy contém apenas 0’s. Portanto, todos
os simbolos 1 da string w estio contidos em z (note ndo necessariamente z contém apenas simbolos
1, mas isso ndo € relevante aqui).

Pela condicio (3), a string xy*z deve pertencer a Lo para qualquer k > 0. Portanto, em particular,
xyoz € Lo;. Com isso, temos que xz € Lo;.

Note que |xyz| = 2z. Pela condigdo (1), |xz| < |xyz| e portanto |xz| < 2¢. Como z tem ¢ simbolos
1, a string xz pode ter no maximo t-1 simbolos 0. Isso € uma contradi¢do, pois xz € Ly;. Logo Ly
ndo é regular. (1

Vamos utilizar agora o LB em uma linguagem um pouco mais interessante:

Teorema 4.1.3 L, = {17 | p é um nimero primo } ndo € regular.

Prova: Suponha que L, € regular. Entdo o LB nos diz que existe t € N, tal que se tomaramos uma
string w de L), tal que |w| > t, entdo Jx,y,z € L* tal que w pode ser escrita como w = xyz e:

(Dy#e (2) ol <t (3)Vk>0xtzel,

Considere a string w = 17 para algum primo p >t. Note que w € uma string para a qual
podemos aplicar o LB, pois w € Lp e |w| > t. Portanto w pode ser escrita na forma w = xyz
satisfazendo condic¢des acima.

Pela condicdo (3), a string xy*z deve pertencer a L, para qualquer k > 0. Em particular, para
k = p+ 1, podemos concluir que xy* "'z € L,,.

Note que |xy”*!z| = |xz| + [y?T!|. Seja [y| = n. Com isso temos:

ey? 2| = |xz| 4 |y
=(p—n)+n-(p+1)
=p—n+n+itp
=p+np
=p-(1+n)

Como p é primo, p > 2. Além disso, a condi¢do (1) diz que n > 1, e portanto (1 +n) > 2.
Como ambos p e (1 + n) sdo maiores ou iguais a dois, o produto p- (1 +n) = |xy?*!z| ndo é um
ntimero primo. Isso contradiz o fato que xy?*'z € L, U

O Teorema 4.1.3 mostra que o problema de reconhecer se um determinado nimero € primo
ndo pode ser solucionado usando um algoritmo (ou uma méquina) cujo funcionamento possa ser
descrito por um autdmato finito. Entretanto, observe que aqui estamos permitido que o alfabeto
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contenha apenas simbolos 1, de maneira que os nimeros primos sao representados pelas strings 17,
onde p é um primo. Também podemos provar algo mais “natural”, que € supor que o alfabeto de
entrada é £ = {0, 1} e os primos so as strings bindrias que representem nimeros primos. Embora
a prova disto seja um pouco complicada (veja o Exercicio Opcional 4.6), vamos enunciar este
teorema abaixo. No enunciado do teorema, relembramos que N (w) é o nimero natural que a string
bindria w representa.

‘ Teorema 4.1.4 L, = {w | N(w) é um nimero primo} néo é regular.

Prova: Exercicio 4.6. (I

I Exercicio 4.1 Prove que Ly = {“strings da forma ww®”’} ndo é regular. =

I Exercicio 4.2 Prove que Lo = {w | w tem 0 mesmo niimero de 0’s e 1’s} ndo é regular. ]

Exercicio 4.3 Prove que L0 = {w | 0 nimero de 0’s em w é o dobro do nimero de 1’s} ndo
é regular. =

I Exercicio 4.4 L, = {17 | p é um quadrado perfeito} ndo & regular. ]

Exercicio 4.5 (OPCIONAL) Prove que a seguinte versdo mais forte do Lema do Bombeamento
¢ verdadeira:

Seja L uma linguagem regular. Entdo existe uma constante ¢ tal que Vw € L, com
|[w| > 1, o seguinte é verdadeiro:

Ju,x,y,z,v € L* tal que w = xw'z = uxyzv e as trés condi¢des abaixo sdo satisfeitas:
My#e @<t G)Vk=>0,ux(w)zvel

Exercicio 4.6 (OPCIONAL) Prove que L, = {w | N(w) é um niimero primo} nio é regular.
Dica: Use a versdo do Lema do Bombeamento do Exercicio 4.5. Além disso, para resulver esse
exercicio também podem ser tteis o Teorema de Dirichlet e o Pequeno Teorema de Fermat. =

Exercicio 4.7 Considere o alfabeto {0, 1, M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto: Lyyz =
{wMw® | tal que w € {0,1}* }. Use o Lema do Bombeamento para mostrar que Lgyy nio é
regular. =

Exercicio 4.8 Considere o alfabeto {0, 1,M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto: Ly, =
{0'M1' | tal que i > 1}. Use o Lema do Bombeamento para mostrar que Ly, ndo é regular. =

Exercicio 4.9 Use o Lema do Bombeamento (LB) para provar que a seguinte linguagem sobre
¥ ={0,1} ndo é regular: L = {0°1/ | i > j}. .
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Automato com Pilha (AP)

No capitulo 3 nds apresentamos a definicdo de AFDs e definimos conjunto das linguagens
regulares como sendo exatamente o conjunto de linguagens aceitas por AFDs. Depois disso, modi-
ficamos a nossa defini¢do de autdmatos: primeiro incluimos a habilidade do autdémato “advinhar”
qual transi¢do fazer e, em seguida, adicionamos a possibilidade do autdmato fazer transi¢des €.
Entretanto, o conjunto de linguagens aceitas por tais autdmatos continua sendo as linguagens
regulares. Agora apresentar um cendrio diferente: Vamos dar aos e-AFNs uma habilidade que os
tornardo mais poderosos, isto €, os tornardo capazes de aceitar linguagens que ndo sao regulares.

A habilidade que vamos dar ao autdmato agora ¢ a possibilidade de armazenar informagado
e recuperar informagdo em uma memoria. Entretanto, o tipo de memoria que o autdémato terd
¢ bastante restrito: uma pilha de dados (veja Figura 4.1). O ponto chave aqui é que, embora
o autdmato tenha acesso a um tipo de memoria bastante restrito, este fato serd suficiente para
aumentar o seu poder de computacio.

Wiwy Wy  — e-AFN

S1

52

Sk

Figure 4.1: Esquema conceitual de autdmatos com pilha.

Primeiramente, observamos que este novo modelo é capaz de realizar tarefas que um £-AFN
jé realizava, ou seja, reconhecer linguagens regulares, pois podemos fazer computagdo com o
autdmato simplesmente ignorando a pilha de dados. Entretanto, quando fazendo uso da pilha de
dados, veremos que este modelo de computagdo é capaz de resolver problemas que ndo era possivel
resolver com €-AFNs.

O modelo matemdtico para autématos com pilha

Nesta secao apresentaremos a definicdo matemadtica para um autdmato com pilha. Para tal,
precisamos esclarecer antes como este autdmato funciona. Note primeiamente que durante a
computacdo, um £-AFN executa duas a¢des em cada um de seus passos:

(1) Processa um ou zero simbolos da string de entrada;
(2) Faz uma transicao de estado.

Relembre que a quantidade de simbolos processados na agdo (1) depende da transi¢do efetuada
(um sfmbolo nas transi¢des comuns e zero simbolos nas transi¢cdes €). Quanto a acdo (2), relembre
também que a transi¢@o pode ser fazer com o autdmato fique no mesmo estado que j4 se encontra.
Autdmatos com pilha, por sua vez, executam quatro agdes a cada passo:

(1) Consome um ou zero simbolos da string de entrada;
(2) Desempilha o simbolo do topo da pilha;
(3) Faz uma transicao de estado;
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(4) Empilha uma quantidade finita de simbolos na pilha.

No caso dos €-AFNs, as acdes executadas a cada passo da dependem de um par (estado atual,
simbolo consumido) e por isso, tem o dominio da funcéo de transigéo igual a Q x XU {e}. No caso
dos APs!, as acdes executadas a cada passo da computacio do AP é determinado por uma tripla
com a seguinte forma: (estado atual, simbolo consumido, simbolo desempilhado). Por este motivo,
o dominio da fungdo de transi¢do 6 do autdmato com pilha deve ser Q x XU {e} x I'. A cada passo,
um autdmato com pilha, além de mudar de estado, também empilha simbolos na pilha de dados
(formalmente, empilham uma string de simbolos). Mais precisamente, como estamos lidando com
um modelo de computacdo ndo deterministico, dado (estado, simbolo da entrada, simbolo da pilha)
a fungdo 0 devolve um conjunto de possiveis agdes a serem executadas pelo autdmato, onde cada
elemento € do tipo (novo estado, string empilhada).

DefinicGo 4.2.1 — Autébmatos com Pilha (AP). Um autdomato com pilha P € uma 7-tupla
P=(0Q,X,T,6,q90,%Z,F) tal que:

0,%,qo, F: Tem a mesma interpretacao que em um €-AFN.

I" € o alfabeto da pilha.

Zo € T é o simbolo inicial da pilha. Adicionalmente, temos que Zy ¢ X.

d:0x ZU{&'} xI'— {(ql,yl),((p,'}/z),..., (qk,}/k)}, talque g; € Qe y e I'™.

Na defini¢@o acima, o simbolo Zy €, por convencao, o tinico simbolo presente na pilha no inicio
da computag@o. Assim como fazemos com os demais autdmatos vistos anteriormente, vamos usar
diagramas para representar APs. Nos diagramas, o rétulo de uma transicao do tipo p — g contém,
além do simbolo de X processado na transi¢cdo, o simbolo de I" e a string que deve ser empilhada
quando a transi¢ao ¢é efetuada.

Vamos apresentar um diagrama de um AP com um exemplo instrutivo. Seja X = {0,1}.
Considere a linguagem Ly = {w = xx® : x € Z*}. Observamos que esta linguagem nio é regular
(a demonstracdo deste fato € o objetivo do Exercicio 4.1). O AP Pyg, da Figura 4.2 decide Lgy.

0,20/0Zq
1,20/1Zy
0,0/00
0,1/01
1,0/10 0,0/¢
1,1/11 1,1/e

E?Z();go
e,0
g1/1 8,Z()/Z()
q 92

inicio —( 40 w

Figure 4.2: Diagrama do autdmato com pilha Py que aceita a linguagem Lygy.

ROTULOS NOS DTAGRAMAS DE AUTOMATOS COM PILHA

No caso de diagramas de APs, os rétulos nas transicdes tem a forma a,b/w, onde a,b € X e
w € X*. Por exemplo, na transi¢do ¢; — ¢, aparecem dois rétulos: 0,0/e e 1,1/€.

Os rétulos do tipo a,b/w devem ser interpretados da seguinte maneira: a transicdo é
executada consumindo o simbolo a da string, desempilhando o simbolo b e empilhando a string
w. A sequéncia da simbolos de w € empilhada de trds para frente. Por exemplo, se w = 0Z,

'Estamos usando “AP” para nos referir aos autdmatos com pilha. Entretanto, em alguns textos usa-se o acronimo
PDA, que vem do ingés Pushdown Automata.
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(esta € a string w no primeiro dos seis rétulos existentes na transi¢ao gg — gop), 0 simbolo Zj é
empilhado por primeiro e depois é empilhado o simbolo 0.

Quando projetamos um AP para realizar uma tarefa € comum tomar cuidado para que o simbolo
Zy sempre esteja no “fundo” da pilha para que possamos saber que a pilha esté vazia. Isso ndo é
obrigatério, mas € uma boa pratica no projeto de APs, pois o AP, a cada passo, sempre remove
um simbolo da pilha por padrdo. Mas o que acontece quando o AP tenta fazer uma trasicdo e a
pilha estd vazia? Aqui temos uma situagdo que ndo é muito diferente €-AFNs tentando realizar
uma transi¢cao que nao estd definida: o autdmato morre.

Como ja observamos, o modelo da Defini¢do 4.2.1 nio é determinitico, pois ele ¢ uma gen-
eralizacdo de um modelo que j4 ndo era deterministico. Uma pergunta importante € se este ndo
determinismo faz diferenca, ou seja, se podemos fornecer uma versao deterministica de um AP
que aceite as mesmas linguagens que os APs da Defini¢do 4.2.1. Na Se¢do 4.2.4 daremos uma
definicdo para APs deterministicos e veremos que tais APs nlo aceitam as mesmas linguagens
aceitas por APs ndo deterministicos, embora ainda aceitem um conjunto maior de linguagens do
que as linguagens regulares.

Computacdo com Autématos com Pilha

A computagdo de um autdmato com pilha a computacdo comeca com o autdmato no estado
inicial gp com a string de entrada ainda sem ter sido processada e com a pilha do autdmato contendo
apenas o simbolo Zj. A partir dai, a cada passo, a “situagdo” que a computagio se encontra, serd
chamada de configuracdo da computacio, pode ser sempre descrita dado:

(1) O estado g em que o AP se encontra;
(2) A string w de simbolos ainda ndo processada pelo AP;
(3) A string ¥ de simbolos que estd armazenada na pilha de dados.

A configuragdo do autdmato (g,w,y) pode ser vista como uma “fotografia” do autdmato,
capturando a situagio da computagio naquele momento do tempo?. Formalizamos isso a seguir.

Definicdo 4.2.2 — Configuracdo de um AP. Seja P = (Q,X,T',0,q0,Zo,F) um APe g € Q,
w e X*, yeI'". Uma tripla (g, w,y) € chamada de uma configuragdo de P.

Vamos agora definir o simbolo Fp abaixo:

Definicdo 4.2.3 — Um passo computacional. Seja um AP P = (Q,%,T,6,q0,Z0,F). O
simbolo Fp, usado para representar um passo que leva a computacio de certa configura¢do para
uma outra configuracio, ¢ definido da seguinte maneira:

Se (p,a) € 6(q,a,X), entdo Vw € X* e VB € I'*, temos (g,aw,XB) bp (p,w,aB).

Sejam C; e C; configuragdes de P. A expressdo C; p C; € lida “C; produz C; com um passo
computacional”. A seguir vamos definir o simbolo -5 para generalizar esta ideia para um nimero
arbitrério de passos:

Definicdo 4.2.4 Sejam C;,C;,C; configuragdes de um automato P.
Base: C; -5 C;
Inducdo: C; F; C; se 3Cy tal que C; Fp Cr e Gy 5 C;.

2 A tripla contendo estes trés elementos também é chamada em alguns textos de descricdo instantdnea do autdmato.
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A expressao C; Fp C; € lida “C; produz C;”.

= Exemplo 4.1 Sabemos que o AP Py da Figura 4.2 aceita a string 010010. Portanto, podemos
escrever o seguinte: (qo,010010,2y) Fp, . (92,€,Z0). .

Definicdo 4.2.5 — Arvore de computacdes possiveis de APs. Dado um AP P e uma
string w. A drvore de computagdes possiveis de P = (Q,%, T, 8, qo,Zo, F) com a string w € X* é
definida indutivamente:

Base: Inclua na drvore o né raiz correspondente a configura¢do Co = (go,w, Z).

Indugao: Seja C; um né da drvore. Se C; I-p C;, entdo inclua o n6 C; como filho de C; na drvore.

Figure 4.3: A drvore de computagdes possiveis do AP Py da Figura 4.2 com a string 1111. O né
marcado com dois circulos concéntricos € um né que corresponde a uma configuragdo em que o
AP aceita a string de entrada.

Definicdo 4.2.6 — Aceitacao e rejeicdo de strings. Seja P = (Q,X,1",8,q0,Zy, F) um AP.
Dado w € ¥, dizemos que P aceita w se (qo.w,Zo) b5 (q,€,0) para g € F e o € I'* qualquer.
Caso contrdrio, dizemos que P rejeita w.
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A linguagem de um AP € conjunto de strings que ele aceita, conforme a definicio a seguir.

Definicdo 4.2.7 — Linguagens de APs. Seja P = (Q,X,T,8,q0,Zo,F) um AP. Definimos
a linguagem de P como sendo L(P) = {w € £* : (qo,w,Zo) b (q,€,00) parage F e a € T*
qualquer}.

I Exercicio 4.10 Mostre que toda linguagem regular € aceita por um autdmato com pilha. L

Exercicio 4.11 O conjunto das linguagens regulares estd estritamente contido no conjunto das
linguagens que podem ser aceitas por APs? Justifique sua resposta. "

Aceitacdo por pilha vazia

Relembramos que quando projetamos um AP, normalmente tomamos cuidado para que o fundo
da pilha sempre contenha o simbolo Zy, pois o AP morre quando tenta fazer uma trasicdo com a
pilha vazia. O que vamos fazer agora ¢ mudar completamente como entendemos a computagéo
feita pelo AP. Vamos projetar APs de maneira que eles morram exatamente quando terminarem de
ler a string de entrada.

Neste contexto, a pergunta chave que queremos fazer agora € a seguinte: quais sdo as strings
que fazem com que um determinado AP esvazie completamente sua pilha (e por consequéncia
morra no passo seguinte)? Dado um AP P, vamos definir a seguir N(P) como sendo o conjunto
contendo toda string que faz o AP morrer com a pilha vazia. Observe que o conjunto N(P) ndo é a
linguagem do AP, embora, em algumas situacdes, este possa ser o caso.

Definicdo 4.2.8 Seja P = (Q,X,I',8,q0,Zp,F) um AP. Entdo N(P) = {w ; (q0,w.Zo) F5
(g,€,€) para g € Q qualquer}.

» Exemplo 4.2 Como o AP Py, da Figura 4.2 nunca esvazia a pilha, entdo N(Prr) = @. "

Observe que as strings de entrada de um dado AP P caem em dois casos: as strings que esvaziam
a pilha de P e as strings que ndo esvaziam a pilha de P. Assim como temos pensado no AP P
como tendo um certo poder de computa¢do capaz de distinguir se uma dada string pertence ou ndo
pertence a L(P), podemos também pensar que P também tem um certo poder de computacdo para
distinguir se a dada string pertence ou nao pertence a N(P). A partir de agora, vamos formalizar
esta ideia e dizer que as strings de N(P) sdo as strings que P aceita por pilha vazia. Observe que o
fato de que P aceite por pilha vazia uma dada string w, ndo implica necessariamente que P aceite
(no sentido da string estar na linguagem do AP) esta mesma string w. Entretanto, os seguintes
teoremas mostram ha uma certa equivaléncia entre os dois modos de aceitacio de strings.

Teorema 4.2.1 Seja L a linguagem de um AP P. Entdo existe um AP P’ tal que N(P') = L.

Teorema 4.2.2 Seja N(P) o conjunto de strings aceitas por pilha vazia de AP P. Entdo existe
um AP P’ tal que L(P") = N(P).
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Autéomatos com pilha deterministicos (APDs)

Vamos finalizar esta se¢do sobre APs seguindo a direcio oposta que vinhamos fazendo desde o
Capitulo 3. Até agora vinhamos, pouco a pouco, generalizando o nosso modelo de computagdo.
Agora, vamos dar “um passo para trds” e definir um modelo de computa¢iio um pouco mais restrito.
Chamaremos este modelo de Autémato com Pilha Deterministico (APD).

Definicdo 4.2.9 — Autdmatos com Pilha Deterministicos (APDs). Um Autémato com Pilha
Deterministico (APD) é um Autémato com Pilha P = (Q,X,T,0,q0,Zo,F) cuja fungdo de
transi¢do O tem as seguintes restrigdes:

1. Para quaisquer, g € Q,a € XU{e} e X €T, temos |6(q,a,X)| < 1,

2. Seexiste g€ Q,acXeX eI tal que 8(q,a,X) # &, entdo 6(q,€,X) = &.

I Exercicio 4.12 Mostre que toda linguagem regular pode ser decidida por um APD. L

Exercicio 4.13 Considere o alfabeto {0,1,M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto:
Liyr = {wMwF | tal que w € {0,1}* }. Mostre um APD que decida Lyyg. n

Teorema 4.2.3 O conjunto de linguagens decididas por APs € estritamente maior do que o
conjunto das linguagens regulares.

Prova: A demonstracéo é consequéncia direta dos Exercicios 4.8, 4.12 e 4.13. [J

Teorema 4.2.4 Toda linguagem decidida por um APD também € decidida por um AP.

Prova: Como APDs sdo casos particulares de APs, trivialmente toda linguagem decidida por um
APD também ¢ decidida por um AP. []

A pergunta natural agora € se toda linguagem decidida por AP também pode ser decidida por
um APD. O teorema a seguir enuncia que isto ndo é verdadeiro.

Teorema 4.2.5 Nao existe APD que decida a linguagem Lgg.

Gramdticas Livre de Contexto

Na Secdo 3.6 nds vimos que podemos usar expressdes regulares para reprentar linguagens. Mais
precisamente, vimos que as linguagens representdveis por expressdes regulares sdo exatamente
as linguagens aceitas por automatos finitos. Neste secdo vamos fazer algo semelhante. Vamos
apresentar um outro formalismo matemadtico, chamado de Gramadticas Livres de Contexto (GLC),
que também pode ser usado para representar linguagens. Na sequéncia veremos que as linguagens
representdveis por GLCs sdo precisamente as linguagens aceitas por APs.

Definicao formal de gramdticas livre de contexto

O objeto matemdtico que usaremos para representar linguagens nesta se¢iao € uma quadrupla.
Vamos primeiramente apresentar a definicio matematica deste objeto e, em seguida, explicaremos
como associamos uma linguagem a estas quadruplas.
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Definic@o 4.3.1 Uma Gramdtica Livre de Contexto é uma quddrupla G = (V,T,P,S) tal que:

* V ¢ o conjunto de varidveis

* T € o conjunto de simbolos terminais.

* P ¢ o conjunto de regras de produgdo, sendo que cada elemento de P € uma expressio da
forma X — W,onde X € V e W é uma string de (VUT)*.

e S ¢ avaridvel inicial, onde S € V.

Para simplificar, muitas vezes diremos apenas “gramdticas”, ao invés de gramdticas livres de
contexto e apenas “regras” ao invés de regras de producao.

= Exemplo 4.3 G, = ({P},{0,1},A, P) é uma gramdtica onde A contém as seguintes regras:

P—e

P—0

P—1

P — 0PO

P—1P1 n

Na Secdo 4.3.2 veremos como formalmente podemos associar linguagens a gramdticas, como a
que acabamos de ver no Exemplo 4.3. Por enquanto vamos apenas nos certificar que entendemos
exatamente que tipo de objeto matematico € uma gramatica. Vamos a mais um exemplo:

» Exemplo 4.4 G, = ({I,E},{a,b,0,1,+,%,(,)},A1,E) onde as regras de A; sdo:

E—1T

E—E+E

E—ExE

E — (E)

I —a

I1—b

I—Ia

I —1b

I — 10

I—11 .

Mais uma vez, para simplificar, em vez de escrever a lista completa de regras de um dado
conjunto de regras, vamos utilizar uma nota¢do mais compacta. No caso do Exemplo 4.4, ao invés
de gastar dez linhas para descrever o conjunto de regras A, poderiamos ter usado apenas duas
linhas e o descrito da seguinte maneira:

E — I|E +E|E +E|(E)
I — a|b|la|Ib|I0|11

De maneira semelhante, o conjunto de regras do Exemplo 4.3 é descrito por P — €|0|1|0PO|1P1.

Derivagdes de uma gramdtica

Dada uma gramatica G, veremos agora qual é a linguagem L(G) que esta gramadtica representa.
Para chegarmos a tal defini¢do, vamos definir o conceito de derivagdo de strings. A ideia é que as
strings derivaveis de G sdo as strings que pertencem a linguagem L(G).
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Definicdo 4.3.2 Seja G = (V,T,P,S) uma gramdtica e seja uma string ¢Af} onde A € V e
o,f € (VUT)*. SejaA — yuma regra de P. Entdo dizemos que aAf = ayB

No exemplo acima, dizemos que a string @y pode ser derivada da string ¢Af na gramética
G. Alternativamente a a string @A produz a string oy na gramatica G. Observe que tanto o yf3
quanto oA} sdo strings cujos simbolos pertencem ao conjunto V U T. Estas strings sdo chamadas
de termos sentenciais. As strings cujos simbolos pertencem apenas ao conjunto 7" sdo chamadas
de strings terminais. Note que uma derivagcdo pode ser aplicada apenas a strings que sdo termos
sentenciais. Por outro lado, quando formos definir quais sio as strings que pertencem a uma dada
gramdtica, estaremos interessados apenas em strings terminais.

Antes de seguir em frente, vamos mostrar como usar a Defini¢do 4.3.2 dizer formalmente que a
ax* (a+b00) pode ser derivada da gramdtica G; do Exemplo 4.4.

n Exemplo 4.5 A string a * (a4 b00) pode ser derivada da gramética G, pois:

E=ExE=I+E=a+E=ax(E)=a*x(E+E)=ax(I+E)=ax(a+E)=ax(a+I)=
ax(a+10) = ax(al00) = ax (a+ b00) .

A préxima defini¢do serd qtil para indicar que uma string pode derivada de uma dada gramadtica
usando uma ou mais derivagdes.

Definicdo 4.3.3 Sejam «, B,y € (VUT)*, definimos indutivamente =;:

BASE: a = o
INDUCAO: se o =, B e B = 7. entdo o =% ¥

No Exemplo 4.5 vimos que podemos derivar a* (a+b00) de G; Usando uma série de derivagoes.
Agora temos uma maneira formal de dizer isso: E =(; a * (a+ b00). Com isso podemos definir
qual é linguagem associada a uma dada gramética.

Definicdo 4.3.4 — A Linguagem de uma Gramdtica. Dada uma gramética G = (V,T,P,S),
alinguagemde GEL(G) ={weT*|S=; w}.

Derivacdo mais a direita e mais a esquerda

Em algumas situagdes pode ser ttil fixarmos que em uma derivacdo de uma string o nés
sempre escolhemos aplicar a regra de producdo a varidvel mais a esquerda presente em @ (caso
haja mais de uma varidvel na string ). Tal derivagdo é dita mais a esquerda. Escrevemos =, €
=, (@assumindo que G € conhecida). Similarmente temos derivagdes mais a direita e podemos
representd-las usando os simbolos =, € =7,

I Exercicio 4.14 Verifique que a derivagido de G; do Exemplo 4.5 é mais a esquerda =

I Exercicio 4.15 Forneg¢a uma derivagdo mais a direita para a gramatica G; do Exemplo 4.4. =

Definicdo 4.3.5 — Linguagens Livre de Contexto. Se L ¢é a linguagem de uma gramadtica
livre de contexto G, entdo dizemos que L € uma Linguagem Livre de Contexto. Neste casos
dizemos que a gramdtica G gera a linguagem L.

= Exemplo 4.6 As linguagens L(G,) e L(G1) das gramaticas dos Exemplos 4.3 e 4.4 sdo linguagens
livre de contexto, pois sdo geradas por gramadticas livre de contexto. =
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Arvores de andlise sintdtica

Exercicio 4.16 Veja no livro [Sip06] o conceito de drvore de andlise sintética (também conheci-
das como 4rvores de derivac@o ou parse trees) de graméticas livres de contexto. =

Ambiguidade de Gramdticas

Seja G = (V,T,P,S) uma gramdticae w € L(G). Se existem duas drvores de derivacdo diferentes
para w, entdo dizemos que G € ambigua. Se existe exatamente uma arvore de derivacio para cada
string w € L(G), entdo G é uma gramdtica ndo ambigua.

OBSERVACOES IMPORTANTES:

* Mesmo que uma string tenha vdrias derivacdes diferentes, isso ndo necessariamente quer
dizer que a gramadtica seja ambigua. A gramdtica somente é ambigua se existir uma string
que admita mais do que uma drvore de derivagdo.

* Por outro lado, no caso de apenas permitirmos derivagdes mais a esquerda e ainda assim
pudermos obter mais do que uma derivagdo de uma dada string, podemos concluir que
a gramética é ambigua. O mesmo pode ser dito no caso em que permitimos apenas
derivagdes mais a direita.

Dada uma linguagem livre de contexto L, por defini¢do existe uma gramatica livre de contexto
G tal que L(G) = L. Podemos nos perguntar se sempre € possivel obter G que gere L tal que
G ndo seja ambigua. A resposta € ndo, pois pois existem linguagens livre de contexto que sdo
ditas inerentemente ambiguas. Mais precisamente, isso quer dizer que existem linguagens livre de
contexto L tal que para toda gramdtica G tal que L(G) = L, a gramética G é ambigua. A linguagem
L={d"b"c"d"™;n>0,m >0} U {a"b"c"d";n > 0,m > 0} é um exemplo de tal linguagem. Entre-
tanto ndo vamos apresentar aqui a demonstragdo de que esta linguagem é€ inerentemente ambigua,
pois isto é bastante complicado e estd fora do escopo deste curso.

Equivaléncia entre APs e gramdticas livre de contexto

Enunciamos abaixo o teorema mais importante a respeito de APs e graméticas:

Teorema 4.3.1 Uma linguagem L é livre de contexto < existe um AP que aceita L.

APDs e ambiguidade de gramdticas

O Teorema 4.3.1 mostra que o conjunto de linguagens aceitas por APs é exatamente o mesmo
conjunto das linguagens expressa por gramaticas. Por outro lado, vimos anteriormente que o
conjunto das linguagens aceitas por APs ndo é o mesmo que o conjunto de linguagens aceitas por
APDs. Além disso, vimos que algumas gramaticas sdo inerentemente ambiguas. Em outras palavras,
o mundo das linguagens livres de contexto € bem mais sutil do que o mundo das linguagens regulares.
Enunciamos a seguir dois teoremas que mostram a relaco entre ambiguidade de gramdticas e
APDs.
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Teorema 4.3.2 Se L = L(P) para algum APD P, entdo existe uma gramadtica livre de contexto
ndo ambigua G tal que L(G) = L.

Teorema 4.3.3 Existe uma gramatica livre de contexto ndo ambigua G tal que ndo existe nenhum
APD que aceite G.

4.3.8 Exercicios

I Exercicio 4.17 Fornega um AP que aceite a linguagem {0"1" | n > 1}. .

I Exercicio 4.18 Fornega um AP que aceite a linguagem L = {0°1/ | i > j}. .

Exercicio 4.19 Considere o alfabeto X que contém os simbolos de “abertura” ¢ “fechamento”
de paréntesis, ou seja £ = {(,) }. Forneca um AP que aceite a linguagem das strings de paréntesis
balanceados sobre ¢. Por exemplo, a string (()(())) deve ser aceita, enquanto a string ())(
ndo deve ser aceita. =

Exercicio 4.20 Seja A = {a,b,c} e seja L a linguagem {a"bc” | n > 1} sobre o alfabeto A.
Fornega um AP que aceite a linguagem L. C

I Exercicio 4.21 Apresente um AP para a linguagem das strings palindromas sobre o alfabeto
r={0,1}. u

I Exercicio 4.22 Fornega uma CFG para a linguagem {0"1" | n > 1}. .

Exercicio 4.23 Observe que a linguagem da expressdo regular 0*1(0+1)* é a mesma lin-
guagem da gramdtica regular G = (V,T,P,S) com as regras abaixo:

S—AlB

A—0A|¢e

B—O0B|1B|¢

Fornega uma derivagcdo mais a direita e uma derivacdo mais a esquerda da string 00101. =
Exercicio 4.24 Considere a gramdtica G = (V,T,P,S), onde V = {S}, T = {0, 1} e as regras
de P sdo:

S—e|0]1]050]151

Considere agora a seguinte defini¢do: S(G) ={w € (VUT)* | S = w}. Com isso em mente,
fornega um exemplo de string w tal que w € S(G) \ L(G). .
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Exercicio 4.25 Fornega uma gramética que tem como linguagem expressdes bem formadas em
16gica proposicional. Lembre que em uma expressdao bem formada em 16gica proposicional
pode ter varidveis x1,xp,Xx3, ..., operadores bindrios A, V, =, <, operador undrio — e abertura e
fechamento de parénteses. n

Exercicio 4.26 Considere a gramética G = (V,T,P,S), onde
* V = { [STMT], [IF-THEN], [IF-THEN-ELSE], [ASSIGN] }
o T = { a =1, if, condition, then, else }
e § = [STMT]
Onde as regras sao:

[STMT] — [IF-THEN] | [IF-THEN-ELSE] ’ [ASSIGN]
[IF-THEN] —> if condition then [STMT]

[IF-THEN-ELSE] — if condition then [STMT] else [STMT]

[ASSIGN] — a=l

A gramitica G acima € naturalmente o fragmento de uma linguagem de programacio,
entretanto G € ambigua. Mostre que a gramdtica é ambigua e forneca uma outra gramdtica nao
ambigua equivalente. =

Exercicio 4.27 Para responder as questdes abaixo assuma que o alfabeto é X = {a,b,c}.
(a) Fornegca um AP P tal que L(P) = {a™b"c"; m,n > 0}.
(b) Forneca uma Gramdtica G tal que L(G) = {a"b""; m,n > 0}.

I Exercicio 4.28 (OPCIONAL) Prove que L = {a"b"c"*; n > 0} ndo € livre de contexto. .

Exercicio 4.29 A intersecdo de duas linguagens regulares também é uma liguagem regular. Por
ter esta propriedade, as linguagens regulares sdo ditas fechadas sob intersecdo. Nesta questdo
vocé deve provar que esta propriedade de ser fechada sob interse¢do ndo vale para linguagens
livre de contexto, ou seja, vocé deve provar que existem linguagens livre de contexto L; e L, tal
que L; N Ly ndo € uma linguagem livre de contexto. Dica: Tente usar o fato de que a linguagem
da questao 4.28 ndo € livre de contexto. =



