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Grau

v δG (v)

1 2
2 3
3 3
4 3
5 4
6 1
7 0

grau de v :

número de arestas de G incidentes em v

δG (v) := |∂G (v)|
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todos os vértices tem grau k



Grafo Regular
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Teorema 2

Todo grafo não trivial tem dois vértices com mesmo grau.

Demonstração.

Seja G um grafo de n vértices.

(1) Se G tem vértice de grau 0, não pode ter vértice de grau n − 1.

(2) Se G tem vértice de grau n − 1, não pode ter vértice de grau 0.

Portanto não pode ocorrer (1) e (2) ao mesmo tempo em G .
Em ambos os casos: no máximo n− 1 posśıveis valores para os graus de n vértices.

Pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos, dois vértices tem o mesmo grau.
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Matriz de Incidência

MG =

1,2 1,4 2,3 2,5 3,4 3,5 4,5 5,6

1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 1 0 1 1 0 0 0 0
3 0 0 1 0 1 1 0 0
4 0 1 0 0 1 0 1 0
5 0 0 0 1 0 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0

uma linha para cada vértice

uma coluna para cada aresta

na linha v , coluna a tem

1 se v ∈ a
0 se v /∈ a

MG [v , a] =

{
0, se v /∈ a,

1, se v ∈ a.
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∑
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A soma dos graus dos vértices é o dobro do número de arestas.∑
v∈V (G)

δG (v) = 2|E (G )|

Demonstração.

Matriz de incidência de G :
a1 a2 . . . am

∑
linha

v1 M[v1, a1] M[v1, a2] . . . M[v1, am] δ(v1)
v2 M[v2, a1] M[v2, a2] . . . M[v2, am] δ(v2)
...

...
...

. . .
...

...
vn M[vn, a1] M[vn, a2] . . . M[vn, am] δ(vn)∑
coluna 2 2

. . . 2



Teorema 3
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Corolário 4

(“handshaking lemma”)

O número de vértices de grau ı́mpar é par

Demonstração.∑
v δ(v) =

∑
v de grau par δ(v) +

∑
v de grau ı́mpar δ(v)∑

v de grau ı́mpar δ(v) =
∑

v δ(v) −
∑

v de grau par δ(v)∑
v de grau ı́mpar δ(v) = 2|E (G )| −

∑
v de grau par δ(v) (T. 3)∑

v de grau ı́mpar δ(v) = par − par∑
v de grau ı́mpar δ(v) = par

Portanto |{v de grau ı́mpar}| deve ser par
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O número de vértices de grau ı́mpar é par
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Sequência de Graus

(4, 3, 3, 3, 2, 1, 0)

sequência de graus: (δ(v1), . . . , δ(vn))

não-crescente, i.e., δ(v1) ≥ δ(v2) ≥ . . . ≥ δ(vn−1) ≥ δ(vn)

sequência gráfica: sequência de inteiros que é sequência de graus de algum grafo

(2, 1, 0) não é sequência gráfica
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Sequência de Graus

(4, 3, 3, 3, 2, 1, 0)

sequência de graus: (δ(v1), . . . , δ(vn))

não-crescente, i.e., δ(v1) ≥ δ(v2) ≥ . . . ≥ δ(vn−1) ≥ δ(vn)

sequência gráfica:

sequência de inteiros que é sequência de graus de algum grafo
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Grau Máximo e Grau Ḿınimo

∆(G) = 4

δ(G) = 0

grau máximo:

∆(G ) := max {δG (v) | v ∈ V (G )}

grau ḿınimo: δ(G ) := min {δG (v) | v ∈ V (G )}
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