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2026 / Primeiro Semestre



Programação Linear

Notação: Dados vetores a, b de dimensão n, escrevemos a < b se ai < bi , i = 1, ..., n.

Programação Linear (PL):

▶ Instância: Uma tripla (A, b, c) onde A é uma matriz m × n sobre R,
b é um vetor sobre Rm e c é um vetor sobre Rn.

▶ Solução: Um vetor x∗ ∈ Rn satisfazendo

▶ Ax∗ ≤ b,
▶ cTx∗ ≥ cTx , ∀x | Ax ≤ b Obs: vetores são tratados

como matrizes com apenas
uma coluna; Às vezes
também como tuplas.

Em alguns contextos será dito também da seguinte forma:

“obter x que maximize cT x , sujeito a Ax ≤ b”

“maximizar cT x , sujeito a Ax ≤ b”, entre outras formas...



Programação Linear: Modelagem e algoritmos

PL: Dado (A, b, c), encontrar x tal que cT x seja máximo, respeitando Ax ≤ b

▶ Nesta e nas próximas aulas: Vamos estudar o problema em si

▶ Trata-se de um problema muito estudado e útil

▶ Depois: veremos o Algoritmo Simplex para solucionar o problema

▶ Algoritmo Simplex: eficiente na prática
complexidade suavizada polinomial
(complexidade de pior caso exponencial)

▶ Existem outros algoritmos para o problema
(e.g., Método Elipsoidal que é polinomial mesmo no pior caso)



Um problema envolvendo vetores reais:

Suponha que queiramos encontrar um par x = (x1, x2) ∈ R2 tal que x1 + x2 seja
máximo e que satisfaça as desigualdades:

▶ x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0

▶ x2 − x1 ≤ 1

▶ x1 + 6x2 ≤ 15

▶ 4x1 − x2 ≤ 10

Podemos modelar isto como um problema de PL, pois podemos reescrever
−x1 ≤ 0

−x2 ≤ 0
−x1 +x2 ≤ 1
x1 +6x2 ≤ 15
4x1 −x2 ≤ 10

i.e.,


−1 0
0 −1
−1 1
1 6
4 −1


(
x1
x2

)
≤


0
0
1
15
10

 maximizando (1 1)

(
x1
x2

)

Encontrar x significa encontrar uma solução para a instância (A, b, c) de PL:

A =


−1 0
0 −1
−1 1
1 6
4 −1

, b =


0
0
1
15
10

 e c =

(
1
1

)
.



Programação Linear: Interpretação geométrica

Maximizar: x1 + x2
Sujeito a:

−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0

−x1 +x2 ≤ 1
x1 +6x2 ≤ 15
4x1 −x2 ≤ 10



Programação Linear

Maximizando a função objetivo f (x1, x2) = x1 + x2

Observação: Considere a equação reta x1 + x2 = s (no exemplo acima, s = 2)

Note que para qualquer s, c = (1, 1) é o vetor normal a esta reta

Para pensar: Se tivéssemos n variáveis? Qual seria a interpretação geométrica?



Programação Linear
Relembrando:

Programação Linear (PL):

▶ Instância: Uma tripla (A, b, c) onde A é uma matriz m × n sobre R,
b é um vetor sobre Rm e c é um vetor sobre Rn.

▶ Solução: Um vetor x∗ ∈ Rn satisfazendo

▶ Ax∗ ≤ b,
▶ cTx∗ ≥ cTx , ∀x | Ax ≤ b

A matriz A junto com o vetor b define as restrições;
O vetor c define função objetivo.

▶ E se tivéssemos, por exemplo, a restrição 2x1 + x2 ≥ 5?

▶ Multiplique a equação por (−1)

▶ E se tivéssemos uma restrição do tipo 2x1 + x2 = 5?

▶ Crie duas restrições: 2x1 + x2 ≤ 5 e

2x1 + x2 ≥ 5. (depois multiplique esta por (−1)
▶ E se quisermos minimizar?

▶ Multiplique a c por (−1)



Programação Linear

Considere a função objetivo dada por ( 1
6
, 1)

Quantas soluções temos?

▶ Infinitas (todos pontos da reta destacada)



Programação Linear

Invertendo restrições no exemplo original

Quantas soluções temos?

▶ Nenhuma solução



Programação Linear

Removendo restrições no problema original

Quantas soluções temos?

▶ Nenhuma solução



Programação Linear: Mais exemplos

Minimizar custos com dieta equilibrada:

Queremos a quantidade x1 de cenoura, x2 de repolho e x3 de pepino (em kg)

Minimizar: 0.75x1 + 0.5x2 + 0.15x3
Sujeito a: x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

x3 ≥ 0

35x1 + 0.5x2 + 0.5x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 10x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4



Programação Linear: Mais exemplos

Maximizar fluxo em uma redes:

Variáveis: Para cada aresta {u, v}, uma variável xuv
Maximizar o quê? Quais restrições?



Programação Linear: Mais exemplos
Maximizar fluxo em uma redes:

Variáveis: Para cada aresta {u, v}, uma variável xuv

Maximizar xoa + xob + xoc

Sujeito a − 3 ≤ xoa ≤ 3, −1 ≤ xob ≤ 1, −1 ≤ xoc ≤ 1

− 1 ≤ xab ≤ 1, −1 ≤ xad ≤ 1, −3 ≤ xbe ≤ 3

− 4 ≤ xcd ≤ 4, −4 ≤ xce ≤ 4, −4 ≤ xdn ≤ 4

− 1 ≤ xen ≤ 1

xoa = xab + xad

xob + xab = xbe

xoc = xcd + xce

xad + xcd = xdn

xbe + xce = xen.



Programação Linear: Mais exemplos

Minimizar custos em fábrica de sorvetes:

▶ Produção “uniforme” tem custos (estoque) e pode não ser viável

▶ Produção “variável” tem custos (custos trabalhista, maquinário, etc)

▶ PL: planejar quanto produzir minimiz. custos inerentes a variação de produção

▶ Outros custos, margem de lucro, fornecedores etc: problema a parte



PL - Modelagem: Fábrica de sorvetes

Variáves e desigualdades:

▶ Quanto produzir no mês i : xi , para meses i = 1, ..., 12;

▶ Demanda e quantidade estocada ao fim do mês i : di e si ;

▶ Produzindo o suficiente: xi + si−1 ≥ di
▶ Fica estocado para mês seguinte: xi + si−1 − di = si .

Portanto temos 12 equações: xi + si−1 − si = di

Variável auxiliar s0 e estoque vazio no fim do ano nos dá mais duas

equações: s0 = 0 e s12 = 0

▶ Custos para ter produção variável:

▶ Mudar produção do mês i − 1 para mês i : $50 (por tonelada)
▶ Custo de armazenamento no mês i : $20 (por tonelada)
▶ Portanto, custo total:

▶ 50
∑12

i=1 |xi − xi−1|+ 20
∑12

i=1 si (função objetivo)

▶ Como a função objetivo tem o caso i = 0, também precisamos criar
mais uma variável auxiliar x0 e criar mais uma de restrição: x0 = 0.

▶ Há algo errado com a função objetivo? NÃO É LINEAR!



PL - Modelagem: Fábrica de sorvetes

▶ Função objetivo: 50
∑12

i=1 |xi − xi−1|+ 20
∑12

i=1 si
▶ Observe: a variação |xi − xi−1| é sempre ≥ 0 i.e., mudança na produção:

▶ tem aumento de yi , ou diminuição de zi (ambos valores ≥ 0)
▶ na função objetivo, trocamos |xi − xi−1| por yi + zi .

e criamos uma nova equação: xi − xi−1 = yi − zi

Com isso, o programa linear é:

▶ Minimizar: 50
∑12

i=1 yi + 50
∑12

i=1 zi + 20
∑12

i=1 si
▶ Sujeito a:

A resposta para uma dada instância é um vetor (y∗, z∗, s∗) Mas não queŕıamos x∗?

▶ Nossa resposta pode ser calculada fazendo: x∗i = y∗
i + z∗i

Note: Para i = 1, ..., 12, y∗
i ou z∗i é zero (caso contrário, solução não é ótima)



PL - Modelagem: fábrica de sorvetes

Demanda vs Produção:



PL - Modelagem: fábrica de papel

Fábrica produz rolos de papel com 3 metros de largura.

▶ Compradores querem larguras diversas, menores ou igual a 3 metros.

Por exemplo, um rolo de 3m pode ser cortado em:

▶ dois rolos de 93cm
▶ um rolo de 108
▶ sobra: 6cm



PL - Modelagem: fábrica de papel
Considere o pedido:

▶ 97 de 135cm 610 de 108cm

▶ 395 de 93cm 211 de 42cm

Quantos rolos de 3 metros devem ser produzidos? Possibilidades de cortes:

▶ xi : quantidade de rolos cortados seguindo o esquema de Pi

▶ Por exemplo, se temos x1 = 10, x12 = 2 e demais xi = 0

Temos 20 rolos de 135cm e 14 rolos de 42cm

▶ Precisamos criar equações para satisfazer as 4 restrições

Por exemplo, para restrição “395 de 93cm”, fazemos

▶ x3 + 2x6 + x7 + 3x9 + 2x10 + x11 ≥ 395 (análogo para demais restrições)

▶ Função objetivo: minimizar
∑12

j=1 xj

Solução: x1 = 48.5, x5 = 206.25, x6 = 197.5 (demais xi = 0)
Pergunta: soluções fracionárias são aceitas?



Soluções inteiras

Para algumas aplicações de PL queremos soluções inteiras, mas a solução
ótima de um PL pode não ser inteira.

▶ Para o problema da fábrica de papel podeŕıamos usar a solução ótima
arredondada como resposta?

▶ Solução encontrada: x1 = 48.5, x5 = 206.25, x6 = 197.5
▶ Arredondando, teŕıamos x1 = 49, x5 = 207, x6 = 198
▶ Assim, a resposta fica com 454 rolos de papel

(lembrando: a função objetivo é
∑12

j=1 xj)

▶ Entretando, existe uma solução viável inteira com 453 rolos:

▶ x1 = 49, x5 = 207, x6 = 196, x9 = 1

E agora? Será que PL pode ser útil em problemas cuja solução é inteira?

▶ Às vezes sim, às vezes não.



Programação Linear Inteira

Programação Linear (PLI):

▶ Instância: Uma tripla (A, b, c) onde A é uma matriz m × n sobre R,
b é um vetor sobre Rm e c é um vetor sobre Rn.

▶ Solução: Um vetor x∗ ∈ Zn satisfazendo

▶ Ax∗ ≤ b,
▶ cx∗ ≥ cx , ∀x | Ax ≤ b



Programação Linear Inteira (PLI)
Exemplo para PLI com duas variáveis

▶ Espaço de busca: pontos de Z2

▶ Soluções viáveis e ótimas: subconjunto destes pontos

Obs: Como em PL, por enquanto estamos focando apenas no problema de PLI

Depois veremos como uma solução para PL pode ajudar a solucionar um PLI

(embora isso nem sempre seja posśıvel, pois PLI é um problema dif́ıcil)



Programação Linear Inteira (PLI)

Associando candidatos a vagas de emprego:

▶ Queremos preencher todas as vagas, maximizando as preferências.

▶ Antes de pensarmos em PLI, será que uma estratégia mais simples não
funciona? Um algoritmo guloso resolve o problema?



Programação Linear Inteira (PLI): Emparelhamento

Solução via algoritmo guloso:

▶ Solução obtida não é viável.

▶ E no caso em que não existe a restrição de preenchimento de todas a
vagas, o algoritmo funciona? Mesmo neste caso não funciona!



Definições auxiliares: grafos bipartidos
Seja G = (V ,E) um grafo.

Grafo Bipartido: O grafo G é bipartido se existe uma partição (X ,Y ) de V (G)
tal que X e Y são conjuntos independentes. Dois exemplos:

A B C

D E

A B C

D E F

Emparelhamento perfeito: M ⊆ E é um emparelhamento perfeito em G se
∀v ∈ V , |∂M(v)| = 1, onde ∂M(v) é o cjt. de arestas de M incidentes a v , i.e.,

▶ nenhum par de arestas de M tem pontas em comum

▶ cada vértice de V é ponta de alguma aresta de M

A B C

D E

A B C

D E F

não admite emparelhamento perfeito admite emparelhamento perfeito



Exemplo de PLI
emparelhamento perfeito máximo em grafos bipartidos (epmb)

Instância: Grafo ponderado bipartido G = (V ,E)
Solução: Um emparelhamento perfeito de peso máximo em G , caso exista

Idéia importante: Dado G ,

▶ Queremos construir uma instância I = (AG , bG , cG ) de PLI tal que

▶ A solução para I nos fornece a solução para a instância original G

Variáveis: ∀e ∈ E , temos uma variável xe

▶ Queremos variáveis binárias: xe = 1 ou 0 indica se e ∈ M ou e /∈ M

▶ Para isso, temos a restrição: 0 ≤ xe ≤ 1 e xe ∈ Z

Equações: Para cada vértice v ∈ V temos uma equação:
∑

e∈∂G (v)

xe = 1

(onde ∂G (v) é o conjunto de toda aresta incidentes a v)

Função objetivo: maximizar
∑

e∈E(G)

w(e)xe

▶ Este é apenas um exemplo de problema modelado por PLI.

▶ Voltaremos à este assunto com mais exemplos mais adiante no curso.


