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Programacao Linear

Notagdo: Dados vetores a, b de dimens3o n, escrevemos a < b se a; < b;, i

=1,.
PROGRAMAGAO LINEAR (PL):

» Instancia: Uma tripla (A, b, c) onde A é uma matriz m X n sobre R,
b é um vetor sobre R™ e ¢ é um vetor sobre R".
» Solugdo: Um vetor x* € R" satisfazendo
> Ax* < b,

> cTx* > CTX7 Vx | Ax<b Obs: vetores s3o tratados
como matrizes com apenas
uma coluna; As vezes
também como tuplas.

Em alguns contextos serd dito também da seguinte forma:
“obter x que maximize ¢’ x, sujeito a Ax < b”

“maximizar ¢ x, sujeito a Ax < b", entre outras formas...

ey .



Programacao Linear: Modelagem e algoritmos

T

PL: Dado (A, b, c), encontrar x tal que ¢’ x seja maximo, respeitando Ax < b

> Nesta e nas préximas aulas: Vamos estudar o problema em si

» Trata-se de um problema muito estudado e dtil

» Depois: veremos o Algoritmo Simplex para solucionar o problema

> Algoritmo Simplex: eficiente na pratica
complexidade suavizada polinomial
(complexidade de pior caso exponencial)

> Existem outros algoritmos para o problema
(e.g., Método Elipsoidal que é polinomial mesmo no pior caso)



Um problema envolvendo vetores reais:

Suponha que queiramos encontrar um par x = (x1,x2) € R? tal que x1 + x> seja
maximo e que satisfaca as desigualdades:

> x3>0exx>0

> x—x3 <1

> x;+6x <15

> 4x; —x <10

Podemos modelar isto como um problema de PL, pois podemos reescrever

- S0 -1 0 0
-2 =0 0 -1 0

—X1  tXx2 <1 ie, | -1 (X1> < | 1 | maximizando (1 1)(X1)

X1 +6X2 S 15 1 6 X2 15 X2

4X1 —X2 S 10 4 —1 10



Programacao Linear: Interpretacao geométrica

Maximizar: x1 + x»
Sujeito a:
<0
—X2 S 0
-1 +Xx2 <1
X1 +6x> < 15
4X1 —X2 S 10

—X1

T2

1 + 6z2 < 15

(0,0) x>0

4ry — a2 <10



Programacao Linear

Maximizando a fun¢do objetivo f(x1,x) = x1 + x2

1+ Ta=4 T1+T2=5H

1+ 1o =2

Observagdo: Considere a equagdo reta x; + x2 = s (no exemplo acima, s = 2)
Note que para qualquer s, ¢ = (1,1) é o vetor normal a esta reta

Para pensar: Se tivéssemos n varidveis? Qual seria a interpretacdo geométrica?



Programacao Linear
Relembrando:
PROGRAMAGAO LINEAR (PL):

» Instancia: Uma tripla (A, b, ¢) onde A é uma matriz m X n sobre R,
b é um vetor sobre R™ e ¢ € um vetor sobre R".

» Solugdo: Um vetor x* € R” satisfazendo

> Ax* < b,
> c'x*>c'x, Vx| Ax<b

A matriz A junto com o vetor b define as restricdes;
O vetor c define fun¢do objetivo.

» E se tivéssemos, por exemplo, a restricdo 2x; + x» > 57
> Multiplique a equagio por (—1)
» E se tivéssemos uma restricdo do tipo 2x3 + x2 = 57

» Crie duas restricdes: 2x1 +x2 <5 e
2x1 + x2 > 5. (depois multiplique esta por (—1)
» E se quisermos minimizar?

> Multiplique a ¢ por (—1)



Programacao Linear

Considere a funcio objetivo dada por (%, 1)

x + 6z < 15

Quantas solucdes temos?

» Infinitas (todos pontos da reta destacada)



Programacao Linear

Invertendo restricoes no exemplo original

z1 + 6z < 15

(0,0)

41‘1 — &2 2 10

Quantas solugdes temos?

» Nenhuma solugdo



Programacao Linear

Removendo restri¢cdes no problema original

Quantas solucdes temos?

» Nenhuma solugio



Programacao Linear: Mais exemplos

Minimizar custos com dieta equilibrada:

Food Carrot, White Cucumber, || Required
Raw Cabbage. Raw Pickled per dish
Vitamin A [mg/kg) 35 0.5 0.5 0.5 mg
Vitamin C [mg/kg| 60 300 10 15 mg
Dietary Fiber [g/kg] 30 20 10 ig
price [€ /kg] 0.75 0.5 0.15° -

*Residual accounting price of the inventory, most likely unsaleable.

Queremos a quantidade x; de cenoura, x» de repolho e x3 de pepino (em kg)
Minimizar: 0.75x; + 0.5x2 + 0.15x3
Sujeito a: x >0

xp >0

x3 >0

35x; + 0.5xp +0.5x3 > 0.5
60x; + 300x2 + 10x3 > 15
30x3 + 20x2 + 10x3 > 4



Programacao Linear: Mais exemplos

Maximizar fluxo em uma redes:

Varidveis: Para cada aresta {u, v}, uma varidvel x,,
Maximizar o qué? Quais restricdes?



Programacao Linear: Mais exemplos

Maximizar fluxo em uma redes:

Varidveis: Para cada aresta {u, v}, uma varidvel x,,
Maximizar  Xoa + Xop + Xoc
Sujeitoa —3< x5 <3, —1<xp<1, —1<x<1
—1<xp <1, —1<x,¢g<1 —=3<xpe<3
—4<Xxg <4 —4<xe<4 —4<xy<4
—1<xen <1

Xoa = Xap + Xad
Xob + Xab = Xpe
Xoc = Xcd + Xce
Xad + Xcd = Xdn

Xpe + Xce = Xen-



Programacao Linear: Mais exemplos

Minimizar custos em fibrica de sorvetes:

sales [tons]
004 —

600+
500+
4004
300+
200+
1004

T T T T T T T T T T T T
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

> Producgdo “uniforme” tem custos (estoque) e pode n3o ser vidvel

> Produgdo “varidvel” tem custos (custos trabalhista, maquinario, etc)

» PL: planejar quanto produzir minimiz. custos inerentes a variagdo de produgdo

» OQutros custos, margem de lucro, fornecedores etc: problema a parte



PL - Modelagem: Fabrica de sorvetes

Varidves e desigualdades:
» Quanto produzir no més i: x;, para meses i =1,...,12;

» Demanda e quantidade estocada ao fim do més i: d; e s;;
» Produzindo o suficiente: x; +s;_1 > d;

» Fica estocado para més seguinte: x; + s;j_1 — d; = s;.

Portanto temos 12 equagdes: x; + s;_1 — s; = d;

Varidvel auxiliar sp e estoque vazio no fim do ano nos dd mais duas

equagdes: sp =0es;p =0
» Custos para ter produgdo varidvel:

»> Mudar produ¢io do més i — 1 para més i: $50 (por tonelada)
» Custo de armazenamento no més i: $20 (por tonelada)
» Portanto, custo total:

> 5052 | —x_1| +203° 2 s, (fungdo objetivo)

» Como a fungdo objetivo tem o caso i = 0, também precisamos criar
mais uma varidvel auxiliar xp e criar mais uma de restricdo: xp = 0.

> H3 algo errado com a fun¢do objetivo? NAO E LINEAR!



PL - Modelagem: Fabrica de sorvetes

» Func3o objetivo: 50 Z,lil [xi —xi—1| + 20 21121 s
> Observe: a varia¢do |x; — x;_1| é sempre > 0 i.e., mudang¢a na produ¢3o:

> tem aumento de y;, ou diminuicdo de z (ambos valores > 0)
> na fun¢3o objetivo, trocamos |x; — x;_1| por y; + z;.

e criamos uma nova equagdo: X; — Xj_1 = Yj — Z;
Com isso, o programa linear é:
T 12 12 12
» Minimizar: 503 2, y; +50> 2,z +20> ;2 s
» Sujeito a:

(]

i+ 8 —8;=d; fori=1.2._..1
Ti=Tj=Yi—2 fori=1,2
=10

s =10

s1a =10

A resposta para uma dada instancia é um vetor (y*,z*,s*) Mas ndo queriamos x*7
> Nossa resposta pode ser calculada fazendo: x* = y;" + z*

Note: Para i =1,...,12, y* ou z/ é zero (caso contrdrio, solugdo ndo é Stima)



PL - Modelagem: fabrica de sorvetes

Demanda vs Produgdo:

production
1
[tons] 700

600 -
H00 -
100 ~
400
200

100




PL - Modelagem: fabrica de papel

Fabrica produz rolos de papel com 3 metros de largura.

» Compradores querem larguras diversas, menores ou igual a 3 metros.

Por exemplo, um rolo de 3m pode ser cortado em:

» dois rolos de 93cm
> um rolo de 108

» sobra: 6cm



PL - Modelagem: fabrica de papel
Considere o pedido:
» 97 de 135cm 610 de 108cm
> 305 de 93cm 211 de 42cm
Quantos rolos de 3 metros devem ser produzidos? Possibilidades de cortes:

P1: 2x135 ET: 108 +93 + 2 x 42
P2: 135+ 108 + 42 P8: 108 + 4 x 42

P3: 135+ 93+42 Po: 3 x93

P4: 135+ 3 x 42 P10: 2x93+2x 42
P5: 2x 108+ 2 x 42 P11: 93 +4 x42

P6: 108+ 2 x93 P12: 7 x42

P> x;: quantidade de rolos cortados seguindo o esquema de P;
» Por exemplo, se temos x; = 10, x;2 = 2 e demais x; = 0
Temos 20 rolos de 135cm e 14 rolos de 42cm

» Precisamos criar equagdes para satisfazer as 4 restri¢cdes
Por exemplo, para restricdo “395 de 93cm”, fazemos
> X3+ 2x6 + x7 + 3x0 + 2x10 + x11 > 395 (andlogo para demais restri¢cdes)
» Func¢3o objetivo: minimizar Z}il Xj
Solugdo: x; = 48.5, x5 = 206.25, x¢ = 197.5 (demais x; = 0)
Pergunta: solugdes fracionarias sdo aceitas?



Solugdes inteiras

Para algumas aplicagdes de PL queremos solugdes inteiras, mas a solugdo
6tima de um PL pode n3o ser inteira.

» Para o problema da fabrica de papel poderiamos usar a solugdo 6tima
arredondada como resposta?

» Solugdo encontrada: x; = 48.5, xs = 206.25, x¢ = 197.5
» Arredondando, teriamos x; = 49, x5 = 207, x¢ = 198
P> Assim, a resposta fica com 454 rolos de papel
(lembrando: a fung3o objetivo é Z}il X;)
» Entretando, existe uma solugdo viavel inteira com 453 rolos:

> x; =49, x5 = 207, x6 = 196,x =1

E agora? Serd que PL pode ser dtil em problemas cuja solug3o é inteira?

» As vezes sim, as vezes nao.



Programacao Linear Inteira

PROGRAMAGAO LINEAR (PLI):
» Instancia: Uma tripla (A, b, c¢) onde A é uma matriz m X n sobre R,
b é um vetor sobre R™ e ¢ é um vetor sobre R".
» Solucdo: Um vetor x* € Z" satisfazendo

> Ax* < b,
> cx*>cex, Vx| Ax<b



Programacido Linear Inteira (PLI)

Exemplo para PLI com duas varidveis

(0,0)

=
=
=

» Espaco de busca: pontos de Z?
P Solugdes vidveis e étimas: subconjunto destes pontos

Obs: Como em PL, por enquanto estamos focando apenas no problema de PLI
Depois veremos como uma solu¢do para PL pode ajudar a solucionar um PLI
(embora isso nem sempre seja possivel, pois PLI é um problema dificil)



Programacido Linear Inteira (PLI)

Associando candidatos a vagas de emprego:

quality manager Amos
representative appearance Boris
secretary Colette
trend analyst Devdatt
undersecretary Eleanor
vacation specialist Fortunato
webmaster Gudrun

» Queremos preencher todas as vagas, maximizando as preferéncias.

» Antes de pensarmos em PLI, serd que uma estratégia mais simples n3o
funciona? Um algoritmo guloso resolve o problema?



Programacido Linear Inteira (PLI): Emparelhamento

Solug3o via algoritmo guloso:

» Solucdo obtida n3o é vidvel.

» E no caso em que n3o existe a restricdo de preenchimento de todas a
vagas, o algoritmo funciona? Mesmo neste caso n3o funciona!



Defini¢coes auxiliares: grafos bipartidos
Seja G = (V, E) um grafo.

Grafo Bipartido: O grafo G é bipartido se existe uma particdo (X, Y) de V(G)
tal que X e Y sdo conjuntos independentes. Dois exemplos:

Emparelhamento perfeito: M C E é um emparelhamento perfeito em G se
Vv € V,|0mu(v)| =1, onde du(v) é o cjt. de arestas de M incidentes a v, i.e.,

» nenhum par de arestas de M tem pontas em comum

P cada vértice de V é ponta de alguma aresta de M

n3o admite emparelhamento perfeito admite emparelhamento perfeito



Exemplo de PLI

EMPARELHAMENTO PERFEITO MAXIMO EM GRAFOS BIPARTIDOS (EPMB)

Instancia: Grafo ponderado bipartido G = (V/, E)
Solu¢do: Um emparelhamento perfeito de peso mdximo em G, caso exista

Idéia importante: Dado G,
» Queremos construir uma instincia | = (Ag, bg, cc) de PLI tal que

» A solugdo para | nos fornece a solugdo para a instancia original G

Variaveis: Ve € E, temos uma varidvel x.
» Queremos varidveis bindrias: xc =1 ou 0 indicase e € M ou e ¢ M

» Para isso, temos a restricdo: 0 < x. <lex. €7Z

Equagdes: Para cada vértice v € V temos uma equagdo: Y. xe =1
e€dg(v)
(onde 9 (v) é o conjunto de toda aresta incidentes a v)

Funcdo objetivo: maximizar Y. w(e)xe
ecE(G)

» Este é apenas um exemplo de problema modelado por PLI.

> Voltaremos a este assunto com mais exemplos mais adiante no curso.



