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Dualidade em Programacao Linear

Maximizar: 2x1  + 3x

Respeitando: 4x; + 8xo <12
2x1  + X2 <3
3x1 + 2x <4

x1,x2 > 0

» Mesmo sem resolver o PL, ja podemos inferir limites superiores para o valor
maximo da fungdo objetivo 2x; + 3x»:

> Vale no maximo 12 (usando restri¢do 1 e ndo negatividade)
> Vale no maximo 6, pois 2x; + 4x> < 6 (restricdo (1) dividida por 2)
> Vale no maximo 5, pois 2x; + 3x2 <5 (some (1) e (2) e divida por 3)

» Vamos agora procurar uma combinac3do linear das restricdes para obter:
> dixi +doxy <h onde di > 2, d» > 3 e h minimo possivel
» Com isso terifamos Vxi, x2, 2x1 + 3x2 < dix1 + daxo < h
Podemos fazer a restricdo (1) multiplicada por um coeficiente y;
Podemos fazer a restrigdo (2) multiplicada por um coeficiente y»

Podemos fazer a restrigdo (3) multiplicada por um coeficiente y3
E somar tudo para obter:

vvyyVvyy

yi(4x1 +8x2) + y2(2x1 + x2) + y3(3x1 +2x2) < y1- 12+ y2 -3+ y3-4
(4y1 + 2y2 + 3y3)x1 + (8y1 + y2 + 2y3)x2 < 12y; + 3y, + 4y3

» Como encontrar y1, yo, y3 para que o lado direito seja minimo?



Dualidade em Programacao Linear

Maximizar: 2x1  + 3x

Respeitando: 4x3; 4+ 8xx <12
2x1 + X2 <3
3x1 + 2x <4

x1,x2 > 0

» Do slide anterior procuravamos di, d>» e h para termos
> dixi +doxo <h onde d; > 2, d» > 3 e h minimo possivel

» Obtivemos:
> (4y1 4+ 2y2 + 3y3)x1 + (8y1 + y2 + 2y3)x2 < 12y; + 3y, + 4y3
» Como encontrar y1, y», y3 para que o lado direito seja minimo?

Minimizar: 127 4+ 3y 4+ 4y3
Respeitando: 4y, + 2y + 3y3 >2
8y1 + y2 + 2y3 =3

yi,¥y2,y3 Z 0.

» O PL acima é chamado de dual do PL original; O PL original é o primal

=
16’

» Ou seja, o limite superior para o primal é 4.75
Resolvendo o primal, obtemos x = (%, %) com fung¢3o objetivo igual 4.75.

Solugdo do dual: (y1,y2,y3) = 0, 711) com funcdo objetivo igual 4.75.

» Ou seja o limitante superior era justo! Isso sempre ocorre? Sim!

Dualidade em Programacao Linear

Maximizar: 2x1 4+ 3x

Respeitando: 4xq + 8x <12
21+ x <3
3x1 + 2xo <4
x1,xp > 0

Minimizar: 12yi 4+ 3y +  4dys
Respeitando: 4y, 4+ 2y + 3y; >2
81 + y2 + 2y3 >3

y1,y2,y3 > 0.

» Qual a relacdo enter os vetores b e ¢ do primal e do dual?

» E qual a relagdo entre as matrizes 7
Primal: maximizar ¢’ x, sujeito a Ax < b, x >0
Dual: minimizar b’ y, sujeitoa ATy > ¢, y >0

T

> Note: Dada solucdo viavel y, o valor de by é limite superior para ¢’ x.



Dualidade em Programacao Linear

» Dados A, b e c:
Primal: maximizar ¢’ x, sujeito a Ax < b, x >0

Dual: minimizar b’ y, sujeitoa ATy > ¢, y >0

T

» Lembrando: dada sol. vidvel y, o valor de by é limite superior para ¢’ x.

» Para toda solucdo vidvel y e toda solucdo vidvel x, temos ¢’ x < b'y.

» O teorema a seguir nos diz algo mais forte:

Teorema da Dualidade: Dados os dois PLs:

Primal: maximizar ¢ " x, sujeito a Ax < b, x >0 (P)

Dual: minimizar b”y, sujeitoa ATy > ¢,y >0 (D)

Uma das 4 possibilidades ocorre:

(P) e (D) s3o inviaveis;

(P) é ilimitado e (D) é invidvel;

(P) é inviavel e (D) ilimitado;

(P) e (D) s&o vidveis e tem solugdo étima. Sejam x* e y* as solugdes 6tima de
(P) e (Q), respectivamente

A W NN =

Entdo c"x* = bTy*.  i.e. miximo de (P) é o minimo de (D)
[ver MATO7: Sec. 6.3]



