Cl1238 - Otimizacao

Aula 09 - Algoritmos de Enumeragdo (Parte 1)

Professor Murilo V. G. da Silva

Departamento de Informatica

Universidade Federal do Parana

2026 / Primeiro Semestre



Contextualizando:

Problemas Computacionais e Algoritmos

Conceitos Preliminares
Introdu¢do a Problemas de Otimizagdo

Parte 1: Programacao Linear

1.1 Modelagem por Programacao Linear
1.2 Algoritmo Simplex
1.3 Programacgdo Linear Inteira

Parte 2: Técnicas combinatdrias em algoritmos

2.1 Enumeracao (assunto de hoje)
2.2 Backtracking

2.3 Branch-and-bound

2.4 Programac¢do dinamica

2.5 Algoritmos gulosos

2.6 Algoritmos de Aproximacio



Algumas consideracdes preliminares

Técnicas combinatdrias, algoritmos combinatdrios:

» Técnicas para resolugdo de problemas: programac¢do dindmica, divisdo e
conquista, algoritmos gulosos, etc

» Técnicas baseadas em estruturas combinatdrias: conjuntos (discretos),
particdes, permutacdes, grafos, etc

Atenc3o: mas n3o existem pardmetros reais (pesos, custos)? — Sim, mas
as ideias chaves e a “maneira de pensar’ sio combinatérias

Programacgdo linear:
» Também é uma técnica (bem geral) para resolu¢do de problemas

» Pensada em termos de ndmeros e fun¢des reais, em espaco R".

Aten¢do: mas na pratica ndo é impossivel trabalhar com reais em
computadores? — Sim, mas este ndo o argumento central aqui. O
Simplex é um algoritmo que lida com equagdes de niimeros reais. A
representac3o finita de reais em computadores é uma quest3o separada.
Atencdo: o Simplex ndo é apenas manipulag¢do de tableux? — Sim, mas
programagc3o linear (e mesmo o Simplex) é mais naturalmente entendida
em termos de reais.

Consideragdes acima: n3o s3o nosso foco, sdo apenas para vocés pensarem um pouco.

» Nosso foco neste curso: técnicas para projetos de algoritmos



Técnicas combinatdérias em algoritmos

Mais consideragdes preliminares:

» Topico da aula de hoje: algoritmos de enumeracdo

> Algoritmos de Busca/Otimizagdo podem usar enumeragdo.
(normalmente quando o objetivo é percorrer todo espago de busca)

> Algoritmos de Enumeracdo também s3o interessantes por si mesmos

> Livro para este tépico: [KS99] — Combinatorial Algorithms: Generation,
Enumeration, and Search



Mais uma ultima questao preliminar!

Atentar para vocabuldrio:

» Contagem: determinar quantas estruturas de um certo tipo existem.

Exemplo: Dado conjunto S de tamanho n, queremos saber quantos

subconjuntos S’ C S de tamanho k existem?  resp: (}).

No livro: enumeration.

»> Enumeragdo: listar/gerar/enumerar estruturas combinatdrias.

Exemplo: Dado conjunto S de tamanho n, listar cada um dos subconjuntos
S’ C S tal que |S'| = k.

No livro: generation.



Algoritmos para enumeracao

Seja A um conjunto de objetos combinatérios que queremos enumerar.
> Seja |Al = N.

» Para enumerar objetos, normalmente precisamos estabelecer em qual ordem
estes objetos vao ser enumerados.

> Ou seja, associado um algoritmo de enumerag3o, temos uma fun¢io rank()
— uma fung¢do que associa a um objeto, a sua posi¢do na enumerag3o.
— esta fun¢do pode ou n3o pode ser explicitamente definida

A fungdo rank() tem o seguinte dominio e imagem:
» rank:A—{0,..,N—1}

Dominio e imagem de fun¢des relacionadas com a fun¢o rank():
» wunrank : {0,..,.N—1} - A

> successor : A— A (mais no préximo slide)



Algoritmos para enumeracao

» Dada uma fungdo rank : A — {0,...,N — 1}, temos:

Para unrank(), a ideia é que Va€ Ae Vi € {0,..., N — 1}, temos:

rank(a) = i < unrank(i) = a

Para sucessor(), queremos:

sucessor(a) = b < rank(b) = rank(a) + 1

Definindo sucessor() em termos de rank() e unrank():

unrank(rank(a) + 1), se rank(a) < N —1,

sucessor(a) = {indefinida, se rank(a) = N — 1.

» Em alguns contextos é conveniente fazer o inverso: definimos primeiro
sucessor() e depois definimos rank() e unrank() a partir disso.

> As vezes podemos definir separadamente para cada uma das trés funcdes

Neste curso: veremos dois algoritmos de enumerag3o:

(1) Algoritmo em que rank() é dado pela ordenagdo lexicografica de A
(2) Algoritmo em que rank() é dado por uma ordenacido de mudanca minima




Ranking definido por Ordem Lexicogréfica

Qual é o conjunto A que queremos enumerar?
> Precisamos saber concretamente quem é A (e.g., todas cliques de um grafo)

» Mas queremos estudar algoritmos “suficientemente” gerais.

Nosso objetivo: Dado S = {1, ..., n}, queremos enumerar todos os subconjuntos de S.

> Ou seja, o conjunto a ser enumerado é A = P(S)

» Algoritmos de enumeracgao lexicografica: Além de enumeragdo de todos os
subconjuntos de um dado conjunto, também pode ser usado em enumeracg3do de
todo subconjunto de tamanho k, toda parti¢do, toda permutagio, etc... (cada
caso tem especificidades)

» Algoritmo que veremos é aplicidvel em enumerag3o de cliques, conjuntos
independentes, todo emparelhamento, etc

> Note: Como N = |A| e n =S|, vamos enumerar N elementos, sendo N = 2"



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Do slide anterior: Dado S = {1, ..., n}, queremos enumerar A = P(S)

Dado T € P(S), o vetor caracteristico de T é o vetor bindrio x(T) = [xn—1, ..., X1, X0]

1 sen—i€eT,
tal que Xj = i .
0 sen—i¢T i€0..n—1].

Simplificacdo da notacdo: as vezes usaremos xr ou invés de x(T)

Exemplo: Seja S = {1,2,3} e T = {2,3}, qual o valor x(T)?

» Sendo x(T) = [x2, x1, X0], vamos determinar os valores de x2, x1, Xo:
i=2 3-2=1¢T. . x=0
i=1 3-1=2€T. . x=1
i=0: 3-0=3€T..x=1 Portanto x(T) =011
Outro exemplo: Se T = {1}, entdo x(T) = 100

Dado T € P(S), definimos rank(T) como o inteiro cuja representagio binaria é x(T).

n—1
rank(T) = ZX,‘ .2
i=0



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Vamos considerar o caso n = 3 (ou seja, S = {1,2,3})

T x(T) = [z2,21,20] rank(T)
]

[0,0,0] 0

{3} [0,0,1] 1
{2} [0,1,0] 2
{2,3} (0,1,1] 3
{1} [1,0,0] 4
{1,3} (1,0,1] 5
{1,2} [1,1,0] 6
{1,3,3) [1,1,1] 7



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Algoritmos para rank(T) e unrank(r)

No livro [KS99], chamados de SUBSETLEXRANK() e SUBSETLEXUNANK()

Algorithm 2.1: SUBSETLEXRANK (n,T)

r«20
fori+— 1ton
do {ifi eT
thenr « r +2"7
return (r)

Algorithm 2.2: SUBSETLEXUNRANK (n,r)

T+
for i + n downto 1
ifrmod2=1
do { then T + T'U {i}
7 |5]
return (T')
e

Exercicio para casa: Para n = 3, execute os algoritmos rank({2,3}) e unrank(4).



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Algorithm 2.1: SUBSETLEXRANK (n,T")

&0
fori <« lton
do {if?' €T
then r  r 4+ 2"
return (r)

Soma calculada na execugdo do algoritmo para n=8e T ={1,3,4,6}:

rank(T) =27 + 25+ 24 + 22
=128+32+16+4
= 180.



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Algorithm 2.2: SUBSETLEXUNRANK (n,7)
T«0
for i + n downto 1
ifrmod2=1
do { then T + T'U {i}
re 3]
return (T')

Construgdo de T para n=8e r = 180:

i 1T rmod2 f b

8 180 0 1]

7T 90 0 )]

6 45 1 {6}

b 22 0 {6}

4 11 1 {4,6}

3 & 1 {3,4,6}
2 2 0 {3,4,6)
11 1 {1,3,4,6).



Enumeracao em Ordem Lexicografica

Seja S = {1,2,...,n}. Sendo N = 2", segue o algortimo de enumeragdo para P(S):
Algoritmo de enumeracao:
for i=0toN—1do

| Print(unrank(i));
end

Ok, mas se tivermos um conjunto S’ diferente de S = {1,2,...,n}?

> Obtenha uma bijecdo S <+ S’ (qualquer uma serve)



