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Enumeracdo por ordem de mudanca minima

» Aula anterior: Ordem lexicogréfica

» Algoritmo simples, mas inconveniente para geracdo incremental dos
subconjuntos.

» Por exemplo, considere n = 3:
» subconjunto com rank 3: {2, 3}
» subconjunto com rank 4: {1}
> Estes dois conjuntos s3o bem diferentes.

(note: sdo “t3o diferentes quanto possivel”, pois s3o complementares)

» ldeia: Quantificar qudo semelhantes sdo dois subconjuntos de S

» Na enumeragio, fazer que subconjuntos consecutivos sejam semelhantes.

» Um tipo de ordenagdo conhecida como ordenagdo de mundanga minima.
— ordem de mudan¢a minima também pode ser usada em ordenagdo de
subconjuntos de tamanho fixo, particdes, permutacdes, etc.

» Em particular, veremos ordenagdo por cédigos de Gray.

(existem diversas variagBes desta ordenagdo — veremos uma delas)



Definices auxiliares: Grafos Cubo

Um n-cubo, denotado Qn = (Vi, Ep), é um grafo com
» V, = “conjunto de strings de n bits”

» E, = se duas strings diferem por um bit, coloque aresta

» Grafo @ abaixo:



Definicoes auxiliares: Grafos

Um n-cubo, denotado Q, = (Vh, En), é um grafo com
» V, = “conjunto de strings de n bits”

» E, = se duas strings diferem por um bit, coloque aresta

» Grafo @, abaixo:

00 10

01 11



Definicoes auxiliares: Grafos

Um n-cubo, denotado Q, = (Vh, En), é um grafo com
» V, = “conjunto de strings de n bits”

» E, = se duas strings diferem por um bit, coloque aresta

» Grafo Q3 abaixo:

001




Definicoes auxiliares: Grafos

Um n-cubo, denotado Q, = (Vi, E;), é um grafo com
» V, = “conjunto de strings de n bits”

» E, = se duas strings diferem por um bit, coloque aresta

» Grafo Q4 abaixo:

0010 0110 0100 110 1110 1010
0000 Py 1000
0001 1001
oo1r - 0111 0101 1101 111 1011

Importante: Um caminho hamiltoniano em Q. define uma ordenag¢3do de mudanca
minima dos subconjuntos de {1,2, ..., n}. — mais detalhes nos préximos slides



Defini¢coes auxiliares: Distancia de Hamming
Dados R, T C S,

Diferenca simétrica: a diferenca simétricade Re T é

RAT =(R\T)U(T\R)

Distancia: a distancia entre os conjuntos R e T é denotada e definida abaixo:

dist(R, T) = |RAT]|

> Observe que dist(R, T) é a quantidades de bits distintos que as strings bindrias
XR € XT possuem entre si.

A medida dist(R, T) é chamada de Distincia de Hamming entre xR e xT-

» Nosso objetivo: Gerar os subconjuntos R, Rz, ..., Ron de S de forma que

dist(Ri, Ri+1) =1 (menor distancia possivel)

P> Sabemos que um caminho hamiltoniano em Q, define tal sequéncia
=> ndo vamos explicitamente construir o grafo e encontrar o caminho
= mas tais ideias ajudam o entendimento do algoritmo de enumeragdo



Relacao de Cdédigos de Gray com Hipercubos

Considere o grafo Qs:

Considere o seguinte caminho hamiltoniano no grafo Qs:

[000, 001,011, 010,110,111, 101, 100]

» Esta sequéncia de strings conhecida como um tipo de Cédigo de Gray
» Cédigo de Gray para strings de tamanho n: caminho hamiltoniano no grafo Q,

» Obs: Aqui vamos nos ater a um caso particular de Cédigo de Gray,
chamado de Cédigo de Gray Binario Refletito



Definicao formal de Cdédigos de Gray

O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista de strings G" = [G{, ..., GJ,_,], sendo

> Base: G! =[0,1]
» Caso geral:
» Dado G" 1, definimos G" como:
> [0GJ Y, ..., 0G0 1GhTE L 1G]

on—1_1" on—1_1"

Exemplos:
Paran=1: G! =[0,1]
Para n =2: G2 =[00,01,11,10]



Definicao formal de Cdédigos de Gray

O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista de strings G" = [G{, ..., GJ,_,], sendo

> Base: Gl =[0,1]
» Caso geral:
» Dado G" 1, definimos G" como:
> [0GJ Y, ..., 0G0 1GhTE L 1G]

on—1_1" on—1_1"

Exemplos:
Paran=1: G =[0,1]
Para n =2: G2 = 00,01, 11, 10]



Definicao formal de Cdédigos de Gray
O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista de strings G" = [G{, ..., GJ,_,], sendo

> Base: Gl =[0,1]
» Caso geral:
» Dado G" 1, definimos G" como:
> [0GJ Y, ..., 0G0 1GhTE L 1G]

2n—=1_17 ==an—1_77
Exemplos:
Paran=1: G2=0,1]
Para n =2: G2 =[00,01, 11, 10]
Para n = 3: G3 =[000,001,011,010,110,111,101, 100]
G =]

Para n = 4: 0000, 0001, 0011, 0010,0110,0111, 0101, 0100,

1100,1101,1111,1110,1010, 1011, 1001, 1000]

0010 0110, 0100 1100, 1110 1010
0000 1000

S

0001 = 1001

0011 o111 0101 1101 1111 1011



Definicao formal de Cdédigos de Gray

O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista G" = [G{, ..., GJi _;] definida:

> Base: G! =[0,1]
» Caso geral:
» Dado G" !, definimos G" como:
> [0Gy,..,0G) Y LG L, G

on—1_1"

Agora vamos apresentar uma definicdo recursiva para a i-ésima string de G" :

. 0G* se0<i<2mml_1,
PG, se2nl<i<2n 1

i

» Exercicio: Apresente um algoritmo recursivo para a fungdo unrank baseado na
defini¢do acima.

» Para apresentarmos nosso algoritmo de enumeragdo, que serd iterativo, nosso
objetivo nos slides a seguir é definir a fungdo sucessor para Cédigos de Gray

> Livro texto: apresentada também rank e unrank (n3o vamos abordar aqui).



Algoritmo iterativo para gerar Cédigo de Gray

Seja T € P(S) e considere seu vetor caracteristico Xt = [Xp—1, ..., X1, X0].
e

1
» O Peso de Hamming de xr é dado por w(xr) = X;
0

i=

> Note: Isso é quantidade de bits 1 de xr
> Note também que w(xr) = |T|

> Fato: Qualquer que seja o algoritmo sucessor(), obrigatoriamente o sucessor de
T deve ser um conjunto T tal que

> Y seja obtido de xr por meio de um bit flip.
» A questdo chave é saber em qual bit é feito o flip:

> sucessor(xT):
P> Se xr tem quantidade par de bits 1, fagca um bit flip em xp
» Se xr tem quantidade impar de bits 1, faca bit flip no bit a esquerda do

bit 1 menos significativo

> A dltima string da sequéncia é 10...0 (que corresponde ao conjunto {1}).



Olhando sucessor() no Hipercubo

Considere o exemplo do grafo Q3 abaixo

010 110

000, S 100

001y 101
o011 11

com o caminho P = [000,001,011,010,110,111,101,100]
» Quando o caminho P anda na vertical (subindo ou descendo):
> saimos de uma string x = [xp...xg] com niimero par de 1's
» com destino a uma string obtida ao fazermos o flip de xp
(e.g., aresta de 000 para 001 ou aresta de 011 para 010)
» Quando caminho anda na horizontal (i.e., para a direita),

P> saimos de uma string com com nimero impar de 1's
P destino: string obtida por flip a esquerda do bit 1 menos significativo



Olhando sucessor() no Hipercubo

Agora olhando o caminho reverso:

000 m 100

001 ..l 101

com o caminho P~! = [100,101,111,110, 010,011,001, 000]
» Quando o caminho P~! anda na vertical (subindo ou descendo):

> saimos de uma string x = [xs...xp] com ndmero impar de 1's
» com destino a uma string obtida ao fazermos o flip de xp
(e.g., aresta de 000 para 001 ou aresta de 011 para 010)

» Quando caminho anda na horizontal (agora para a esquerda),

> saimos de uma string com com nimero par de 1's
(dnica diferenca em relagdo a P)
P destino: string obtida por flip a esquerda do bit 1 menos significativo



Olhando sucessor() no Hipercubo
Obtendo Q4 a partir de duas cépias do Qs3:

010 110 010 110
<

000, 100 000, 100

001 101 001 101
011 111 011 11

» Como obtemos o grafo Q4 a partir de Q37
— Juntamos o @3 com uma cépia refletida do Qs;
— Adicionamos bit mais significativo 0 na cépia original,
— Adicionamos bit mais significativo 1 na cdpia refletida
(note, a tnica diferenca de P~! em relacdo 3 P deixa de existir)

» Nesta constru¢do o caminho hamiltoniano composto em Q4 tem as mesmas
propriedades dos caminhos de Q3



Cédigos de Gray: Funcgdo sucessor()

De alguns slides atrds, a ideia do Algoritmo sucessor() é:
» Se A tem quantidade par de bits 1, flip ocorre em ag

» Se A tem quantidade impar de bits 1, flip ocorre no bit a esquerda do bit 1
menos significativo

Teorema: Dado T, o algoritmo acima computa corretamente o sucessor de x 1 na
ordenacgdo por Cddigo de Gray Bindrio Refletido.

Prova: Opcional (por indu¢do no tamanho n das strings seguindo a ideia da
constru¢do dos caminhos hamiltonianos)



Algoritmo de Enumeracao
sucessor(XxT)
» Se xr tem quantidade par de bits 1, faca um bit flip em xp
> Se xr tem quantidade impar de bits 1, faga bit flip no bit a esquerda do bit 1
menos significativo

Em termos de conjuntos, temos:

Algorithm 2.3: GRAYCODESUCCESSOR (n,T)

if |T'| is even
then U « TA{n}
jen
while j ¢ Tand j > 0
dojej—-1
else {ifj =1
then return (“undefined”)
U« TA{j-1}
return (U)

Algoritmo de enumeragao:

T=0
while T # {1} do
Print(T);

T = sucessor(T);
end



