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Backtracking para Problema do Caixeiro Viajante

Seja G um grafo completo ponderado com pesos positivos nas arestas.
» Podemos assumir V(G) = {0,1,...,n— 1}

» Solugdo para CAIXEIRO é circuito hamiltoniado de custo minimo em G

Reduzindo um pouco espago de busca: as solugbes vidveis s3o restritas as tuplas:
> X =[x0,x1, " ,xn—1] tal que xo =0
> e.g., o circuito hamiltoniano [2,5,1,0, 3, 4, 6] corresponde as tuplas:
> [0,3,4,6,2,5,1] e [0,1,5,2,6,4,3]

Solugdo parcial vidvel: Tupla [xo,..,x], I < n—1
(xo = 0, tupla pode ser estendida para solugdo vidvel)

» Note que apenas folhas da arvore contém solu¢des

» Escolhas vidveis:
G =0,
G =0GC_1\{x-1}



Backtracking para Problema do Caixeiro Viajante

Algorithm 4.10: TSP1 (¢)

globalC, (£=0,1,...,n-1)
ifi=n
C « cost([zg,...,Zn-1])
if C' < OptC
OptC + C
thiex {Oth o ['Il)..“..("n_]]

then

iff=0
then C; « {0}

iff=1
else then Cy « {1,..., n—1}
else Cy + Cy_y \{-l't_l}
for each z €
bR el
do {Tspl{c+1)
| ——e:




Algoritmo Genérico de Backtracking

Relembrando:

Algorithm 4.2: BACKTRACK ({)

global X, C; (£=0.1,...)

comment: X = [z, 2,.. ]
if [;n_,,.:'] ...... T ,] is a feasible solution

then process it
Compute Cy
for each « €

d Iy &I
2 BACKTRACK(f + 1)




Backtracking para problema da clique

Dado um G = (V, E), um conjunto de vértices que induz um subgrafo completo de G
é chamado de uma clique de G.

7
> Exemplo: {0,1,6} é uma clique de G
{0,1,6,5} ndo é uma clique de G
Cliques do grafo do exemplo acima:
» Tamanho 0: {} (na defini¢do do livro, existem cliques de tamanho zero)
» Tamanho 1: {0}, {1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
» Tamanho 2: {0,1},{0,6},{1,2},{1,5},{1,6},{2,4},{2,3},{2,7}.
{3,4}, {3,7}, {4,7},{5,6}
> Tamanho 3: {0,1,6},{1,5,6}, {2,3,4},{2,3,7}, {2,4,7} {3,4,7}
» Tamanho 4: {2,3,4,7}
Cliques maximais: {1,2}, {0,1,6},{1,5,6}, {2,3,4,7} Clique méxima: {2,3,4,7}



Usando backtracking para enumerar todas as cliques

Vamos comegar com um algoritmo de backtracking o seguinte problema:
Dado um grafo G de entrada:

» Listar todas as suas cliques
» Identificar entre estas quais cliques sdo maximais

P Este algoritmo pode ser usado como base problemas de busca ou
otimizagdo envolvendo cliques em grafos

(e.g., encontrar a clique mdxima)

Considere o grafo abaixo:
0 1 2

Neste exemplo o algoritmo ira:
> listar todas as suas 28 cliques (ver slide anterior)
> identificar que {1,2}, {0,1,6},{1,5,6}, {2,3,4,7} sdo as cliques maximais



Enumerando todas as cliques

Descrevendo o Algoritmo de backtracking passo a passo:

> Espaco de busca: [xg,...,xx], 0< k<n
x; é um vértice do grafo G = (V, E)

ie, Po=V(G), PL=V(G), P, =V(G)...

= todas da k-tuplas estdo no espago de busca

Backtracking: ao invés de expandir todos ramos da &rvore,
a idéia é restringir cada x; apenas aos vértices disponiveis em C;

> Solu¢do parcial [xo, ..., x;_;] o conjunto C;:

> Solugdo parcial: [xo, ..., x;—;] é solu¢cdo parcial se {xg, ..., x;_1} é clique
A ideia é comegar com a tupla vazia [ ] e ir construindo recursivamente
outras solugdes parciais.

» Computando conjunto de escolhas C; evitando repeticdo de vértices:
> Base: o =V (no passo 0 todo vértice é uma escolha vélida)

» Dado 5,1 = {x0,...,x;—1} (vértices da clique solu¢do parcial)
C ={veV\S_1]|vxeE(G), paracada x € 5,_1}.



Enumerando todas as cliques

Do slide anterior:
> G ={veV(G)\S_1]|vxeE(G), paracada x € 5;_1}

Sera conveniente reescrever C; da seguinte maneira:
G = {V e C_1 \ {Xl—l} | vXj—1 € E(G)}

» Escolhas disponiveis para o [-ésimo vértice: as mesmas escolhas disponiveis
no passo anterior, exceto x;_1

> O vértice x;_1 escolhido no passo anterior estd agora na solugdo parcial,
portanto n3o estard mais disponivel em C;.

Assim n3o geramos tuplas com vértices repetidos, mas ainda temos um problema:

Cada clique de tamanho k serd gerada k! vezes
Estamos gerando todas as k-permutagdes

> Exemplo: a clique da soluggo [x1, X2, x3] é a mesma clique das solugdes

[x1, x3, x2], [x2, x1, x3], [*2, X3, x1], etc...



Enumerando todas as cliques

Resolvendo este problema: Criamos uma ordenacdo (arbitrdria) dos vértices do grafo:

» Estabelecemos uma relagdo para os vértices tal que vi < vo < -+ < v

Reescrevendo (novamente!) as escolhas:
G={veG|{vx1}€EEev>x_1}

» A condigdo v > x;_1 garante que cada clique aparega um vez.

Note: No exemplo da pdgina anterior, a tupla [x1, x2, x3] tem os indices
aparecendo em ordem. Nas demais tuplas [x1, x3, x2], [x2, x1, x3], [x2, x3, x1], ...
isso ndo ocorre e portanto n3o serdo consideradas



Enumerando todas as cliques
Do slide anterior, as escolhas para o vértice x; sdo dadas pelo conjunto:

G = {V € C_1 | vX|_1 € E(G) ev > lel}

Notac3o:
> A, ={ue V(G)|uve E(G)} (notagdo no livro para vizinhan¢a de v)

> B, ={ue V(G)|u>v} (vértices com indices maiores que v)

» Note: A, e B, podem ser computados em pré-processamento

Reescrevendo C; pela dltima vez(!):

C = AX171 N BXL71 NG_1

Ultima definicio: Para cada X = [x0, .-y Xg—1], vamos definir o conjunto Nj.
> No=V;, N =N;_1 mAxl—l
> Fato: X é clique maximal < N; = ().
(note: A definicdo recursiva de N; é exatamente a definicdo de C; antes da

ultima otimizagdo que fizemos em C; em que que a ordem dos Vvértices é levada
em considerac¢3o)



Enumerando todas as cliques

Algorithm 4.4: ALLCLIQUES ({)

global X,.C;, (£=0,1,...,n-1)
comment: every X' generated by the algorithm is a clique
if{=0

then output ([ ])

else output ([zo,...,z¢])
ifl =0

then N; « V

else Ng +— Az, , N Ng_y
ifN =0

then {zg, ..., 7., } is a maximal clique
ifl=0

then Gy «+ V

elseCp &~ Az, , N B, _,NCiy
foreachz € C;

do T+
ALLCLIQUES(f + 1)

A primeira chamada do algoritmo é feita com [ = 0.

Exercicio: Adapte o Algoritmo para resolver o problema da Clique Maxima.



Backtracking para Problema de Listar Cliques

0 v A4, B,
6 " 0 1.3.6 1.2.3.456

1 02,45 2,3,4,56

. | 2 1,345 3,456

- = 3 0,2,6 4,5,6
4 1.2 5,6

4 3 5 1.2 6

6 03

//L\

/[T\ /lllk /li]\ B [4] (3 6]

O (0,3 [0.6] (1,2 [1.4] [1.3] 2.3)* [2.4] [2,5] [3.6]

[0,3.6] [1.2,4)* [1,2,5]"



Backtracking para Problema de Listar Cliques
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