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Limitantes - Branch-and-Bound

Backtracking: Podamos da arvore os ramos com solugdes inviaveis.
» Que outros ramos podemos podar?

» Ramos que garantidamente ndo tem solugdo 6tima.

» Considere a melhor solugdo encontrada pelo algoritmo até o momento,

> a estratégia é descartar ramos que garantidamente n3o tem (nem mesmo)

solugdo melhor do que esta solugdo ja encontrada.

> Livro para este tépico: [KS99]



Limitantes - Branch-and-Bound

Formalizando:
» Dado problema de maximiza¢do com fun¢do objetivo p() e solugdo Stima OPT.

> Seja X = [xo, ..., x;—1] uma solugdo vidvel parcial
Seja P(X) o maior valor que p() pode atinge na subdrvore de X, i.e.,
> P(X) =max{p(X’) | X’ é solugdo vidvel na drvore enraizada em X}
=max{p(X’) | X' é solugo vidvel extendida a partir de X}

> Note: Se X =[], entdo P(X) = OPT

» Em geral, computar P() é custoso
> |deia chave: Encontrar fun¢do B() que n3o seja custosa de computar tal que:

> Para toda solugdo parcial vidvel X, P(X) < B(X).
i.e., computar um limitante superior para solu¢cdes na arvore de X

> Se obtemos B(X) < OPT.P, onde OPT_P é a melhor solu¢do encontrada
até o momento, podamos a arvore de X, pois P(X) < B(X) < OPT_P



Voltando ao problema da MOCHILA

Algumas consideragdes a respeito do problema MOCHILA:

» Podemos permutar os itens da instidncia e ainda temos a “mesma’” instancia

» |déia de algoritmo: Ordene os itens por valor e use um algoritmo guloso

» Exercicio: Mostre que o algoritmo guloso acima pode falhar

> |déia de algoritmo: Ordene os itens por valor/peso e use um algoritmo guloso

» Exercicio: Mostre que este algoritmo guloso também pode falhar

» Embora o segundo algoritmo falhe, ele serd dtil:

> O algoritmo guloso resolve uma versdo mais simples
do problema, conhecido como MOCHILA FRACIONARIO

» Vamos usar isso em um algortimo BB para MOCHILA



Mochila Fracionario

MOCHILA FRACIONARIO

Instancia: (p, w, n, M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais € M um nidmero real.

Resposta: lista [xo, ..., xn—1] tal que x; € R e 0 < x; < 1, sujeito a 27;01 xiw; < M e
Z,.";Ol X;Vj seja maximo.

Obs: Se modelarmos MOCHILA com PL, MOCHILA FRACIONARIO corresponde ao PLR

— Ou seja, sabemos que MOCHILA FRACIONARIO pode ser resolvido eficentemente.

— Mas n3o vamos usar PL, pois um algoritmo guloso ja resolve o problema.



Algoritmo Guloso para Mochila Fracionario

MOCHILA FRACIONARIO

Instancia: (p, w, n, M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais e M um ndmero real.

Resposta: lista [xp, ..., x,—1] tal que x; € R e 0 < x; < 1, sujeito a 27:_01 xiw; < M e
27:_01 X;Vj seja maximo.

Algorithm 4.8: RKNAP (po,p1,-- -2 Pn_1. W0, Wy, ..., wy_1, M)

permute the indices so that py/wo > py /wy > Py /w,_y
i0
P«0
W0
forj « Oton—-1
dowrj 0
while W < M andi <n
W +w;, <M
Ti +1
W W +w;
P« P+ Pi
do ie—i+1
x; — (M - W)/w;
We M
P« P+axipi
ite=i+1

then

else

return ()




BB aplicado ao problema da Mochila

Dada uma solugdo vidvel parcial X = [xg, ..., x;—1], vamos definir B(X) assim:
£—1 £—1
B(X) = pixi + RKNAP(py, ..., pn, W, ..., wn, M — > wix;)
i=0 i=0
-1
= Zp;x,- + RKNAP(pg, ..., Pn, Wi, ..., Wn, M — CurW)
i=0

Portanto, B(X) é a soma
» (1) dos valores obtidos pelos itens 0, ...,1 — 1

> (2) mais o valor da solu¢3o para os itens restantes na verso fraciondria do
problema para o espago que sobrou na mochila, que vamos chamar de CurW.

» Observe o seguinte:
> Se as varidveis x; fossem bindrias em (2), terlamos P(X) = B(X)
> Como x; € R, a estimativa é mais frouxa, i.e., P(X) < B(x),

mas computavel eficientemente.



BB aplicado ao problema da Mochila

Pi+1

Suponha que temos uma instdncia de MOCHILA com os itens ordenados por % <w .
i i+

— isso pode ser feito em um pré-processamento facilmente

Algorithm 4.9: KNAPSACK3 (£, CurW)

external RKNAP()
global X, OptX, OptP,C;, (£=0,1,...)
ifi=n

n—1

if Zp,x. > OptP
i=0
then i
then OptP + Z PiTi

OptX « {1‘2... - |
ift=n
then Cy +
if CurW +we < M
else then Cy « {1,0}
else Cy « {0}
-1
B+ Zp,;t?, + RKNAP(Py, . .., Puy e,y . .., wo, M — CurW)
for eu,chum €C
if B < OptP then return
do {2
KNAPSACK3(£ + 1, CurW + wyx;)

Obs: Note que, como a instancia ja vem ordenada, podemos remover a primeira
instrucdo dentro de RKNAP ( “permute the indices...”)



BB aplicado ao problema da Mochila

X=()
B = 52.625
CurW =0

X=[0]
B =50.14 < 51
CurW =0
X =[1,0]
B =51
CurW =11
X=1,0,1]
B =51
CurW =19
X =[1,0,1,1 ]
B =51
CurW = 26
X =[1,0,1,1,0)
X =[1,1,0,0,0] P =51 > OptP,
P = 47, so set OptP = 47 s0 set OptP = 51
CurW =23 CurW = 26

Execugdo para v = [23,24,15,13,16], w = [11,12,8,7,9] e M = 26



BB aplicado ao problema da Mochila

n | Algonthm 4.1 | Algorithm 4.3 | Algorithm 4.9

8 51 332 52

8 511 312 78

8 511 333 72

8 5n 321 74

8 51 313 57
12 8191 4598 109
12 8191 4737 93
12 8191 5079 164
12 8191 4988 195
12 8191 4620 87
16 131071 73639 192
16 131071 72302 58
16 131071 76512 168
16 131071 78716 601
16 13107 78510 392
20 2097151 1173522 299
20 2097151 1164523 104
20 2097151 1257745 416
20 2097151 1152046 118
20 2097151 1166086 480
24 33554431 19491410 693
24 33554431 18953093 180
24 33554431 17853054 278
24 33554431 19814875 559
24 33554431 18705548 755

Exemplos com instancias aleatérias



Algoritmo de Branch-and-Bound genérico

Algorithm 4.7: BOUNDING (£)

external P(), B()
global X, OptP, OptX.C, (£=0,1,...)
if [x0,...,x¢-] is a feasible solution
P + profit([zo, ..., Te-1))
if P > OptP
then then | OPP & P
OptX « [z,..., T¢-1)
Compute C;
B ¢ B([zo,...,2e-1])
for each x € (;
if B < OptP then return
do { oy +—
BOUNDING({ + 1)
! —




BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Relembrando o algoritmo de backtracking para CAIXEIRO visto anteriormente:

Algorithm 4.10: TSP1 (£)
globalC;, (£=0,1,...,n-1)

ift=n
C « cost([zg,...,Tn-1])
if C < OptC
— then { OPIC = C
OptX + [xo,...,%n-1]
ifl=0

then Cy « {0}

iffi=1
else then Cy «+ {1,..., n—1}
else C( +— C(_l \ {I(_l}

for each z € C;

e+ T
do {TSPI(£+ 1)

Como CAIXEIRO é um problema de minimizagdo, dada sol. parcial vidvel X, temos que

B(X) é agora um limitante inferior, i.e., uma subestimativa para P(X)



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Seja x € V(G) e S C V(G), com S # (). Defina:
b(x,S) = min{w(xy) | y € S ey # x}.

Teorema: Seja X* = [xp, ..., Xn—1] um circuito hamiltoniado de custo minimo em G.
Seja cost(X*) o valor da fun¢do objetivo da solugdo X*. Suponha que X* que pode
ser obtido da solugdo vidvel parcial X = [xg,...,x;—1], [ < n—1, e seja

G=V \ {Xo, ...,Xl,].}. Entdo

_2
cost(X*) > > w(xixiy1) + b(xi—1, )
-0
5

l
i
+ > by, G U {x0}).
ye
A partir de X = [xo, ..., x;_1], defina B(X):

» Sel < n—1, entdo

B(X) = Y122 w(xixis1) + b(xi—1, ) + Zc b(y, C; U {x0}).
yeq
» Sel=n—1, entdo

1—2
B(X) = 3 w(xixit1) + w(xn—1x0)

i=0



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Algorithm 4.13: TSP2 (£)

external B()
globalC;, (£=0,1,...,n-1)
if{=n
C « cost([zg,...,3 Tn=1])
if C < OptC
OptC « C
fhen {Oth  [Zoy- . Znor]
iff =0 thenC; « {0}
elseif £ =1 then Cy « {1,..., n—1}
else C¢ « Ce—y \ {ze—1}
B « B([zo,. .., Te-1])
for each z € Cy
if B > OptC
then return
do
T

TSP2(£ + 1)

then




BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Melhora Importante: Levando em consideragdo a ordenagdo das escolhas C;:

Algorithm 4.23: TSP3 ({)

external Sort(), cost()

globalC, (£=0,1,...,n-1)
ifl =n

C + cost([zo, ..., Zp-1])
if C < OptC

then .
then {()pf(/ «C ]

OptX « [xg,..., ZTp-1]
if £ =0 thenC; « {0}
elseif (/=1 thenC; + {1,....n— 1}
else Cp + Cr—y \ {x¢—1}
count « 0
for each r € Cy
T
m'It('hut(‘l:[rrmn!] -3z
neztbound[count] « B([zo,...,T¢-1,7])
count + count + 1
Sort nextchoice and nextbound
so that nexthound is in increasing order
for i + 0 to count — 1
if neztbound(i] > OptP
then return
1¢ « nextchoice[i]

TSP3(f +1)




BB com ordenacao — Algoritmo geral

Melhora Importante: Levando em considera¢do a ordenagdo das escolhas C;:

Algorithm 4.22: BRANCHANDBOUND (¢)

external B(), profit()

globalC, (£=0,1,...)

if (2o, ..., %¢-1] is a solution

P « profit([zo,...,z¢_1])
if P > OptP

then hen | OPIP < P
then {()th « [xo,...,z¢1]
Compute Cp
count + 0
foreach z € C;
Tt

negtchoice[count] +
nextbound[count] «+ B([zo, ..., z¢1, 7))
count «— count +1
Sort neztchoice and neztbound

so that nestbound is in decreasing order
for i < 0 to count — 1
if nextbound[i] < OpiP

then return
z¢ + nextchoiceli]
BRANCHANDBOUND(? + 1)

do

do

Obs: No livro, embora seja incomum, apenas esta dltima versdo da estratégia é chamada de Branch-and-Bound
Para nés (e na literatura em geral), para se caracterizar Branch-and-Bound, o algoritmo n3o precisa disto.



