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Programacdo Dindmica (PD)

>
>

PD é uma técnica para projeto de algorimos.

Baseada na ideia de resolver subproblemas menores e combinar as repostas na
resolu¢do do problema maior.
» Semelhante a técnica de dividir para conquistar, mas com um diferenca:
» No caso de PD, subproblemas podem ter intersec¢do

» |déia central: Quando for possivel, n3o resolver o mesmo subproblema
mais de uma vez. — armazenar solugdo ja computada

note: na técnica dividir para conquistar ndo
ha subproblemas repetidos, entdo ndo existe
esta dificuldade para se lidar.

Vamos ilustrar PD com um exemplo: o Problema do Corte de Haste.

>
>
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Para este problema vamos ver a técnica em bastante detalhe
Bibliografia: [CIRS09] — Introduction to Algorithms, Capitulo 15

Em seguida veremos a mesma técnica para varios problemas
Bibliografia: [CIRS09] — Algorithms, Capitulo 6.



O Problema do Corte de Hastes

» Problema: Temos uma haste de comprimento n e queremos cortar em pedacos
menores para vender os pedagos

» Tanto n quanto o tamanho de cada pedago sdo niimeros inteiros

> Pedacos de tamanhos diferentes tem valores diferentes (valores em R)

Exemplo de instincia: Cada p; é o valor de venda de uma haste de comprimento i:

lengthi |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
picep; |1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

PROBLEMA DAS HASTES (HASTES):
Instancia: (p, n), onde p é um vetor contendo n valores reais

Soluggo: lista inteiros [i1, ..., ik] que indica o tamanho de cada pedago de haste,
i.e., sujeito a n =iy + ip + ... + iy tal que r, = p;; + pj, + ... + pj, seja maximo.
Note: A solugdo é um conjunto de indices;

Vamos usar r, para indicar o valor 6timo para uma instancia de tamanho n,
i.e., o valor da fung3o objetivo aplicada a solu¢go [, ..., ik]



O Problema do Corte de Hastes

lengthi |1 2 3 4
pricep; [1 5 8 9

Para o vetor do slide anterior, considere o subproblema em que n = 4:
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O D e D) I
(a) (b) (c) (d)

DOD OO OO0 OOOO

(@) () () (h)

» Note que uma haste de comprimento n pode ser cortada em n — 1 posi¢Ges.
> Portanto ha 27~ maneiras de se cortar a barra

»> Mesmo que consideremos (e), (f) e (g) como o “mesmo corte”, o niimero de
cortes ainda cresce exponencialmente com n.

» A solugio do subproblema: esquema de corte (c)



O Problema do Corte de Hastes

length i I

2 3 4 5

6 7 8 9 10

price p; |

1
I 5 8 9 10

17 17 20 24 30

Considere os 10 subproblemas da instancia acima: n=1,2,...,10

> n=1
> n=2
> n=3
> n=4
» n=5
> n==6
» n=7
> n=28
> n=9
>

A

—

=
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=1 (nenhum corte)
=5 (nenhum corte)
= 3 (nenhum corte)
= 10 (solugdo 4 =2+ 2)
= 13 (solugdo 5 =2+ 3)

= 17 (nenhum corte)

— caso do slide anterior

=18 (solugdo 7=1+60u7=2+2+3)

= 22 (solugdo 8 =2 + 6)
= 25 (solug¢do 9 = 3+ 6)

n=10 — rio = 30 (nenhum corte)

Importante: Note que r, = max(pn, 1 + ro—1, 2+ rh—2, <., -1+ 1)



Solucdo recursiva para um problema mais simples

PROBLEMA DO VALOR DAS HASTES (VALOR-HASTES):
Insténcia: (p, n), onde p é um vetor contendo n valores reais

Solugdo: Valor r, tal que existe [i1, ..., ix] tal que n = i1 + ... 4+ ix e rp = p; + ... + pj,.

Reescrevendo rj:

rn = max (pi + rh—; onde rg =0
n ISI,SH(P: n I)

CuT-ROD(p,n)

1 ifn==

2 return 0

3 ¢g=-©

4 fori =l1ton

5 q = max(q, p[i] + CUT-ROD(p.n —i))
6 return g

length i I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
picep; |1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

Valoresdeq: —o0o 0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 30



Solucdo recursiva para um problema mais simples

Arvore de recursbes para n = 4.

» A drvore de recursdes tem 2" nés
Cada né k corresponde a execugcdo com entrada de tamanho k

» Observe que o problema é resolvido repetidas vezes para cada
subproblema de tamanho k

» Ideia: Sé usar recursdo uma unica vez para cada subproblema de tamanho k.

» Importante: Em problemas de PD em geral, se a quantidade de problemas
diferentes for polinomial e o tempo de computar a base for polinomial, temos
um algoritmo polinomial!



Programacao Dindmica usando Memoizacao

Usando vetor r para guardar valor solu¢des de subproblemas ja computados

MEMOIZED-CUT-ROD(p, 1)

I letr[0..n]be anew array

2 fori =0ton

3 rli] = —oco

4 return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n, 1)

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p. 1, 7)

1 ifrn]=0

2 return r[n]

3 ifn==

4 qgq=20

5 elseq = —o0

6 fori = 1ton

7 ¢ = max(q, pli] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n —i.r))
8 rln] =g¢q

9 return g



Versao “Bottom-up” do mesmo algoritmo

Algoritmo Bottom-up Grafo G = (V, E) de subproblemas

BoTTOM-UP-CUT-ROD(p. 1)

1
2
3
4
5

6
7
8

vvyyvyy

let r[0. . n] be a new array

rl0] =0
for j = lton
q = —00
fori = 1toj
q = max(q, pli] +r[j —i])
rljl = q

return r(n]

Problemas resolvidos do menor para o maior
Cada vértice é um subproblema de tamanho j — solugdo armazenada em r|[j]
Arco (x,y) indica que suproblema x depende da resolugdo do subproblema y

Este grafo pode ser visto como uma vers3o da drvore de recursdes em que cada
vértice é “colapsado” em um Unico Vvértice.

Importante: Em geral ndo se constrdi o grafo, trata-se de um grafo implicito!



Programacao Dindmica “Bottom-up’
Algoritmo bottom up Grafo G = (V, E) de subproblemas

BoTTOM-UP-CUT-ROD(p. 1)

1 letr[0..n] be a new array

2 rl0j=0

3 forj =1ton

4 g = —00

5 fori = 1toj

6 q = max(q, pli] +r[j —i])
7 rlil = ¢

8 return rn]

» Na versdo Bottom-up, observe que o grafo é percorrido de baixo para cima

> Repeti¢do externa (linha 3): “sobe” a para resolver subproblemas maiores
Repeticdo interna (linha 5): “desce” olhando subproblemas ja resolvidos

> Tipicamente: a complexidade em PD ¢é polinomial em |V| + |E| ,
isto €, no tamanho do grafo.



Resolvendo o problema original HASTES

Solugdo para HASTES-VALOR: Solugdo para HASTES:
BoTTOM-UP-CUT-ROD(p. 1) EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)
1 letr[0.. n] be anew array 1 letr[0..n]and s[0..n] be new arrays
2 rf0]=0 2 r0] =0
3 forj =1ton ;

4 g =—00 3 forj=1ton

5 fori = 1toj 4 q = —00

6 q = max(q, pli]+r[j —i]) 5 fori = 1toj

7 il =q 6 ifq < plil+rlj—i]

8 return r[n] 7 g = plil+rlj —i]
8 s[jl =1
9 rljl=4q
10 return r and s

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, 1)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)
2 whilen >0

3 print s[n]

4 n=n—sn|



Programacdo Dindmica “Bottom-up’

lengthi |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
picep; [1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, )
1 letr[0..n] and s[0..n] be new arrays
2 rjo]=0
3 forj=1ton
4 q = —00
5 fori = 1toj

6 ifg < plil+r[j—i]

7 g = plil+r[j —i]

8 sl =1

9 rljl=¢q

0

return r and s

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION(p, n)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)
2 whilen >0

3 print s(n]

4 n =n—sn]

i 0123 4 5 6 7 8 910
PiI[0 T 5 8 10 13 17 18 22 25 30
sillo 123 2 2 6 1 2 3 10




