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Zeros de equacoes transcendentes e polinomiais
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Método da lteracdo Linear: Ideia principal

Relembrando Método de Newton-Raphson

» x, = g(xn—1), para uma certa fung3o g aplicada a xp—1:

o = xpy . Hxn1)

f/(anl) f/(anl) ;é 0

» Meétodo da Iteragdo Linear: vamos considerar outras fungdes g(x):
» Entretanto, primeiro vamos entender dois conceitos:

(1) fungio iterativa (2) ponto fixo vs raiz de fun¢io



Funcoes iterativas

» Func¢3o: recebe uma entrada e retorna uma saida.

x [ fx)

—» f —

» Fungdo iterativa: a saida de uma iteracdo é entrada da préxima iterag3o.

X f(x)




Funcdo vs Funcao lterativa

> Considere a fungio: f(x) = %x +4
> f(1) =45
> f(2)=5
> £(3) =55

» Considere a fungio iterativa f(x) = %x +4
> t=0; x=1,
f(1)=1%-1+4=4,55
> t=1; x=4,5
f(4,5)=1%-45+4=6,25
> t=2;x=6,25;
f(6,25) =3 -6,25+4=7,125

> Outra maneira de tratar a funcio iterativa f(x) = 1x + 4

> XoZ].
flxo)=1% x+4=4,5
f(Xl):%~X1+4:6,25
fx) =1 x+4=17,125



Ponto fixo vs raiz de funcao

Primeiramente, o que é um ponto fixo?

» x* é um ponto fixo de uma fungdo f se f(x*) = x*.

> Exemplos:
> 1 é um ponto fixo de f(x) = x2, f(1) =1,
> 2 & um ponto fixo de f(x) = x? — 3x + 4, f(2) =2.

» Toda func3o tem ponto fixo? N3o!
» Exemplo: f(x) = x + 1 n3o tem ponto fixo



Ponto fixo vs raiz de funcao

Ainda, antes de ver a relacdo entre o ponto fixo e a raiz de uma fun¢do

» vamos ver a relagdo entre ponto fixo e fungdes iterativas.

> Relembrando: considere a funco iterativa f(x) = x + 4

> xo=1
flxo)=1% x+4=4,5
f(Xl) = % 'X1+4:4,65
fOo) =3 -x+4=7,125
» Considere a série {x¢ }nen tIim xr =8
— 00

> Qual o ponto fixo fungio f(x) = Fx + 47
> f(8)=38



Ponto fixo vs raiz de funcao

> Novamente, considere a funcdo iterativa f(x) = Ix + 4

> Xo:].
fo) =% -x+4=45
f(Xl):%~X1+4:4,65
x) =1 x+4=17,125

f(x

> |im x; =8

t—oo

» se fungdo iterativa converge, entdo converge para ponto fixo



Ponto fixo vs raiz de funcao

» Considere o problema de resolver a equagdo e = x + 2.
Queremos encontrar x que satisfaca os dois lados da equacio.
» fazendo e —x—2=0
> o que queremos o zero da fungdo f(x) = ¥ — x — 2.
» fazendo e — 2 = x
> 0 que queremos o ponto fixo da fungdo g(x) = ¥ — 2.
» O zero da fungdo f é o mesmo que o ponto fixo de g

P Ideia: Para computar o zero de uma dada fun¢do f, computamos
uma aproximagdo para o ponto fixo de g



Método da lteracao Linear

» Exemplo: Encontrar uma raiz da equacdo x?> — 5x +4 = 0.
> lsole x na equacdo: (x> +4)/5 = x
» Chame lado esquerdo de g(x)

» Encontre ponto fixo da fun¢do g(x) = (x* +4)/5

Note: poderiamos ter isolado de outras formas:

Vhx —4 =x




Convergéncia

Teorema do ponto fixo: Seja g : [a, b] — [a, b] uma fun¢3o
continua que satisfaca |g’(x)| < 1 para todo x € [a, b].
» Ent3o, existe um lnico ponto x* € [a, b] tal que g(x*) = x*
> Além disso, para qualquer xp € [a, b], a sequéncia {x},cy
dada por: x,+1 = g(x,) converge para x* quando n — oc.



Algoritmo do Método da Iteracao Linear

Dado: Dado f(x) e xp € [a, b] e erro e.
» Passo 1: Obtenha g(x) respeitando as condi¢des do Teorema
do Ponto Fixo (se for possivel).
> lteracdo 1.
> x1 = g(x)
> |x; — xo| < erro? Se sim, pare. Se n3o, continue.
> lteragdo 2.

> xo = g(x1)
> |xo — x1| < erro? Se sim, pare. Se n3o, continue.

> |teracdo n.

> Xp = g(anl)
» |x, — xp—1| < erro? Se sim, pare. Se n3o, continue.



Exemplo x> —5x +4 =0

> x> —5x+4=0
» Possibilidades:




Exemplo x> —5x +4 =0

X2—|-4_
=

d (Pra) 2
dx 5 5

2X<1 d 5< <5
—_— uando — — X —
5 9 2

X

2



Exemplo x> —5x +4 =0

Dados:

2
> g(x) =

» Um valor inicial no intervalo [—2,5; 2, 5], digamos xg = 0

x1=g(0)=0,8
|x1 — xo| = 0.8
x; = g(4/5) = 0,928

>
>
>
> |x — x| = 0,128



Exemplo x> —5x +4 =0

_ X*+4
gx) = X5

Escolho um valor inicial no intervalo [-2,5; 2, 5].

Digamos: xg =0
x1=g(0)=0,8

xp = g(4/5) = 0,928
x3 = 0.9722368

x4 = 0.989048879

x5 = 0.995643537

vVVvVvVvyVvVvyYVvyYVvyy



Exemplo x> —5x +4 =0

> x> —5x+4=0
» Possibilidades:




Exemplo x> —5x +4 =0

g(x) =vbhbx—4

» E mais dificil calcular a derivada e o intervalo

» Chutamos um valor inicial, e verificamos se ocorre a
convergencia

> XO =
>
| 2

X3 =7



Exemplo x> —5x +4 =0

vVhx —4=x

E mais dificil calcular a derivada e o intervalo (exercicio)
Seja xg =2

x1 = 2.449489742783178

|x1 — xo| = 0.4494897427831779
Xxp = 2.871837167026691

xa — x| = 0.422347424243513
x3 = 3.218568911043145

|x3 — x2| = 0.3467317440164539
x4 = 3.4774767512113898

x4 — x3| = 0.258907840168245
x5 = 3.6588773901371647

|xs — x4| = 0.18140063892577496



Exemplo x> —5x +4 =0

>
>
>
| 2
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

X6 = 3.780791841755616
Ix6 — x5| = 0.12191445161845138

x7 = 3.86056462305426

Ix7 — xg| = 0.07977278129864374

xg = 3.911882208238445

|xs — x7| = 0.05131767518418506

Xo = 3.9445419875052954

|xo — xg| = 0.03265968926685048
x10 = 3.9651872512564244

|x10 — xo| = 0.02064526375112896
x11 = 3.978182531795408

|x11 — x10| = 0.012995280538983689
x12 = 3.986340760519231

|x12 — x11| = 0.00815822872382288



Exemplo x> —5x +4 =0

> x2—5x+4=0
» Possibilidades:

x2+4
=X
5
vVhx —4 =x
—4
=X
x—5
—4



Exemplo x> —5x +4 =0

X0:2

I
~

X1

Il
~

X2

Il
~

X3

Il
~

Xa

vVvYvyVvyVvyy

X5 =7



Exemplo x> —5x +4 =0

VV VvV VYVYyVVYVYVY

Xg = 2

x1 = 1.3333333333333333

|x1 — x| = 0.6666666666666667
xp = 1.0909090909090908

|x2 — x1| = 0.24242424242424243
x3 = 1.0232558139534884

|x3 — x2| = 0.06765327695560241
x4 = 1.0058479532163742

|xa — x3| = 0.0174078607371142
x5 = 1.0014641288433384

|x5 — xa| = 0.004383824373035861



Exemplo x> —5x +4 =0

> x2—5x+4=0
» Possibilidades:




Exemplo x> —5x +4 =0

vVvvyVvVvVvyyypy

—4
g(x) = - 0
X0 =
X1 =7
X2 =7
x3 =7
X4 =7
X5 =7

Xg =7



Exemplo x> —5x +4 =0

Xo =2

x1 = 3.0

|x1 — x| = 1.0

X2 = 3.666666666666667

|x2 — x1| = 0.666666666666667

x3 = 3.909090909090909

|x3 — xa| = 0.2424242424242422
xqg = 3.9767441860465116

|xa — x3| = 0.06765327695560241
x5 = 3.9941520467836256

|xs — x4| = 0.017407860737113978
X6 = 3.998535871156662

|x6¢ — x5| = 0.004383824373036305

VVVY VYV VyVYVYyVYVYVYYVYY



Método das Secantes

» Método de Newton-Raphson: Também conhecido por método das tangentes

___ f(x)
X1 = X0 f’(xo)
Lembrando da defini¢do de derivada: f'(xp) = ILm %ﬁé’“’)
X—>X0
Y recta
Fao) = jJ tangente

LT} E——

curva
y=flx)

Ideia: Quando computar x,, usar aproximac¢do para derivada em x,_1:

f/(Xn—l) ~ f(xn—1)—f(xp—2)

Xp—1—Xn—2



Método das Secantes

Xp = Xp—1 — fOn1)
n — Xn—1 f/(anl)
f/(Xn—l) ~ f(X”—l) B f(X”—Q)

Xp—1 — Xn-=-2

Xp—1 — Xn-2

f(Xn_l) - f(Xn_z)’ B

Xp = Xpn—1 — f(Xn—l)



Interpretacao geométrica

Xpn—1 — Xn=2
, h>2
f(xn—1) — f(xn—2)

Xn = Xp—1 — f(Xn—l)

fix1)

flx2)

fixs)




Algoritmo do Método das secantes

Problema: obtenha uma raiz da fungdo f(x).
» Entrada: f(x); dois valores iniciais xp e x; préximos a raiz a
ser encontrada; € o erro e.
> lteracdo 1.
— _ X1—Xo
| 2 X2 = X1 f(Xl)f(Xl)—fl(Xo) .
> |xo — x1| < erro? Se sim, pare. Se n3o, continue.
> lterac3o 2.
— X2 —X1
| 4 X3 = Xp — f(xz)f(xz)—f_(xl) -
> |x3 — xz| < erro? Se sim, pare. Se n3o, continue.

> lteracdo n.

_ Xpn—1—Xn—2
| 2 Xnp = Xp—1 — f(X”_l)if(anl)—f(xnfz)

> |x, — xp—1| < erro? Se sim, pare. Se ndo, continue.



Exemplo x> —5x +4 =0

— _ Xn—1—"Xn—2
Xn = Xp—1 f(Xn—l) Fxn—1)—F (Xn_2)

f(x) =x?>—-5x+4

erro permitido € = 0,01

vvvyYyy

Usemos apenas 2 casas decimais (com arredondamento)

v

Dado xg =8e x1 =9

> xp = x1 — f(Xl)if(X)S:);%xo) =

x; — (X% —5x1 +4)(xa — x0)/(x¥ — 5x1 — x¢ + 5x0) = 5,67
|x2 — x1| = 3,33

v



Exemplo x> —5x +4 =0

> x1 =9

> xo =5,67

> x3=x— (X3 —5x2+4)(x2 —x1)/(x3 —5xp — x? +5x1) = 4,86
> |x3 — x| =0,81



Exemplo x> —5x +4 =0

> f(x)=x2—5x+4

> x, =5,67

> x3 =4,86

> x; = x3— (xg —b5x3+4)(x3 —xz)/(x§—5X3 —x22—|—5x2) =4,26
> x4 — x3] = 0,60



Exemplo x> —5x +4 =0

> f(x)=x%>-5x+4
> x3=4,86

> x4 =4,26

> x5 = 4,05

> |x5 —xq] = 0,21
> x5 = 4,00

> |xs — x5| = 0,05

Encoutrou f(x) = 0*



