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Introducdo: Sistemas lineares

» No tépico anterior, tinhamos equag¢des que podiam ser n3o lineares:
» Podiam ser polindmios, fun¢bes transcendentais, etc
P> Mas, as equagdes tinham apenas uma varidvel

» Neste topico: Apenas equagdes lineares, mas
> equagdes tem mais de uma varidvel (e.g., 10x1 + 2x2 + x3 = 4)
> sistemas com mais de uma equagdo simultanea

» Sistema linear com m equag¢des e n incdgnitas:

a1 + apxe + - 4+ axp = b

aix1 + apxe + - 4+ amxp, = b

amix1 + amexe + -+ 4+ ampXn = bm
» Notac3o:

> aji: coeficientes;
» x;: incégnitas;
> b;: termos independentes.



Sistemas lineares

» Um sistema linear pode ser escrito na forma matricial Ax = b

ain a2 -+ am X1 by

a1 a» - azn X2 bz
A:

x
I
o
o
I

am1 am2 e dmn Xn bm

A: é chamada de matriz dos coeficientes
Xx: vetor das incognitas
b vetor dos termos independentes (termos constantes).



Classificacdo quanto ao nimero de solucoes

» Compativel (tem solugdo)

» Determinado: O sistema tem solugdo Unica.

» Indeterminado: O sistema tem infinitas solucdes.
» Incompativel

» O sistema n3o tem solugdo.



Sistemas lineares

Considere um vetor v € R™:
» v é tratado como n-tupla ou como vetor coluna de dimens3o n
componentes da tupla/vetor sdo v;

Vi
V2
ie, v=(vi,v,..,vy)ouv=

Vn

» Notag¢do: au, a, ...,y sdo as colunas da matriz A, escrevemos
A= [a1|o¢2|..4|an]

» A matriz identidade é denotada I



Sistemas lineares

Dado um sistema linear Ax = b,
» A matriz completa (ou matriz estendida) do sistema, denotada [A|b] é:

ain aw -+ am | bk
a1 a» - azn b>
[AlB] =
amil am2 e dmn bm
» Se bj =0, parai=0,1,...,m, o sistema é dito homogéneo.

» Note: Sistema homogéneo =- compativel
Admite pelo menos a solugdo trivial, x; =0, j =1,2,..., m.



Métodos Diretos (Algoritmos Diretos)

» Um método é dito direto quando a solug¢do exata X do
sistema linear é obtida realizando-se um nimero finito de
operagdes aritméticas.

> Exemplos: Regra de Cramer, Método da Eliminacdo de Gauss
(ou triangulagdo) e Método de Jordan.

P> Veremos alguns destes métodos, assim como métodos
indiretos nesta disciplina.



Definicées Elementares

» Dada matriz M de dimens3o n, det(M) é o determinante de M

Para qualquer i € {1, ..., n},
det(A) = Z( 1) ai ;M
Jj=

M; ; é o determinante da submatriz de M sem a linha i e coluna j

a b ¢
Exemplo: d e f|= az f - b‘d f' ‘d :

» Teorema: Seja A uma matriz quadrada n x n. Para qualquer b € R",
Ax = b tem solug3o Unica se e somente se det(A) # 0



Definicées Elementares

Seja Ax = b com n equagdes e n incégnitas.

» A;: matriz obtida de A trocando a coluna i pelo vetor b

Por exemplo,

1 3 =2 7
SeA=|2 -1 1| eb=|8| entio A, =
4 3 -5 6

BN~
S 00 N
[
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Métodos Diretos — Regra de Cramer

Seja Ax = b um sistema linear, onde A tem dimens&o n e det(A) # 0.

Regra de Cramer: x; = Zeett((/:))
» Prova: mais tarde
» Antes, um exemplo:
X1 + 3x — 2x3 = 3
2X1 — X2 —|— X3 = 12
4 4+ 3x — bx3 = 06



Métodos Diretos — Regra de Cramer

X1



Métodos Diretos —- regra de Cramer

1 3 —21 [x 3
2 —1 1| |x| =12
4 3 -5 X3 6

3 3 2

12 -1 1

6 3 -5 120
T3 S 24

2 1 1

4 3 -5



Métodos Diretos —- regra de Cramer

1 3 =2 |x 3
2 -1 1 x| = |12
4 3 5| |x3 6

Xo =



Métodos Diretos — Regra de Cramer

X3 =



Métodos Diretos — Regra de Cramer

Portanto, para o sistema

A solucao é x =

BN o



Métodos Diretos — Regra de Cramer

Exercicio: Aplique a Regra de Cramer para resolver o sistema linear

T1+T0+23=1
201 —x9 + 23 =0
1+ 2x9 —x3=0

[ det(A1) ] .
det(A) ==
5
A solugdo é x = %&2)) X = % — |2
4
det(Ag) 5
_ det(A) | !



Regra de Cramer: Demonstracao

Teorema: Considere um sistema linear Ax = b, tal que A é uma matriz de

A;
dimens3o n que admite inversa. Ent3o, parai=1,...,n, x; = ileet;((A))
Prova: Seja A = [ai|az| - |an], X1 = [x|eales]| - |tn] € T=[ea|ea]--]|tn]

(I é a matriz identidade)
Fato 1: x = A7'b (Ax=b=>A1TAx=Alb= Ix=A"1b= x=A"1p)

Fato 2: 1 = A Yq; (da definicdo de multiplicagdo, At; = ;.
dai A = a; = AflAL,' = Afl()t,' =L = Ailoc,')

Fato 3: det(X1) = x1 (direto da defini¢do de determinante)
Lembrando que A; = [b|az|as| - - |an], temos

ATH A= AT [blaglas] - - an] = [x|az]as]| - o] = X
—_—
Fatos 1 e 2
X1 = det(Xl) (Fato 3)
det(Al)
det(A)

= det(A7A;) = det(A71) - det(A;) =



