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Sistemas de equacoes lineares

» Introducdo

> Métodos Diretos
» Regra de Cramer
» Método da Eliminacdo de Gauss
» Método da Eliminagdo de Gauss com pivoteamento parcial
» Meétodo de Gauss-Jordan
» Fatoracdo LU

» Métodos lterativos

» Método de Gauss-Jacobi
» Método de Gauss-Seidel
» Método da Relaxacdo



Matrizes triangulares

» Matrizes triangular superior: Elementos abaixo da diagonal principal sio zero:

d11 a2 ai13 a4 - din
0 ax a3 ax -+ am
0 0 ass am -+ a3
0 0 0 aaq4 s dan
0 0 0 0 - am

» Matrizes triangular inferior: Elementos acima da diagonal principal sido zero:

ali 0 0 0 0
ani ano 0 0 0
a1 ax ays 0 0
asl  ax a3 am 0
danl an2 an3 an4 et dnn

» Matrizes diagonal: Apenas elementos da diagonal principal ndo sdo nulos



Sistemas com matrizes triangulares superiores

Caso de sistemas lineares com matrizes triangulares superiores:

1 1 1 X1 1
0 -1 -3 X2 | = -2
0 0 =2 |x3 -2
Solucdo é imediata:
» Da linha 3, a equagdo é —2x3 = —2, ou seja, x3 = 1.
» Da linha 2, —xo — 3x3 = —2, substitua 1 em x3. i.e.,, xp = —1
» Da linha 1, e equacdo x1 + x2 + x3 = 1 implica em x; = 1.
» Caso das matrizes triangulares inferiores é anélogo.



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

» O método da elimina¢do de Gauss (escalonamento de matrizes):

Consiste em transformar um sistema linear em outro sistema linear
equivalente que seja triangular superior.

Sistemas lineares equivalentes: sistema que tém as mesmas solucdes.



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

» Por exemplo, dado o sistema

11 1 X1 1
4 4 2 X | = 2
2 1 -1 |x3 0

» Usamos uma série de “transformacgbes” para obter:

1 1 1 X1 1
0 -1 3| |x| =[-2
0 0 -2 X3 -2

> Ai obtemos a solucdo diretamente



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

» Teorema: Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando, sobre as
equacoes deste sistema, uma sequéncia de operacdes
elementares, escolhidas entre as trés opcoes abaixo:

(i) trocar a ordem de duas equagdes;
(i) multiplicar uma equagdo por uma constante n3o nula;
(iii) adicionar um midltiplo de uma equagdo a uma outra equag3o;

Obtém-se um novo sistema Ax = b equivalente a Ax = b.



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

» Resolva o sistema

xX1+x+x3=1
4x1 +4xp +2x3 =2

2x1+x0 —x3=0

P> Primeira etapa: criamos a matriz estendida.

11 1|1
4 4 2 |2
2 1 -1|0



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

» Primeira etapa: criamos a matriz estendida.

11 1|1
4 4 2 |2
2 1 -11]0

» Segunda etapa: escalonamos a matriz
Vamos fazer o escalonamento “livremente”
(depois faremos de maneira metddica)

> Primeiro passo (zerar a primeira coluna abaixo da diagonal principal):
» 22 [inha + 22 linha — 4 x 12 linha
» 32 [inha + 32 linha — 2 x 12 linha.

1 1 1 1
0 0 -2|-2
0 -1 -3|-2



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

1 1 1 1
o 0 -2 -2
0o -1 -3 =2

» Permutamos a 22 linha com a 32 linha



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

1 1 1 1
0 -1 -3 =2
0 0 -2 -2

» A matriz estd na forma triangular.

Fazendo-se as substitui¢des,
X1 = 1

X2 = -1

X3 = 1



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

Se, durante o escalonamento, uma linha da matriz for zerada?

» Ou seja, surgir equacio do tipo:

0+0+--+0=bp

1. Se b, = 0, elimina-se a equag3o e continua-se o escalonamento;

2. Se by # 0, conclui-se que o sistema é incompativel.

» Suponha que temos um sistema com m equacdes

Quando eliminarmos uma equag¢&o (caso 1 acima), o qué podemos dizer
sobre as equagdes? Uma equacgdo era combinag3o linear da outra.



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss
Dada uma matriz, como no exemplo abaixo,

2 1 -1 8
-3 -1 2| —11
-2 1 2| =3

De maneira geral,

» Escolha pivo aj (neste exemplo, vamos olhar para a11)
. . . aji
» Para cada linha Lj, j > i, calcule fator m;; = — =
aij

» linha [2: my = — % -
=2
2

=W

> linha L3: m31 = —

» Troque linha L; por L; + mj; - L;

> troque [y por Lo+ 3Ly ie,[—-3-12 | -11]por[0 § % | 1]
» troque L3z por [34+1-L; ie,[—2-1 2] -3]por[0 21| 5]
2 1 -1]|8
0 3 3|1
0 2 1|5



Métodos Diretos — Eliminacdo de Gauss

Dada uma matriz, como no exemplo abaixo,

ain aw -+ am | b

a1 ax - am | b
[Alb] =

ami am2 o dmn bm

> Seja [AQ|b] = [A]b]
» Etapai=1,2,...n—1
> Obtenha [A?”|b()] a partir de [AU=D|p(~Y)]
fazendo operagdes para zerar elementos abaixo na coluna do pivd aji

Como zerar elementos abaixo na coluna do pivo a;;?
» Para cada linha Lj, j > i
» calcule fator mj = — ?
» troque linha L; por L; —|—“mj,- - Lj
» Se posi¢cdo aji for nula?
> troque, antes, L; por alguma linha L; abaixo na coluna com aji # 0
> obs: se ndo existir linha com aji # 0, etapa estd finalizada!



Eliminacdo de Gauss

Dada [A©|p®] = [A|b], onde A tem dimens3o n,

ain an - am | bt

. b

[A(0)|b(0)] _ a1 ax azn 7]
dnl an2 e dnn bn

» Etapai=1,2,....,n—1:
> Obtenha [A?D[b()] a partir de [AV=Y|b(~1] fazendo

o 2
Para cada j > i, calcule m; = — = e troque L; por L; + mj; - L;
aji

(caso aj = 0, fazer troca de linhas)

ayy ap  c-- o an, | b
0 &b - ab, | b
[A(n—1)|b(n—1)] _ . 22 2 2



Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial

Dada [A@|p®] = [A]b], onde A tem dimens3o n,

ain ane --- am | b

cr a | b

[A(0)|b(0)] _ a  axn a 2
anl an2 e dnn bn

» Etapai=1,2,....,n:
> Obtenha [A?”|6()] a partir de [AU=Y|50~Y)] fazendo
Para cada j > i, calcule m;; = —a—Ji': e troque L; por L; + mj - L;
Antes de zerar elementos abaixo dl:e aji, troque L; por Lj, j > i
para garantir que |a;i| > |aji|, para todo j > i

ay an - ay, | b
0 / . /n bl
[A("_1)|b("_1)] _ ax» S 2

0 0 - a,|b



Eliminacao de Gauss-Jordan
Dada [A©@|b(®] = [A]b], onde A tem dimens3o n,

» Aplica Eliminigdo de Gauss para obter

ay an - ay, | b
0 / o /n bl
[A("*1)|b("*1)] _ ax» as 2
0 0 - al,|b

» Continua processo, fazendo procedimento analogo para zerar elementos
acima, na coluna de cada pivo:
> Primeiro zera elementos acima, na coluna de a,;
> Depois zera elementos acima na coluna de aj,_;,_;
» Assim por diante até zerar elementos na coluna acima de a5,
» Termina com matriz:

aly 0 -~ 0 | b
0 1 - O b//
[A(2n72)|b(2n72)] _ a2 2
6 0 N a;’ b.//

» Pode-se usar pivoteamento parcial em Gauss-Jordan também



Exemplo de Eliminacao Gaussiana

Resolva o sistema abaixo usando Elimina¢cdo Gaussaina:
3x1 4+ 220 + 423 =1

T+ X0+ 223 =2
4x1 + 3x9 — 223 =3

Resolucao:

» Matriz estendida inicial:

A©)p0) —

I JY)
W = N
)
)



Exemplo de Eliminacao Gaussiana

3 2 4 1
AOPpO =11 1 2 |2
4 3 -2 |3
Etapa 1:
» Como aﬁ) # 0, ndo precisamos fazer trocas de linhas
» Portanto,

Pivo: an(o) =3

(0)
_ a2 —
mo1 = an@ ]./3

(0)
— asi —
ms1 = a11(0) = 4/3

Ly < Ly —ma1Lq
L3 <+ L3 —msz1Ly
3 2 4 1

AOpO =10 1/3 2/3 |5/3
0 1/3 —22/3 |5/3



Exemplo de Eliminacao Gaussiana

1
5/3
5/3

3 2 4
AOPO =0 1/3 2/3
0 1/3 —22/3

Etapa 2:
» Como aég) # 0, ndo precisamos fazer trocas de linhas

» Portanto,

Pivo: a22(1) = 1/3

aza)
az2 (M)

L3 < L3 —mg32Ls

m32 =

3 2 4 1
AP =0 1/3 2/3 |5/3
0 0 -8 |0



Exemplo de Eliminacao Gaussiana

3 2 4 1
AP =10 1/3 2/3 |5/3
0 0 -8 |0

Temos matriz triangular superior

» Agora, colocamos em forma de sistema novamente:

3x1+ 2x9 +4x3 =1
+1/3x9 + 2/323 =5/3
—81‘3 =0

» Com isso, a solugdo é:



Exemplo: Eliminacdo Gaussiana (pivoteamento parcial)

Resolva o seguinte sistema usando Eliminacdo Gaussiana
com pivotamento parcial:

3z + 2w9 + 43 =1
T+ a9+ 223 =2
4x1 + 3x9 — 223 =3

Resolucao:

» Matriz estendida inicial:

32 4 |1
AOpO =1 1 2 |2
4 3 -2 |3



Exemplo: Eliminacdo Gaussiana (pivoteamento parcial)

3 2 4 1

AOPp@O =1 1 2 |2

4 3 -2 |3

Etapa 1:
» Na coluna 1, maior valor em mddulo estd em L3. Portanto,
Ly Ly

4 3 -2 |3
AOpO =11 1 2 |2
3 2 4 1

> Agora temos uma nova matriz [A® 5] com pivé aﬁ) = 4. Portanto,

L2 — L2 — 1/4L1
Ly« L3 — 3/4L1

4 3 2| 3
AVPD = o 025 25| 1,25
0 —0.25 5.5|-1.25



Exemplo: Eliminacdo Gaussiana (pivoteamento parcial)

4 3 -2 3
ADEY] =0 0,25 25| 1,25 |.
0 -0,25 5,5|—1,25
Etapa 2:
» Na coluna 2, empate no maior valor em médulo. Portanto,
> [AD|bM] ndo muda e o pivo é al)) = 0,25e mzp =1

» Troca L3 por L3 + Lo:

4 3 -2 3
[APpP]=| 0 0,25 2,5|1,25 |.
0 0 8] 0

Em forma de sistema:
Adxz3 +3x2 —2x1 = 3

0,25x +2,5x3 = 1,25
8X3 =0

Com isso x = (—3,5,0)



Fatoracao LU de matrizes

» Considere o sistema linear Ax = b

ain ar - am| [x by
a1 ax -+ am| |x by

= 7
ami am?2 et amn Xn bm

» Suponha aplicamos Eliminagcio Gaussiana e obtemos A'x = b’
> A partir da matriz triangularizada A’ e b’ é facil obter o vetor x
» Agora, suponha que queiramos resolver o sistema linear Ax = ¢

P> Precisamos repetir tudo novamente?

» Fatoracdo LU: Vamos encontar matrizes L e U triangulares
tal que A= LU (uma triangular superior e outra inferior)

» Com isso, dado b,

> Ax=b= LUx=b seja Ux =y
> Comisso, Ly=b

»> Encontro y e depois resolvo Ux = y

>

Agora, se quero resolver um novo sistema Ax = ¢, fago a mesma coisa



Fatoracao LU para computar matriz inversa

» Caso particular em que queremos resolver Ax = b para

varios vetores de b consecutivos: Calcular inversa de A

i.e., calcular X, tal que AX =1

ai a2 o ain X11 X12
a1 dx» -+ axn X21  X22
amil am?2 e dmn Xm1 Xm2

» Aqui queremos resolver Ax; = T;

x; € a i-ésima coluna de X
T; é a i-ésima coluna da identidade.

X1n 1
Xon 0
Xmn 0

parai=1,...,n,



Eliminacdo Gaussiana: primeira coluna

A A,

a a a a
i b 12 13 14 all a al3 314

821 222 #23 824 | my; = ap/ap 0 0oo| Po3 oy
a4 2ap B3y dgy [::i> 0 b3y b33 byy

a a a a
41 242 243 Q44 0 by, bys by,

my; = aj/ap;

my; = ag/ap

a1 byy = az = my; ap




Eliminacao Gaussiana: segunda coluna

A, A,
24 2o B4z Aqg ajq, agp ayz agy
0 byy byg byy B - Bao boy By
0 b3p b33 b3y [ my, = byy/by i> 6 0 cgs ey
0 byp bg3z byg | my, = byy/bs, 0N S0C, ey

M3; mgy
M1 My



Eliminacdo Gaussiana: terceira coluna

A, A;
AT ot e i a7y A2 873 474
0 by, by byy ) 0 by, byz by
0 0 ey 5 ﬁ> 0 8 ciyes,
00 B g S |y = ok, 0 0 0 dyy
myy
M3; m3p

Mg1 My myy



Fatorando a matriz A

1

my;
ms;
myy

0
1
mg,
my,

0
0
1

my;

H o o ©

0
0

Ay

891 @17 893 834

b,

0
0

b,

b,y

£33 S34

0

d44

15
Ao
gy
asn

Sy &3
f59 @p3
A3 1933
242 243

214
@24
&34
a4



Fatorando a matriz A

A, A

0 0 0
= = = . 471 |#12 213 212 211 210 3313 A9
0" |Bya[Bos Boa | = | 221 [Bag) 225 224
my;; my 10 0 [0 |c33 c34 a3 d3p a33 agy
m,;, my myy 1l 0 0 dyy 841 843 A3 844

mya;, + by, = mpagy + (ay, - ajmy;)

= apag/a;; t ay; - apas/ap
= ass



Fatorando a matriz A

LR U aj; ajp aj3 agy aj; ajp a;z agg
o i e 0 a3 Pp3 Pag | — | @21 322 323 ap4
my; my;, 1 0 0 0 €33 C34 31 a3 233 434
m, m, m, 1

a1 42 43 0 0 0 dgg a4 a4p a3 Ay

» Fatoramos A em duas matrizes triangulares L e U



Fatoracao LU para calculo de inversa

A X
25 5 1 X, Xy Xq
64 8 1 X, X%

144 12,41 ¥, %



Fatoracao LU para calculo de inversa

A
2.5 885 LSl 25 5 1l
64 8 1 |my,= 2.56 ’:> 0 -4.8 -1.56
144 12 1 | my,= 5.76 0 -16.8 -4.76 | M= 3.5
25 5 1 1 0 0
|::> 0 -4.8 -1.56 2.56 1 o
0 0 0.7 5.76 3.5 1

U L

Matriz U é obtida escalonando A
L é obtida usando os multiplicadores do escalonamento



Fatoragao LU para cdlculo de inversa

’ Exemplo 1: Calculando a matriz inversa A- |

L
1 0 0
2.56 1 0
5,76 3.5 1
u 3
25 5 1
0 -4.8 -1.56
6 9 .7 |

Y1 il Y1 1

v | T |, —> ¥s | [-2.585

¥3 0 ¥3 3.2

%X - 51 0.04762
x, | =|-2-56 |:> X3 | = |-0.9524
X3 B2 29 4. 501



Fatoragao LU para cdlculo de inversa

’Exemglo 1: Calculando a matriz inversa A~ | -

L .
1 0 0 Yy 0 Y4 0
2.56 1 0 vs | = |1 |:> vt (5
5.76 3.5 1 | [V 0 Ve -3.5
U :
25 5 1 %y : 2 -0.08333
0 -4.8 -1.56| | *s [=] 1 = s | = 1.417
0 0 0.7 | X6 Ak X6 -5.000



Fatoragao LU para cdlculo de inversa

| Exemplo 1: Calculando a matriz inversa A-1 |

L
1 0 0
2.56 1 0
5.76 3.5 1
U
25 5 1
0 -4.8 -1.56
0 0 0.7

Yq
Yg
Yo

X7
Xg

X9

[y

o

7
Xg

X9

0.03571
-0.4643
1.429



Fatoragao LU para cdlculo de inversa

Exemplo 1: Matriz inversa A-1

A1

0.04762 -0.08333 0.03571
-0.9524 1.417 -0.4643
4.571 -5.000 1.429



