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Sistemas de equacoes lineares

» Introducio

» Métodos Diretos

Regra de Cramer

Método da Eliminacdo de Gauss

Método da Eliminagdo de Gauss com pivoteamento parcial
Método de Gauss-Jordan

Fatoracao LU
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» Métodos lterativos
> Método de Gauss-Jacobi (algébrico)
» Método de Gauss-Seidel (algébrico)
> Método de Gauss-Jacobi (matricial)
> Método de Gauss-Seidel (matricial)
» Método da Relaxagdo



Resolvendo sistemas de equacdes lineares
Seja Ax = b um sistema linear

» Regra de Cramer

» Matriz A quadrada, det(A) # 0
» Niimero de operagdes cresce (mais que) exponencialmente

» Método de Gauss (Gauss-Jordan, pivoteamento parcial)

» Qualquer matriz A (quadrada e det(A) # 0 = solug3o Unica)
> Nimero de operagdes cresce polinomialmente (~ n®)

» Fatoracdo LU

> via Gauss (A quadrada, det(A) # 0 = fatoragdo existe)
> Nimero de operacdes cresce poninomialmente (= n3)

» Meétodos Iterativos (Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel, Relaxag3o)
» Matriz A quadrada, det(A) # 0, diagonalmente dominante
» Nimero de opera¢bes depende da precisdo desejada
» Eficiente para matrizes esparsas




Matrizes diagnonalmente dominantes

» Considere a matriz A abaixo:

ai ai2 ce ain

ani a2 o azn
A=

amli  am2 - amn

> A matriz A é diagonalmente dominante se Vi, |a;| > 3=, |aj]
chamado de “critério das linhas”

4 -2 1
Exemplo: A= |1 —5 2] é diagonalmente dominante.
-1 2 4

Definicdes alternativas (ndo vamos usar):
> As vezes, na definicdo acima use-se a férmula |a;| > 3. |ay].
(nestes contextos, diz-se que matriz é estritamente diagonalmente dominante
apenas quando |a;;| > >7; |aj)
> As vezes, a definicdo expressdo “diagonalmente dominante” se refere as colunas
da matriz, i.e., |a;| > >_;; |aji| (ou também |a;|> 3", 1aji|)



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

auxi + awxe + -+ + awxn = by

_ ) ) anxi + anxe + -+ anxn = b2
Considere o sistema linear:
amX1 + amXx2 + -+ + apnXn = bn7

» lIsolando cada x; de cada linha i:

X1 = i (bl =2 iA alej) ain #0

X1 = g(X2, X3, 0y Xn)

X2 = é (b2 — Zj;éz angj) an2 7& 0

xo = g(X1,X3, .., Xn)

1
Xn = (bn - Zj;én aanj) am # 0
Xn = g(X1, X2, .oy Xn—1) mesma ideia dos métodos do ponto fixo

aplica-se g iteradamente



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

auxi + awxe + -+ awnxa = b1

_ ) ) anxi + axnxo + -+ anxn = b
Considere o sistema linear:

an X1 + amX2 + - -+ + apnXp = bn7

» Mais precisamente, para linha i, i =1,2,...,n:

X,-(k+1) = % (bi =D iz afij(k)) , ai#0

toma-se, por exemplo, valor inicial x(0) = (X§O),X£O), ...,X,(,O)) =(0,0,...,0)

> Mas pode-se tomar qualquer x(%) desde que as condicdes de convergéncia forem
satisfeitas: a matriz A deve ser diagonalmente dominante.

> Além de A, b, xg, o erro ¢ também é parte da entrada

> Execu¢do até condigdo de erro atendida (erro absoluto ou relativo)



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

> Dado A, b, e e x(0
> Restrigdo: a;; # 0, i =1, ..., n (obrigatério)
» Garantia de convergéncia: Matriz A é diagonalmente dominante

> Algoritmo:

21 **) = 2L (b — ag222® — a1323® — - — 41,2, )

k+1) 1 k) _ ..

2 = L (by — a1 ¥ — aggws! )

o (kD) — 1
n -

Apnn

< (ke i Che . k
(bn — @n121® — @pawe™® — - — @, 121 )

» Conjunto de férmulas acima tipicamente chamadas de fungdes de iteracdo

» Condigdo de parada pode ser por erro absoluto ou relativo:

» Condic3o de parada por erro absoluto:

d® = max |z;® — ;1)
i<i<n

> Condig3o de parada por erro relativo:
d(F)

maxj<i<n |$z(k) ‘

dr(k) _



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

» Exemplo:

1021 + 229+ 23 =7
x1 + bxg + 23 = —8
2x1 4+ 3x9 + 1023 = 6

» Sendo ¢ = 0,05 com erro relativo e valor inicial:

0.7
20 =1-16
0.6

» Resolucdo: Comecamos com as funcdes de iterac3o:

oD = (7 — 22,0 — £3(®))
zpHD) = L(—8 — 2, (%) — 23®))
23D = (6 — 22, %) — 32,(W)



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

» Fungdes de iterag3do:

2y D) = (7 = 20y ®) — gy )
oD = L(=8 — 2, ®) — 75)
25D = 1 (6 — 20, ) — 30,8

> lteragdo k =0

21 = L5(7 - 2% (~1.6) — 0.6) = 0.96
(-8 —0.7—0.6) = —1.86
231 = (6 —2%0.7— 3 (~1.6)) = 0.94

0.96
2 = | —1.86
0.94

2 =

U

Calculando Erro:

Jz1 ™ — 2, = 0.26

|22 — 25| = 0.26 0.34 0.34

1) —

|$3(1) - xg(o)\ =0.34 " maxi<i;<n |I1(1)| N 1.86

— =0.1828 > ¢



Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)
» lteragdo k=0
21 = (7 - 2% (~1.6) — 0.6) = 0.96

0
(-8 —0.7-0.6) = —1.86
75(6 —2%0.7— 3% (—1.6)) = 0.94

0.96
W = -1.86
0.94

2o =
I:s(l)

S

Calculando Erro:

1) — 2O = 0.26

290 — 250 = 0.26
e NOJEL T
‘1‘3(1) — 1‘3(0)‘ =0.34 maxj<i<n |$1(1)| 1.86
» Préximas iterages:
Iteracao K =1 Iteracio K = 2
0.978 0.9994
2® =] -1.98 23 = | —1.9888
0.966 0.9984
d,® =0.0606 > & d,® =0.0163 < ¢

» Resposta: x3)



Convergéncia do Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

» Exemplo anterior n3o verificamos a convergéncia:
10z + 220+ 23 =17
T1 + 5o + 23 = —8
2z1 + 329 + 1023 = 6

» Tratava-se de uma matriz diagonalmente dominante.

» Qutro exemplo:

z1+ 3w+ 13 =2
5x1 + 2x9 4+ 223 =3
6xo + 8x3 = —6

Neste caso ndo temos uma matriz diagonalmente dominante



Convergéncia do Método de Gauss-Jacobi (Algébrico)

» QOutro exemplo:

r1 + 3x9 + 23 = —2
bxy + 229 + 223 = 3
6x9 + 8xz = —6
Neste caso ndo temos uma matriz diagonalmente dominante

» Trocando linhas: L1 +— Ly

5x1 + 2x0 + 223 =3
r1 + 3z + 13 = —2
62y + 83 = —6

» Compensa trocar linhas ou mesmo fazer pivoteamente?



Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

> Dado A, b, ¢ e x(0
> Restricdo: a; # 0, i =1, ..., n (obrigatério)

» Garantia de convergéncia: Matriz A é diagonalmente dominante

» Algoritmo:

(k1) — 1 ni (K k o
ziH) = a1 — appzs®) — aggzs® — - — agpa, V)
«"Z(HI) = @(bz - ﬂzlJ‘l“‘“) — @232 :5“) =8 e ”’271-1/71“\))

: i : i 3 ;
25D = @{b” — ag121* D) — ggoz, (W H) — g, B — ... — (l,;5-,,,.177,(}‘>)
-I'rr(}\.+l) = L(bn = “nl-"l““+l) = (17:2-1'2(’\.-*-1) = e = (1,,,.7,_1417,,_1(I‘:+1)>

Ann

» Func¢des de iteragdo utilizam vers3do mais atualmente computada de x;

» Condigdo de parada pode ser por erro absoluto ou relativo:

» Condi¢do de parada por erro absoluto:

d® = max |z;® — ;D)
i<i<n

» Condi¢do de parada por erro relativo:
dk)

maxlggn |$i(k)‘

dr(k) —



Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

» Exemplo:
Sr1+ w2 +a3=5

3x1+4x9+ 23 =06
3x1 + 3z + 623 =0

» Sendo ¢ = 0,05 com erro relativo e valor inicial:

o

2@ =10

[an)

» Resolu¢do: Comegamos com as fungdes de iteragao:

21D =1 — 0.225%) — 0.225*)
2o D) = 1.5 — 0.752, k1) — 0.2525*)
$3(k+1) =0- 0.5$1(k+1) — 0.5$2(k+1)



Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

» Fung¢des de iteragdo:
2 F ) =1 = 0.22,®) — 0.223*%)
2o* ) = 1.5 — 0.752; F+1) — 0.2523(#)
x3(k+1) —0— 0.5$1(k+1) _ 0.5.’1}2(k+1)

> lteragdo k=0

271 =1-02%0-02%0=1
2o =15-0.75%1—0.25%0 = 0.75

23D =0—-05%1—0.5%0.75 = —0.875
1
M= 075
—0.875
Calculando Erro:
21D — 2,0 = 1

|1‘2(1) - IQ(O)I =0.75
|1‘;;(1) - I;;(Ojl =0.875

dV =1
d,.(l):%:l>e



Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

» lteragdo k=0

21 W =1-02%0-02%0=1
2o =15-0.75%1—0.25%0=0.75
23 =0-0.5%1—0.5%0.75 = —0.875

1
=1 075
—0.875

Préximas iteragdes: k =2 e 3
Tteracio k =1

21® =1-0.2%0.75 — 0.2 % (—0.875) = 1.025
22® = 1.5 - 0.75 % 1.025 — 0.25 * (—0.875) = 0.95
23 =0—0.5%1.025 — 0.5 % 0.95 = —0.9875

1.025
2@ =1 095
([)3875) dr(2) = % =0.1951 > ¢

" 1.0075
“E) e oo <

» Resposta: x)



Convergéncia do Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

» Como no método de Gauss-Jacobi, usa-se ‘“critério das linhas”

(i.e., matriz A deve ser diagonalmente dominante)
» Existem outros critérios

» Exemplo: Critério de Sassenfeld:

n
> lail
j=2

B =—"——
a1l

i—1 n

> Bilaigl + X ag]

4=1 j=it1

Bi = fan , parai=2,3,...,n
(13

= Imax i
b 1§j§nﬁ]



Convergéncia do Método de Gauss-Seidel (Algébrico)

» Critério de Sassenfeld:

n
Zz\aljl
4=
==
. an]
i-1 n
ZZ] Bilaiil + 3 : |aij]
B; = %, parai=2,3,....n
8= max f;

1<j<n

» Exemplo:

x1 + 0.522 — 0.12x3 + 0.1z4 = 0.2

0.2z + 29 — 0.223 — 0.124 = —2.6
—0.1z1 — 0.222 + 23 + 0.224 = 1.0
0.1z1 + 0.32z2 + 0.223 + x4 = —2.5

Br=(05+0.1+01)/1=0.7

By = (0.7%0.240.2+0.1)/1 = 0.44

B3 = (0.7%0.140.44%0.2+0.2)/1 = 0.358

Ba = (0.7%01 +0.44 % 0.3 + 0.358 % 0.2)/1 = 0.2736

» Como B < 1, método converge



