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Interpolacao

» Técnicas de Interpolacdo
» Interpolacdo Linear e Quadratica
» Interpolacdo de Lagrange
» Interpolacdo de Newton com Diferencas Divididas
» Interpolacdo de Gregory-Newton



Interpolacdo — introducao

Interpolacdo: determinar uma fun¢do g(x) que descreve
aproximadamente o comportamento de uma fun¢do f(x).

» Situacdes comuns:

> N&o se conhece f(x), mas se conhece os valores (x, f(x)).

» Conhece-se f(x), mas queremos uma fungdo que seja mais simples.



Interpolacdo — introducao
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» Nesse exemplo sé se conhece a fun¢do para 5 valores de x,
chamados de nés da interpolacao.

» Deseja-se conhecer o valor da fun¢do em pontos intermediarios.



Interpolacdo e extrapolacao
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» Interpolagdo é o método para estimar valores entre dois pontos conhecidos.

» Extrapolacdo é o método para estimar valores “fora” de pontos conhecidos




Interpolacdo — técnicas

» A interpolagdo é executada usando fun¢des aproximadas, tais como:

Fungdes trigonométricas

Fung¢bes exponenciais

Série de Fourier

Polindmios — Interpolacao Polinomial
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» A interpolacdo polinomial consiste em determinar um polinémio, que
assume valores conhecidos nos nds de interpolagdo.
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Polindmios: escolha comum p/ interpolacdo (ficeis de avaliar, diferenciar, integrar).



Interpolacdo Polinomial

» Considere (n+ 1) pontos distintos: xo, X1, . . . , Xn,
e os valores de f(x) nesses pontos: f(xo), f(x1),..., f(xn).

> Queremos obter uma fung¢do polinomial g(x), tal que:

g(x0) = f(x0)
g(x1) = f(x)
g(x) = f(x)



Interpolacdo Linear

» Dados dois pontos (xo, yo0) € (x1,y1) o polindmio interpolador p; é

> a equagdo da reta pi(x) = aix + ao
> que passe por (x, o)  (x1, 1)

» Preciso descobrir os coeficientes agp e a.

» Para tal, resolvo o sistema linear:
Yo = a1xo + ao

y1 = aix1 + ao

> ATENCAO: As incégitas aqui sio os coeficiente a;



Interpolacdo Quadratica

» Se conhecermos trés pontos distintos de uma funcdo podemos
usar um polinémio de grau 2

pQ(X) = 32x2 “+ aix + ag

» A fungdo f(x) é aproximada por uma parabola que passa
pelos trés pontos conhecidos (xo, ¥0), (x1,y1) € (X2, y2).



Interpolacdo Quadratica

Dados (x0, y0), (x1,y1) & (32, y2).
» Queremos determinar ag, a1 € a; do polindmio p2(x) = ax? + a1x + ao.

Para isso resolvemos o sistema:
2

Yo = a2xy + aixo + ao
2

y1 = axxy + aix1 + ao

2
Y2 = axx; + aixe + ao

» ATENCAO: As incégitas aqui sio os coeficiente a;



Interpolacdo Quadratica — Exemplo

> Seja a fungdo y = f(x), definida pelos pontos da tabela abaixo.

Determine o valor de f(15) usando interpolagdo quadratica.

1. Preciso obter px(x) = ax? + a1x + ao.

2. Depois calculo p2(15).



Interpolacdo Quadratica — Exemplo

» Resolvendo sistema p/ encontrar coeficientes do polindmio:
2210% + 2110 + ap = 250
220% + 2120 + ag = 432
2230% + 2130 + ap = 500



Interpolacdo Quadratica — Exemplo

» Resolvendo sistema p/ encontrar coeficientes do polinémio:
100as + 10a; + ag = 250
400a; + 20a; + ag = 432
900a; + 30a; + ap = 500

» Resolva usando, por exemplo, Eliminagdo Gaussiana

aop — —46 ay — 35,3 ay = —0,57

p2(x) = —0,57x° + 35,3x — 46



Interpolacdo Quadratica — Exemplo

p2(x) = —0,57x° + 35,3x — 46
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Interpolacdo Quadratica — Exemplo

> po(x) = —0,57x% + 35,3x — 46
> po(15) = 355,25
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Interpolacdo Quadratica

Dados (Xo,yo), (Xl,yl) e (Xz,yz).
> Queremos determinar ag, a1 e a». Para isso resolvemos o sistema:
Yo = azxg + aixo + ao
= «32X12 + aix1 + ao
Y2 = 32X22 + aix2 + ao

» Podemos reescrever esse sistema como:

2
1 x X ao Yo
2
1 x1 x| |a|=|n

2
1 X2 Xo az Y2



Caso geral: Interpolacao Polinomial

» Polindmio de grau n:

1

pn(X) =apx"+ap_1 X" 4+ 32X2 + ai1x + aop

» Dados n+ 1 pontos (xo, y0), ---s (Xn, ¥n), para obtermos um
polindmio de grau n, como acima, resolvemos:

1 xo xg .. X67- [ag] Yo
1 xq X12 oo X7 a vi
1 xo x2 ... x| .|a| = |y

1 X, x5 ... X] an Vn |



Interpolacdo Polinomial

Pn(x) = anx" + an-1x""' + -+ 22X + arx + a0

» Dados n+ 1 pontos, para obtermos um polindmio de grau n resolvemos:

2 n

1 x x5 ... X ao Yo
2 n

1 x3 x5 ... X ai i
2 n

1 x x5 ... x3|.|a|_ |»

1 x, x2 ... x" an n

» Considere a matriz acima, conhecida por Matriz de Vandermonde.

> A existéncia da solugdo ag, ..., a, depende de det(V).

Para matrizes de Vandermonde, det(V) = H (xj — xi) .

0<i<j<n



Interpolacdo Polinomial

» Determinante da Matriz de Vandermonde:

det(V) = H (x;j — xi).

0<i<j<n

» Paran=1:
det(V) =x1 — x0 .

» Para n=2:

det(V) = (X2 - X1)(X2 - Xo)(Xl — Xo) .

» Para n=3:

det(V) = (x3 —x2)(x3 —x1)(x3 — x0) (x2 — x1) (%2 — x0) (X1 — X0) -



Interpolacdo Polinomial

det(V) = H (xi — xi) .

0<i<j<n
» Se o determinante da matriz dos coeficientes de um sistema linear é
diferente que zero, ent3o existe uma dnica solucdo.

> det(V) é diferente de zero quando n3o existem valores de x repetidos.

Teorema: Dados n+ 1 pontos nao repetidos, resultantes de
uma fun¢do f(x), existe um tnico polinbmio de grau menor ou
igual a n que intercepta esses pontos.



Interpolacao de Lagrange

Dados (Xo,yo), ey (Xnvyn)

Polindmio na forma de Lagrange:

Pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + - - - + yaLn(x)

onde .,
X — Xj
L = J
k(x) H Xk — X
Jj=0
J#k

L () = —EoZ0)E=2) (%) x=tpg) (et 1) (2 ~%n)
- (Xk=%0) (Xk=%1) (Xk—=X2) - (Xk= k1) (k=X k1) - (Xk=%n)




Interpolacao de Lagrange
Polindmio na forma de Lagrange:

pn(X) = YOLO(X) + YILI(X) +ot )/nLn(X)

onde
n

X — Xj
L) = 11—
j=0""

J#i

» Polinbmio na forma de Lagrange para grau n =1

p1(x) = yolo(x) + y1L1(x)

onde .
X — Xj
Li(x) = .
i) H Xi = Xj
j=0
JAi
> Lo(x) = 7 —n

X—Xo

| 2 Ll(X) = —x0




Interpolacao de Lagrange

onde

pn(x) = yoLlo(x) + y1L1(x) + - - + yaln(x)

n

Litx) = [[ 2

Y — x:
j=0""
JF#i

» Polinémio na forma de Lagrange para grau n = 2

| 2 Lo(X)
> Ll(X)
> Lo(x)

p2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x)

2
X — Xj
Li(x) = HX. _;_
j=0""

J#i

_ (x=x1)(x—x2)
(x0—x1)(x0—x2)
_ (x—x0)(x—x2)
(x1=x0)(x1—x2)
— x=x0)(x=x1)
(x2—x0)(x2—x1)



Interpolacao de Lagrange
Dados (xo, ¥0); .-+, (Xn, ¥n)

Polinémio na forma de Lagrange:
Pn(x) = yoLo(x) + y1La(x) + - + yaLa(x)

n

onde
X — X;
L = RANERS B
«(x) H o
Jj=0
7k

Ly (x) = —EZ) =2 (o) Cr—igr) . 2—2)
% Ce—%0) (Xk=X1) (Xke—%2) o (Xk =2 k—1) Xk Xfe41) - (Xk—Xm)

o= 252

> Serd que P,(x0) = yo?
Pa(x0) = yoLo(x0) + y1Li(x0) + - - - + yaLn(x0)

» Sim, pois Lo(xo) =1 e Li(xo) =0 parai=1,...,n

» Mesmo raciocinio para ver que Pn(x;) = yi



Interpolacao de Lagrange

» Dado o polindmio na forma de Lagrange:

Pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) 4+ - - - 4+ yaLn(x).

» Como
» [;(xx) =1, quando i = k;
» [;(xx) =0, quando i # k;

> entao
Pn(XO) =)0,

Pn(Xl) =¥1,

Pn(Xn) = Yn .



Interpolacao de Lagrange — Exemplo

> Seja a fungdo y = f(x), definida pelos pontos da tabela abaixo.
Determine o valor de f(15) usando interpolagdo de Lagrange.




Interpolacao de Lagrange — Exemplo

» Polindbmio na forma de Lagrange para grau n =2

p2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x)

onde
(x — x1)(x — x2)
folx) = (x0 — x1)(x0 — x2)
(x —x0)(x — x2)
hi() = (x1 — x0)(x1 — x2)
(x — x0)(x — x1)
F2(x) (x2 — x0)(x2 — x1)

(x—x1)(x—x2) (x—x0)(x—x2) (x—x0)(x—x1)

P2(x) = yo o) (o) T Y1 la—x0)(xi—x) T Y2 Ta—x0)(a—x)



Interpolacao de Lagrange — Exemplo

(x—x1)(x—x2) (x—x0)(x—x2) (x—x0)(x—x1)

P2(x) = yo (x0—x1)(x0—x2) ™n (x1—x0)(x1—x2) T2 (x2—x0)(x2—x1)

Para calcular 7(15), basta substituir:

> x=15

> xo =10
> x; =20
> x> =30
> yo =250
>y =432
> y2:500



