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Interpolacao

» Técnicas de Interpolacdo
» Interpola¢do Linear e Quadratica
» Interpolacdo de Lagrange
» Interpolacdo de Newton com Diferencas Divididas
» Interpolacdo de Gregory-Newton



Interpolacdo por Polinémio de Newton

Dados (x0, ¥0), -5 (Xn, ¥n)
Operador diferencas divididas de ordem k:

Ordem 0:
fla] = f(x:)

Ordem 1:

Flsy wign] = Eetl=lmd = Jma=fe
Ordem 2:

fl2i, Tiy1, Tiya] = f[x”l’x;ffjiﬁw“““]
Ordem 3:

flwi, Tig1, Tigo, Tigs) = f[mH—l»Ii+2a1;::::3:£z[zi’zi+lvwi+2]

Ordem n:

: _ f[zit1,@ig2, Zign]—=f[TiTit1, 0 Titn—1
Fli @it Tiay -  Tign) = LS l;i':r]ri,-ol ettt




Interpolacdo por Polinémio de Newton

Ordem Operador

0 flwi] = (i)
[wivr]=flwi] _ flxis1)=f(xi)

.. = F
1 f[l'n $t+l] — Tip1—Ti f-ri+1_11
flziv1,xiva]—flzixi
2 flzi, Tig1, Tiga] = et ;?fl_IE 1l
_ flzit1,wit2. i3] —flTiTit1,Tito
3 i Tiz1, Tiva, Tiga) = L1 ;HJ,IE LT i)
n F[%i, Tig1, Tiga, -+ 3 Bign) = LZerrsZisze Tivn]—J[ZiZir1 o ivnm]

Titn—IT0



Interpolacdo por Polinémio de Newton

v

Observe o seguinte:

fal = fixo] _ flxo] — flxi]

f[Xo, X1] = = f[X17 Xo]
X1 — Xo X0 — X1
» i.e., o operador para k = 2 é comutativo:
» de fato, para k =1, ..., n, ndo importa a ordem dos operados

» por exemplo, para k = 3:

flzo, x1,22) = flwo, z2, 21]) = fl21, X0, 22) = fl21, 22, 0] = f[22, 20, 21] = fl22, 21,70



Interpolacdo por Polinémio de Newton

> Dados (XO)yO)v"'7(Xn7yn) :

x |Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 ... Ordem n
zo | flzo)
f[i"ﬂ,l'l]
x1 | flz] flza, x1, x2]
fla, @] flzo, x1, 22, 23]
@2 | f 2] fla1, o, 23
flwa, 23] flzy, w2, w3, 24]
xg | flrs] flaa, xs, x4 oo flro, 1, 20, . .
[laa, x4]
x4 | fl2a] : FlZn—3:Tn—2,Tn—1,24]

f[-’i'n.—z« Tp—1, 37n.]

Fitn=ts]

Tnl|f [.17,,]

> onde f[x;]] = f(x;), i=0,...,n:



Interpolacdo por Polinémio de Newton

» Teorema: Considere os pontos (xo, ¥0), -+, (Xn, ¥n)

O polindmio abaixo é um polindmio interpolador dos n + 1 pontos acima:

pr(z) = flzo] + (& — 20) flzo, 1] + (2 — z0)(x — 21) f20, 1, 2] + -+ +
(x—xo)(x—21)...(T — Tp1) flT0, Z15 - - -, T



Interpolacdo por Polinémio de Newton

» Exemplo: encontre o polindmio interpolador de Newton para os pontos:

x |10 2
flx)] 4 1 -1
flx] =4 flxi]=1 flx]=-1
flwo, 1] = f[:b;l] ::J;[]fﬂo] ) iz_41) =3
R

_ flzv,@e] = flwo,21] _ -1-(=3) _ 2

flzo, 21,22 = r— =21 3
x ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2
ro = -1 f[ro] =4
flzo,z1] = -3
z1=0 | flz1]=1 flzo,z1,22] = 2/3
fler,z2] = -1

xe=2 | flea] =1



Interpolacdo por Polinémio de Newton

X ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2
xo=—-1] flzo] =4
flzo, 2] = =3
21=0 | fln] =1 flxo, x1,22] = 2/3
flon, z] = -1

T =2 flae] = -1

» Relembrando a férmula do polinémio:

pn(z) = flzo] + (& — z0) flzo, 21] + (& — z0)(x — 1) f[w0, 1, 2] + -+ +
(x —xo)(x— x1) ... (T — Tp_1) flT0, T15 - - -, Tn)
» Portanto,

pa(x) = flxo] + (x — o) flzo, z1] + (x — o) (2 — 21) flT0, T1, 2]

2 2,

pa(e) = 4+ (@ + 1)(=3) + (¢ + D(z — 0)3 = 207 - g:ﬂ+l



Interpolacdo por Polinémio de Newton

» Exemplo: encontre o polindmio interpolador de Newton para os pontos:

x [-1 01 2 3
fx)] 1 1 0 -1 -2
X | Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
-101
0
01 -1/2
<1 1/6
1 [0 0 —1/24
-1 0
2 | -1 0
-1
3 |-2




Interpolacdo por Polinémio de Newton

X | Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
111
0
01 -1/2
<1 1/6
1|0 0 -1/24
-1 0
2 |-1 0
-1
3 |-2

» Substituinddo na férmula:

pa(x) = flwo] + (x — xo) flwo, 1] + (v — o) (x — 31) fwo, 71, 22] +
(@ —JU)(J - ?lJ(f —x2) fxo, 1, %2, T3] + (2 — m0) (z — 1) (& — 22) (z — 23) f20, 1, T2, T3, 4]

pa(@) =1+ (z+ 10+ (z+ (@) (-1) + (@ + D)z - DL+ (@ + 1) (@) (z - 1)(z — 2)(— )



Interpolacao por Polinémio de Gregory-Newton

» Caso bastante comum: valores de x igualmente espagados

T1—X)=Tg—XT1 =" "=Tp—Tpn_1=~n
Ou seja:

ri=xi1+h=xi=z0+1xh

Dados (xo, ¥0), ---, (Xn, ¥n) respeitando as condi¢bes acima:

Operador diferencas finita de ordem k, denotado A¥ aplicado aos pontos acima:

Ordem Operador

0 A (x;) = fzi)
1 Al f(x;) = A f(zig1) — A°F(2:) = f(@ir) — Fl2s)
2 A?f(zi) = Al f(ziy1) — ALf(zi)

n A" f(z;) = A" f(zig1) — A" f(2:)



Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton

» Exemplo:
20 =35 f(zo) = 9,82
z1=4 | f(z1)=10.91
zo = 4.5 | f(z2) = 12.05

z3 =5 | f(z3)=13.14

x4 = 5.5 f(z4) = 16.19

Exemplo de montagem da tabela:

X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4

zo = 3.5 f(zo) = 9,82
10.91 — 9.82 = 1.09

z1=4 |f(z1) =10.91 1.14 — 1.09 = 0.05
12.05 — 10.91 = 1.14 ~0.05 — 0.05 = —0.1
22 = 4.5 | f(z2) = 12.05 1.09 — 1.14 = —0.05 2.11
1.09 2.01
z3 =5 |flxs)=13.14 1.96
3.05

24 =5.5| f(z4) = 16.19



Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton
» Relagdo entre os operadores diferenca finita e diferenca dividida:

Ord. Operador
0 flwi] = AP f(wi) = f(xi)
_ S-Sl _ A ()

! flraain] = =52 h
Alf(migr)  Alf(a) | , )

S T T h AlMflain) - Alf(z)  A?f(

2 Flis Tigrs Tiga] = fl@igr !’LJJJ"! b1l = h - h - fila +E2)h.z flwi) - 2.1;:::' )
A%f(xiy1)  A*F(wi) , . X
. _— T, 2h? T Top?z _ AM(@id1) = A%f(a) _ A% f(w)
2 e 3h - (2 x 3)I° T Exant
n Slei, T 1, Tiga, 0 Bign] = Ah,”m')
nlhn

» Ou seja,

A" f(zi)

flae,ist, Tiga, - o Tign] = =55



Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton

A" f(z;
f[wi!$i+la$i+2,“‘ ,331'+n] = #
nlhn

» A partir da férmula do polindmio de Newton,
pa(z) = flzo] + (. — 20) f[wo, 21] + (z — wo)(x — 1) f[wo, 21, 2] + -~ +
(x —zo)(z — 1) ... (¢ — Tp—1) flx0, 21, . - . , 4 Tp]

» Obtemos a férmula do polinémio de Gregory-Newton,

Al f(zo)
11ht

A*f(zo) |

Pa(z) = Af(20) + (z — 20) 21h?

+ (z — z0)(z — 1) “+ (& — z)(z —

z1)... (T — @p—1)

» Ou, de maneira compacta,

pu(@) = A f(z0) + 3 { [I(- r)%ff")}

i=1



Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton

» Exemplo: encontre o polindmio interpolador de Gregory-Newton para os pontos:

x [-1 01 2 3
f(x) | 2 1 2 5 10
x Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
wo=—1| f(ze) =2
-1
r = 0 f(1'1) =1 2
1 0
x0 =1 flze) =2 2 0
3 0
I3 = 2 f(.);‘;) =5 2
5
z4=3 |f(zg) =10




Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton

X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
zo=—1| f(wo) =2
-1
I = 0 f(l‘l) =1 2
1 0
ro=1 | flzg) =2 2 0
3 0
r3 =2 flz3) =5 2
b
T4 = 3 f(:L,]) =10

» Férmula do polindmio interpolador de Gregory-Newton:

o g0
pal(z) = Aof(zn) + (z — Iu)Alj!rfEfn) + (z — x)(x — 1_1)A2{f(z§0) #* sl =gl
A" f(zo)
-731)- i (T - .T"—I) n!hnn
» Portanto,
: 2
palz) = A%f(zo) + (z — .m)# + (z—z)(z - 'r‘)% - mle—nl
A3 f(g) " At f(x0) .
)3y T (z — z0)(x — 21) (7 — x2) (2 — 23) 4t



Interpolacao por Polindmio de Gregory-Newton

X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
zo=—1| f(wo) =2
-1
I = 0 f(l‘l) = i 2
1 0
ro=1 | flzg) =2 2 0
3 0
3 =2 flzz) =5 2
b
Ty = 3 f(:L/]) =10

> Como A*f(xp) = A3f(xp) =0 e h=1 a solugdo é o polindmio

1 2
pa(e) = A% (a0) + (2~ 20) 21T 4 (@ — )z — 2) 2T 4 (g )z — ) -
3¢(m : A4l :
Ty A{}{}E; 0) + (2 — zq)(z — 21)(x — 22) (2 — 23) %

» Pode ser simplificado para o polindmio de grau 2:

p2(z) =24 (z - (-1)) ,11+(I—(—1))(1 0)ors

p2(z) =24+ (z+1)(—1) + (z + 1)(x)

2"12



