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Ajuste de curvas

> Dado um conjunto de N pontos {(x;,y;) € R2}jN:1 e uma
familia de fungdes F = {f : R — R; y = f(x)},

» Ajuste de curvas: consiste em encontrar uma fungdo da
familia F que melhor se ajusta aos pontos dados.



Ajuste de curvas

» Método dos minimos quadrados: queremos minimizar a expressao

N
. N )2
min 2. (FO) = )" -

A expressio

Z () — y)?

= (f(X1) = )? + (FO) = y2) + - + (FOw) — yw)?

é chamada de residuo.



Ajuste de uma reta

» Encontrar o polinbmio do primeiro grau que melhor se aproxima a um
dado conjunto de pontos pelo método dos minimos quadrados.

i y=—0,05+1,1z

Y3

Y2
U

» Seja {(x1,1), (x2,¥2), ..., (xn, yn)} um conjunto de N pontos dados.
» Buscamos a fungdo f(x) = a1 + a2x que minimize o residuo

N

R=> (f(x) - )

j=1



Ajuste de uma reta

N

Residuo: R= Z(f(x,-) — )

j=1
Como f(x;) = a1 + axx;, o residuo é a fun¢io de duas varidveis:

N
R(a1,a2) = Y (a1 + axg — )

=t

O minimo de R(a1, a2) ocorre quando suas derivadas parciais sdo iguais a zero.

N
OR .
6—31:0 ie., Zal—Fanj y)’ =0,
N
a—R:O ie., Za1+ang ) =0.
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Ajuste de uma reta

8 N
S (a1 + a5 — )2 =0,
1 =1

P N
Fay 231 T a2 = ¥)* = 0.
2

Derivando, temos:

N
2 (al—l-az)(j—)/j)'lzo,
Jj=1

N
2

J

(a1 + axxj — yj) - % = 0,
1



Ajuste de uma reta

22;-\’:1 (a1 +azzj—y;) -1 = 0
22;\’:1 (a1 +azzj—y;) - z; = 0

Reagrupando:

N N N
a1 Zj:l 1+a; Zj:l Tj = Zj:l Yj»

N N N
ax Zj:l zj + a2 Zj=1 ‘”? Zj=1 YiZj

Escrevendo em forma de matriz:

N Ejv=1 Zj | a1 Zj-v:l Y;
[ZN Ly E;'V=1 z; ]&f_], B [E;_v_l “’jyj] '

j=1

o a
M w



Ajuste de uma reta

N N
N Y [al] | X1
N N -

Zj:l Tj Ej:l “’?

M w

O determinante, abaixo, deve ser n3o nulo:
N N 2
NZj:l T, — (Zj:l a’j) #0
» Desta férmula é possivel demonstrar que basta termos pelo menos dois de

X, ..., xy distintos para que det(M) # 0

» Basta agora resolver o sistema 2x2 agora



Observacoes a respeito de sistemas 2x2

Obs: Férmula para inversa de matriz 2x2:

AX =B
(A AX=(A4")B
[(47) 4] x=(a")B
IX=(A")B
X=(A")B

Ou seja, temos formula analitica para x; e x»:



Ajuste de uma reta

N N
N YT [a1 ] | 2=y
N N - N
Zj:l Zj Ej:l ‘”f Ej:l TiY;
a

M w

as

As férmulas abaixo vem da solugdo analitica para sistemas 2x2:

N 2 N N N
D1 X DY) T 21 % D1 XY
NS 2 N 2
D1 X (Zj:l XJ)

N N N
_ NZj:l XjYj — Zj:l Xj Zj:l Yj

NSt (S )

al] =

az



Exemplo

P> Ajuste os pontos da tabela por uma reta.

x
=

P WODNBEREO
A AR RO

N N N N
B >jm1 XJ-2 DY T 21 X D XY
- N o A
NZJ:1XJ‘ - (Zj:l XJ>

N N N
N Xy = X X 21 Y
B N2 N 2

NZj:lxj - (Zj:l XJ>

an



Ajuste de uma reta; exemplo

N N N N
_ > j=1 ij D1 Vi T 21X 21 %Y

2
N N
N> iza Xj2 - (Zj:l XJ)
N N N
_ NZj:l XYj— Zj:lxj : Zj:ly.i
NZN x2 — (ZN x-)2
j=1%j j=1%]

a

N 2
Zszlxj =
Zj:ﬂ/j =

j=17J

N
Zj:l Xiyj =



Ajuste de uma reta; exemplo

N N N N
o — Zj:l Xj2 2= Y T Zj:]_xj ’ Zj:l i Yj
1=

2
N N

NZJ':1 ij - (Zj:l Xj)
N N N

5 N> i Xiyy — 21X 2 Yi
2 = 2

N N

NZJ':1 Xj2 - (Zj:l XJ)

ik =30
ZJI‘V:1YJ' =10
N
2% =10
Y %y =31
ay = —-0.2
a =11

Resposta: f(x) = —0.2 4+ 1.1x



Redefinindo o problema: Ajuste linear geral

Dada uma familia F de m fungdes {fi(x), f2(x), ..., fm(x)} € um

conjunto de n pares ordenados {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (Xn,yn)}
Calcular os coeficientes ai, a2, ..., am tais que a fungio dada por
F(x) = aifi(x) = afi(x) + ah(x) + ... + amfmn(x)
j=1

minimiza o residuo R = 37, [f(x;) — yi]*.

No exemplo de reta: tinhamos F = {fi(x), f(x)}
> () = x
> () =1
» Encontrar a reta: encontrar ap, a2 tal que
f(x)=a1-A(x)+ a2 h(x) =aix+ a



Ajuste linear geral

» Igualamos a zero cada uma das derivadas parciais de R em

relagdo aos m coeficientes a;.

oR
831

oR
832

OR
Oam

fi(x;) =0,
f2(xi) = 0,
fm(X,') =0.



Ajuste linear geral: Ma = w

[ éﬂwf
z () (x)
2 () (x)

2 i (55) fn ()

ai
az

am

z f(x)A(x)
ééwf
z £(x)A(x)

gfz(x;)fm(x,-)

gmmmw)
z () ()
gmmmw)
gfm(x,-f
g"lﬁ(x,-)y ]
Zn:lfz(x,')y,
g":lmx W




Ajuste linear geral: exemplo

> fi(x) =x
> f(x) = cos(x)

Resolvendo Ma = w:

n

SAK? S hGa)AKx) [

i=1 i=1
n n

> A(xi)f(x) ; f(xi)?

i=1



Ajuste linear geral: exemplo

S A X AG)AG)| [ > i)y
nl=1 I=1n . |: 1 :| — 171
_:ZI f1(xi)f2(x;) ; f(x;)? a2 ;l f2(xi)yi

> fi(x) =x
» f(x) = cos(x)

n n n
Sox? > cos(x;)xi > XiYi
i=1 i=1 . [ a1 ] _ i=1
n n an n
3 xjcos(x;) > cos(x;)? > cos(x;)yi
i=1 i=1 i=1



Ajuste linear geral: exemplo

Ajustar para os pontos abaixo:

Xi Yi
0 1
15| 1,57
3 2
45| 43
6 7

n
Z XiYi
_ i=1

a1

a ]_ n

2 > cos(x;)yi
i=1

X2 zn: cos(x,-)x,--

- i=1 .
> xjcos(x;) zn: cos(x;)? [
- i=1




Ajuste linear geral: exemplo

67,5 1,948 |a | 69,71
1,948 2,951 a | | 6,76
» Resolvendo obtemos:

a; = 0,9861
a»=1,64

f(x) = 0,9861x + 1,64 cos(x)



