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Modelo de Computacdo: Maquina de Turing

Relembrando nosso modelo:

Def.: Maquina de Turing

M = (T, Q,9) tal que
e r={»001}
@ Q = {gstarr; Guarr } U{q1, ..., gn}
@ 0:QxT" = @xT*1tx{L S R}

A respeito de MTs:
@ Tipicamente com 3 fitas (entrada, trabalho, saida)
@ Quando conveniente, poderemos usar mais fitas, mais simbolos, pseudo-cédigo, etc
@ Seja « uma string (binaria):
® M, é a MT descrita por a (i.e., LMo = )
@ Vamos assumir que

o Toda string represente alguma MT
o Uma MT pode ser representada por infinitas strings
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Modelo de Computacdo: Maquina de Turing

Interpretacido fisica do modelo:
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Figura: Barak & Arora, pdg. 11

Exercicio 1: Projete uma MT que decida se uma string é um palindromo
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Maquinas de Turing e Complexidade de Tempo

Definicdo: Funcdo computdvel e complexidade de tempo

Sejam £ : {0,1}* — {0,1}* e T : N — N fungdes e seja M uma Mdaquina de Turing.

@ M computa f se, sempre que M é inicializada com x na fita 1, entdo M para com
f(x) na fita de saida.

@ M computa f em tempo T(n) se a computacdo requer T (|x|) passos.

Uma MT M decide uma linguagem L € {0,1}", se M computa a fun¢do fi.
(lembrando que fi,(x) =1« x € L).

Definicao: Fungdes tempo construtiveis

Uma fungdo T : N — N é tempo construtivel se
@ T(n)>n, e

@ Existe uma MT M que computa a fungdo .x — LT (|x|)2 em tempo T(n)

Exemplos: n, nlogn, n?, 2", etc.
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Alfabeto binario é suficiente

Considere a fungdo f : {0,1}* — {0,1}" e a fung3o tempo construtivel T : N — N.

Teorema 2.1

Se f é computavel tem tempo T(n) por uma MT M com alfabeto ' (qualquer),
ent3o é computavel em tempo 4 log || T(n) por uma MT M’ com alfabeto {r,J,0,1}.

Esbogo da prova:
@ A partirde M = (I, Q, §), construimos M’ = ({>,(0,0,1}, @', &)
@ se M ler os simbolos o1, ..., 0« e “faz transicao”

entdo M’ deve ler log || bits, entrar no estado q(1,... x) e “fazer transicdo”

.....

@ Q' = Q-+ “estados registradores” + “estados auxiliares”
observe que |Q’| < ¢|Q||F**!|, para alguma constante c.

wstape: [> [mfafe[n]i]nle[ [ [ [ [[ [ [[]C
irswpe: [=[o[1[1]o]1]ofofoot]eJofo i 1] [ [T

Figura: Barak & Arora, pag. 16 (prova do Claim 1.5).
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Outros modelos de MTs

Considere a fungdo f : {0,1}* — {0,1}" e a fung3o tempo construtivel T : N — N.

Teorema 2.2

Se f é computavel tem tempo T(n) por uma MT M com k fitas, entdo é computdvel
em tempo 5kT(n)? por uma MT M’ com uma fita.

Esbo¢o da prova:

M’s 3 work tapes:

o E T TTTTTTTIC
o (TR T T TTTTTIC
s BRI [T TTTTTTTIC

Encoding this in one tape of M

[T o[o[¢ e oo [< 1 (61 [ [+ ¢ < [o]C.

Figura: Barak & Arora, pag. 17 (prova do Claim 1.6).
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Outros modelos de MTs

Considere a fungdo f : {0,1}* — {0,1}" e a fungdo tempo construtivel T : N — N.

Se f é computavel tem tempo T(n) por uma MT M com bidirecional, entdo é
computdvel em tempo 4T (n) por uma MT M’ unidirecional (i.e., nossa MT padrio).

Teorema 2.3 J

Esbogo da prova:

M’s tape is infinite in both directions:

Pl

L[[IC
[[[]C
[T

LLLITIC

Figura: Barak & Arora, pdg. 18 (prova do Claim 1.8)
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Mdaquinas de Turing Imparciais

Def.: Mdquinas de Turing Imparciais

Seja M uma MT e x uma string de entrada. Se as movimentagGes da cabeca de leitura
de M durante a computagdo de x ndo dependem dos bits de x, entdo dizemos que M é
uma Mdquina de Turing Imparcial (no livro, Oblivious Turing Machine).

Dito de outra forma, Yy, se |y| = |x|, os movimentos da cabeca de leitura para y sdo os
mesmos dos movimentos para x.

Observacio : Na demonstracdo do Teo 2.2, os movimentos da cabeca de leitura de M’
dependem apenas do tamanho da entrada.

Corolério 2.4: M de tempo T(n) = M’ imparcial de tempo T(n)?
(além disso, M’ tem apenas uma fita)

Exercicio 2.5: M de tempo T(n) = M’ imparcial de tempo T(n)log T(n).

(no caso de permitirmos M’ ter mais fitas)
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Maquina de Turing Universal Eficiente

Uma MT universal é uma MT U, tal que U(«a, x) = Ma(x).
@ Existéncia de tal maquina: Turing [1936].

Teorema 2.6 [Hennie e Stearns, 1966]

Existe uma MT U tal que Vx,« € {0,1}", U(c, x) = Ma(x). Além disso, se M, para
com a entrada x em T passos, entdo U(a, x) para no maximo em C - T log T passos,
onde C é uma constante que ndo depende de |x|. A constante C depende do tamanho
do alfabeto de M,, seu nimero de fitas e de estados.

@ Primeiro provaremos uma vers3o mais fraca: simulacio em tempo C - T2

@ Depois veremos como fazer a simulagdo em tempo C- T log T
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Maquina de Turing Universal Eficiente

Esboco da prova da simulacio em tempo C - T2:

wpe  2[ofe]o]t]1]o]1[o]o]o]s]o]o ofo] | [T

{used in the same way s M)

Work - - N -
tapes | Simulation of M’s work tape. L
{used in the same way ax M)
| Diescription of M {_
| Current state of M (_-

e LTI TITIC

(used in the same way as M)

Figura: Barak & Arora, pag. 21 (vers3o fraca da prova do Teorema 1.9)
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Maquina de Turing Universal Eficiente

Esboco da prova da simulagdo em tempo C - T log T:

M’s 3 independent tapes:

o
QLTI elolmfe]t [efefeln]s] T €
g

«— 7
2L T Tefelelale e[l LT TTTIC

L—a

r—

QLTI elelalslilole [T TTTIC

U’s 3 parallel tapes (i.e., one tape encoding 3 tapes)

DR ERR R LT TLIC
pARENNDEDIOO0I0NE==5I¢
JTTTREEEEERIEERTIIIC

Figura: Barak & Arora, pag. 30 (prova do Teorema 1.9)
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Maquina de Turing Universal Eficiente

Esbogo da prova da simulagdo em tempo C - T log T (cont.):

Before:
L, L R, R,
- — “L\,“ ||R°|| 1 - :‘:‘:‘:" LifLa | be || IiL"|l° iR"iRli---iRiaiKuiR.
1 o TR [4|2)1|ofo|o) o] 2|2
2 Blelollp [ e[y [eseplelela] [s[C locations: 1
PARNEAE I'IPIEIBJII |<]¢ |ealea]em st —f o
<2 | || lelg] |mls If_l'l_lh;_h\mlﬁl [njels]C
32 -1 0 414243
Aftter:
L, R R.
— ||L°|| ||R" —r : T, Ll b | S e o 0 [RofRy| - Ria B [ R,
. x 52y ZFIE 2] FITTE] 20
Z e[t [e]i[ele] Iﬁlllhlﬂl HEEEEEIS e

PANNNIE Iﬁlclrvlmi [a]e]¢ [efelelHE
~ 2T T Jna]cfes: REoroCane

Figura: Barak & Arora, pdg. 31 (prova do Teorema 1.9)
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Maquina de Turing Universal Eficiente

Para finalizar, vamos adicionar um “timer” a MT universal:

<= T TE= T ==
< [T T T T 17 Fitas de trabalho sendo simuladas | TN [ T T T T >
\\\\\\\/ | N I S N -
<= [T A [ (] [TTTTIRITT] ==
x

o ‘ .
<o IIITTI T [ (e |||||JH\H\ﬁ»
eHHH\M =>
<:'HHHHHHSW =>

\

N\

\\

Méquina de
Turing Universal

Esquema geral da MT universal:
@ Alfabeto estendido, infinita nas duas dire¢cdes
@ Miiltiplas fitas de trabalho sendo simulada em uma fita
@ Recebe “tempo limite” como pardmetro: U(a, x, T)

Usando os resultados anteriores, sabemos que existe uma MT universal no “modelo padrio”.
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