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Problemas NP-intermediarios

Existe algo em NP que n3o esteja P, mas que ndo seja NP-completo?

Teorema 6.1 [Ladner 1975] J

Suponha que P # NP. Entdo existe L € NP \ P tal que L nio é NP-completa.

Prova: Suponha que P # NP.

@ A partir de uma fun¢do H : N — N, definimos o problema:

L¢J|H(|L¢J

SATH = {Ldu 1l : ¢ é férmula em CNF satisfazivel}

@ Vamos definir a seguinte fungdo H(n) especifica:
Caso 1: Se 3 MT M;j, com i < loglog n tal que
VX,

i(x) = SATH(x) usando no maximo i|x|" passos
Ent3o H(n) =i, para o menor i possivel
Caso 2: Se # tal MT M;
Entdo H(n) = loglogn
@ Note: SATH € NP (para a fungio definida acima)
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Prova do Teorema de Ladner (cont.)

Afirmagdo (A.1)
SATy € P = H(n) = O(1)

Prova de A.1:
@ SATy € P = 3dM; polinomial que resolve qualquer instancia de SATy

(i.e., ndo resolve apenas instincias “pequenas’ como na def. de H(n))

Seja c tal que a complexidade de M; é no maximo ¢ - n®

Tome M; tal que i > ¢ (podemos sempre tomar i grande o suficiente)

Para n> 2%, a defini¢cdo de H(n) sempre cai no Caso 1.

Portanto n > 22, H(n) <i .. H(n)= 0(1)

Coroldrio de A.1: Vn 3C tal que H(n) < C.
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Prova do Teorema de Ladner (cont.)

H(n)= O(1) = SAT, € P

Afirmacdo A.2 J

Prova da A.2:
@ H(n) = O(1) = aimagem de H(n) é finita
@ Portanto 3i tal que para infinitos valores de n, temos H(n) =i (*)
@ Consequéncia: M; resolve SAT}; em tempo i - n'

@ Note: se M; n3o resolvesse SATy, a maquina teria que falhar
@ Neste caso para n > 2%, terfamos H(n) # i, contradizendo (*)

@ Portanto SATy € P

Coroldrio da A.2: Se SATy € P, entdo H(n) — oo.
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Prova do Teorema de Ladner (cont.)

Lembrando que:

@ Estamos supondo que P # NP
@ SATy € NP

Afirmagdo (A.3)

SAT) ¢ P

Prova de A.3: Suponha que SATy € P

Pelo Corolario de A.1, 3C, tal que H(n) < C

Portanto SATH é “SAT com enchimento polinomial”

(enchimento de tamanho no méximo n©)

Algoritmo Polinomial para SATy; = Algoritmo Polinomial para SAT

Logo P = NP. Contradi¢do. ... SATy ¢ P

Murilo V. G. da Silva Tépicos em Complexidade Computacional 17/06/2022




Prova do Teorema de Ladner (cont.)

Afirmacdo (A.4)

SATy n3o é NP-completa.

Prova de A.3: Suponha que SATy é NP-Completa.

@ Existe reducdo polinomial R de SAT para SATy

Redugido faz R(¢) = ¢’ &/_IL em tempo polinomial O(n?)
|67 |H12 1)

@ De (A.3), temos que SATH ¢ P

@ Com isso, de (A.2), concluimos que H(n) — oo

@ Portanto, para ¢ sufientemente grande, temos que |¢'| < |¢|
(pois |#'11...1] é no maximo O(n%))

@ Em particular, podemos tomar |¢'| < /]#|

@ Isso implica em algoritmo polinomial para SAT.
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