Tépicos em Complexidade Computacional

Oraculos, Relativizacdo e o Teorema de Baker-Gill-Solovay

Professor Murilo V. G. da Silva

Departamento de Informatica

Universidade Federal do Parana

07/07/2022

Murilo V. G. da Silva Tépicos em Complexidade Computacional 07/07/2022



Maquinas de Turing com Oraculos

Mdquina de Turing com culo (MTO

Seja O uma linguagem. Uma MT com oraculo para O é uma MT com as modificacdes:
@ A MT tem uma fita extra, conhecida como fita de oraculo.
@ Trés estados extras, qquery, gsiv € Gnio-
@ Durante a computagdo, quando a maquina atinge o estado gqurry, © proximo passo
computacional depende da string w presente na fita de oraculo:

@ Se w € O, ent3o o préximo estado é gygs.
@ Se w ¢ O, entdo o préximo estado € guo.

Pergunta: Essas maquinas tem mais poder computacional do que MTs tradicionais?

Resposta: Sim. Considere o caso em que O é uma linguagem indecidivel, por exemplo.

@ Tipicamente estamos interessados em oraculos “poderosos”
@ A definicdo de MTNOs é similar

@ Escrevemos ME para MTOs com oraculo para linguagem L
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Maquinas de Turing com Oraculos

Maquinas Polinomiais com Oraculo

Seja O uma linguagem.
@ PO9: Classe das linguagens decididas por MTs polinomiais com oraculo para O.

@ NP9: Classe das linguagens decididas por MTNs polinomiais com oraculo para O.

Exemplo: Digamos que O = Lgar
@ Quais problemas est3o contidos em Plsar?

@ Todo problema em NP
@ Mas também todo problem em co-NP!

Podemos decidir LsaT usando o ordculo para Lgat e inverter a resposta!

Exemplo: Digamos que O € P qualquer
@ Neste caso P9 =P
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Oraculo com poder exponencial

Seja Lyc = {(M,x,1") : M(x) =1 em 2" passos}.

Teorema 7.1

phe — NPhe = EXP

Prova:
@ A estratégia é mostar que EXP C Plxe C NplxC EXP
@ Pl C NPLx, pois MTNQ'’s podem simular MTO’s
@ Basta mostrar agora (1) EXP C Pl e (2) NPl C EXP
(1): Seja L € EXP. Seja M, a MT de tempo 2°(") que decide L
A seguinte MTNO polinomial Nxc decide L:
@ Dado x, basta escrever (M, x, 1P(xD) na fita de oraculo
(2): Seja uma MTNO polinomial Abx
@ A arvore de computacio de Abx tem tamanho 2p(n)

@ Tempo para simular uma dnica consulta da MTNO com uma MT: 29(")
@ Potencialmente cada né da &drvore é consulta para oraculo

@ Entretanto, note que 2P(") . 24(n) —= pp(n)+aq(n)

Portanto uma MT exponencial pode simular Alxc em tempo 2p(n)+q(n)
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Relativizacao

Sabemos que P # EXP
@ Isso é coroldrio do Teorema da Hierarquia de Tempo
@ Em particular, coroldrio de DTIME(n¢) # DTIME(2")

Seja O um ordculo qualquer.
@ Seria verdade que P9 #£ EXP9?

@ Respota: Sim! Prova abaixo:

Coroldrio (de T. 5.1)

Para qualquer linguagem L, temos PL # EXPL

Prova:
@ Seja L uma linguagem
@ Repita exatamente a mesma da prova do T. 5.1, exceto que,

@ Cada MT M que aparece na prova, é trocada pela MTO ML (inc. a MT universal)

Note que o argumento funciona por que tratamos MTs como “caixas pretas”

Tais provas (i.e., usando “somente diagonaliza¢do”) s3o ditas relativizantes.

O Corolario acima vale para quaisquer classes separadas por provas relativizantes
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Relativizacao

Sejam C e D classes de complexidade com relacdo desconhecida, mas tal que
@ JAtal que C* =D*
@ 3B tal que CB # DB

Digamos que alguém apresente uma demonstragdo relativizante de que C # D

@ Conclusdo: A demonstracdo estd errada!

@ Se a demonstrac3o relativiza, podemos derivar também que YA, C* # DA

Digamos que alguém apresente uma demonstrag3o relativizante de que C = D

@ Conclusdo: A demonstracdo estd errada!

@ Se a demonstrac3o relativiza, podemos derivar também que VB, C& = DB

Teorema 7.2 [Baker, Gill, Solovay (1975)
JA tal que P* = NP* e 3B tal que P? # NP5,

Prova: Aula que vem.
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Teorema de Baker-Gill-Solovay

Na prova do teorema usaremos o seguinte:

Linguagem undria para tamanhos

Seja L uma linguagem. A linguagem undria para tamanhos de L é:

U, ={1" : 3x € L tal que |x| = n}

Afirmagdo (A1)

Seja L uma linguagem e U, a linguagem undria para tamanhos correspondente. Entdo

U, € NP*

Prova de (Al): Segue a MTNO M! polinomial para U;:
@ Dada entrada x, a maquina ML faz:
@ Rejeita se x tem bits em 0
@ “Advinha” string de tamanho |x| e escreve na fita de draculo
(]

aceita se oraculo responde ‘“sim”
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Teorema de Baker-Gill-Solovay

Teorema 7.2 [Baker, Gill, Solovay (19

JA tal que PA = NP” e 3B tal que PZ £ NP5,

Prova:
@ Pelo Teo. 7.1, para A = Lxc temos PA = NP4
@ Vamos construir uma linguagem B de maneira que:

e Up ¢ PB.
@ Como sabemos de (A1) que Ug € NP5,
@ Ent3o podemos concluir que para tal B, temos P8 #* NPEB

@ No préximo slide segue a construcdo de B tal que U ¢ P®

@ Antes da construgdo:
@ Note: independente de L, a string que descreve a MTO ML é sempre a mesma
@ Parai=1,2,..., considere a enumeracdo de cada MTO MI-B que para
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Teorema de Baker-Gill-Solovay

Prova (cont.): Construindo uma linguagem B tal que Ug ¢ P°:

@ Comecamos fazendo B = () e vamos inserir strings em B estdgio por estagio:

@ No estdgio i/ da construgdo, as strings w inseridas em B garantem que

n -
ou menos (para n grande o suficiente)

° I\/II.B n3o decide Ug em %0

@ Cada estagio estabelece o status de uma quantidade finita de strings
(i.e., estabelece que certas strings pertencem ou n3o pertencem a B)

@ A construgdo n3o estabelece sistematicamente status de toda string de {0,1}*
@ podemos, se quisermos, dizer que strings cujo status n3o foi
estabelecido ao final da construgdo, por definicdo n3o estio em B
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Teorema de Baker-Gill-Solovay

Prova (cont.): Construindo uma linguagem B tal que Up ¢ P°:

@ Estagio i: Seja n = n; maior que o tamanho de toda string de status estabelecido

] Execute 15 Ppassos de I\/IB( ") e considere cada consulta ao ordculo por y
@ Se y é uma string com status jd estabelecido, continue a execugio
a partir do estado adequado (i.e., gyrs sSe y € B ou gno se y ¢ B)
@ Se y é uma string com status n3o estabelecido, estabeleca y ¢ B e
continue a execu¢do a partir de gno
@ Ao final de % (ou menos):
e Se MB(1") =1
Estabeleca que strings (restantes) de tamanho n n3o estdo em B
Note: até agora fizemos apenas y ¢ B para strings sem status
Antes do estdgio i, strings de tamanho n n3o tiveram status estabelecido
Portanto Vx com |x| = n, temos x gé B. Ent3o 1" ¢ Ug
MI.B n3o decide Ug em tempo S
® Se MB(1")=0
Escolha um string y de tamanho n sem status e estabeleca y € B
Note: existe tal string, pois rodamos apenas I Ppassos
E portanto 1”7 € Ug .. M;B ndo decide Ug em tempo %
@ Execute até final estabelecendo o status das strings consultadas

@ Note: strings com status estabelecido neste estdgio (de qualquer tamanho), ndo

foram consultadas por I\/I{B, ...,MB _ portanto tais MTOs continuam falhando

i—1r
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Teorema de Baker-Gill-Solovay

Prova (cont.): Provando que Ug ¢ P? (para B que construimos):

@ Suponha que Us € P5.

@ Seja MB a MTO que decide Ug em p(n) passos
@ Note: Existem infinitas representagdes M,-B para essa MTO
@ Considere MZ tal que % > p(n;)
o M&B decide qualque string de tamanho n; em menos de 21—:)" passos
@ Seja x = 1"

@ Pela construcdo de B, temos MB(x) =1 & x ¢ Ug. Contradicdo.
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