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Teorema de Cook

Teorema 8.1 [Cook(1971), Levin (1973)]

SAT é NP-completo.

Prova:
@ Pelo Ex. 3.1, SAT € NP.
@ “Resta” mostrar que VL € NP, L <, SAT.

Queremos uma reduc3o Ry (x) = ¢x que faca o seguinte:
@ xel = ¢ SAT
@ x¢L = ¢¢SAT
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Teorema de Cook-Levin — Preliminares

Aquecimento: Sejam x e y strigs bindrias de mesmo tamanho:
Q@ X = X1X2...Xp
@ y=y1yo..yn

Igualdade de strings: O problema de “testar se x = y” é equivalente a satisfatibilidade de:

Ca VI ATV ) A (o VIE)AGEY YA o A (xaVTa) A (% V yn)

Equivaléncia de férmulas: Escrevemos ¢; = ¢ se (¢1 V ¢2) A (¢1 V é2) )

Afirmacdo (A1) (Universalidade de AND,OR e NOT): V fungdo booleana f : {0,1}* — {0,1}
@ Existe uma férmula CNF ¢ de n varidveis de tamanho k - 2K
@ De maneira que ¢(u) = f(u) para todo u € {0, 1}k
@ Tamanho de ¢: nimero de simbolos A/V na férmula

Prova:

@ Ver Claim 2.13 do livro: prova construtiva.
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Teorema de Coo

Prova:
Seja L € NP.

@ Existe uma MT polinomial M| e polindmio p(n) tal que Vx.
@ x e L 3ue{0,1}P0xD) tal que My(x,u) =1

@ LEMBRANDO: Queremos uma redugdo R;(x) = ¢x que faga o seguinte:
@ xelL & ¢x€SAT

@ Ou seja ¢x € SAT < TJu € {0, 1}P(XD tal que My (x,u) =1

@ Note: M;(x, ) pode ser vista como uma fun¢io
e u — ML(X,U) (i.e., a fun¢do computada pela MT com x “fixo")
@ Uma fungdo f :{0,1}P(xN— {0 1}
@ Considere a férmula CNF ¢, equivalente a fungdo M (x,u)
@ ¢ valoragdo que a satisfaz < existe valor que faz M (x,u) =1
@ Com isso ¢x € SAT <> existe valor que faz M, (x,u) =1
@ Ou seja, ¢x € saT < Ju € {0,1}P(XD) tal que M(x,u) =1

Ou seja, contrucdo da prova de (Al) é a redugdo. Qual seria o problema?
Tamanho exponencial: p(|x|)2/! J
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Teorema de Cook-Levin

@ Vamos ter que apresentar uma reducdo R, melhor

@ Levando em consideracdo que M, é polinomial e que computagio é local
@ N3o vamos usar M; com caixa preta.

Podemos assumir que M; = (Q,T,d) é imparcial e tem duas fitas

@ Quando rodamos M (x, u), as vezes escreveremos y = xu

@ Na redugdo (que é um algoritmo), uma das rotinas serd computar o seguinte:

@ Qual é a posi¢do das cabegas de leitura de M, (x, ) (independente de u) no passo i?
@ Sabemos que n3o depende de u. Mas qual é a posicdo?

@ Rodamos ML(X,IP(M))
@ Seja (a, b, g) uma fotografia da execucio de M, a,berl, ge@
® Seja c = |(a,b,q)]
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Teorema de Cook-Levin

Ideia central: Dados M, x e sequécia de fotografias z, ..., Zg(1x|+p(1x1))
@ Como conseguimos saber se Ju que satizfaz M(x, u) = 1?

@ Olhando corretude de z/s: Basta olhar z;_1, Zprev(i) € Yinputros(i)

LA H“\ lqvll
Rcad onl\ head
‘I:,',’;" [>[oJoJo]1 1 Jo 1 o oo '\o\h\n\u\ [ [C
readjurite head
ouput LT .\ \“\“\“\“\ [T \ [TTTIC

tape |
,,,,, F———=d

|
e register |
State register | 4 |

Figura: Barak & Arora, pig. 48

@ z;_1: contem o estado anterior que M| se encontrava
@ Yinvurros(i): contém o simbolo na fita 1
@ Zppy(): contém o simbolo na fita 2
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Teorema de Cook-Levin

Ideia central: Dados M, x e sequécia de fotografias z, ..., Zg(1x|+p(1x1))
@ Como conseguimos saber se Ju que satizfaz M(x, u) = 1?

@ Olhando corretude de z/s: Basta olhar z;_1, Zprev(i) € Yinpurros(i)

Snapshot

[ Smapshot
(LT “I'J‘iqu’ll

Rcad on]\ head

.I:;:‘ [>[oJoJo]1 1 Jo 1 o oTo]x \n\n\n\u\ [ 1C
ruxdlwru; head
ouiput L[]0 '\ \“\“\“\"\ 1] \ [TTTIC

tape !
L |
---mpmm-o-d

State register |y |

Figura: Barak & Arora, pag. 48

Considere a fungdo booleana F : {0,1}2<+! — {0,1}¢

@ F(z-1, Yineurros(i) ZPREV(i)) =2z
@ Importante: Fungdo de tamanho constante (ndo depende de y)
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Teorema de Coo

Ideia central: Dados M, x a partir da sequécia de fotografias z, ..., Z|x|+p(|x])
@ Conseguimos saber se Ju apenas fotografias e computando Zpgsy(i) € Yineurros(i) J

Lembrando que F : {0,1}2¢*1 — {0,1}€ é a fungdo
@ F(z-1, YinpuTPos(i)r ZPREv(i)) =Z
Redugdo de L para SAT:
@ Lembrando que x € L < 3u € {0,1}P(x) tal que My(x,u) =1
@ Lembrando que x € L < Jy € {0, 1}¥I+P(IxD) & 7, <3 Zg(|x|+p(|x|)) Satisfazendo:
(1) primeiros |x| bits de y sdo iguais a x
(2) z é igual string de fotografia inicial
(3) Vz, temos F( zi_1, YinpuTros(i) ZPREV(i)) =2Z
(4) zg(1x|+p(1x])) € igual fotografia de aceitacdo
@ Redugio produz ¢y satisfazendo existéncia de y e fotografias
@ Compute INPUTPOS(i), Zpgpy(j) rodando M
@ Compute férmula CNF para (1), (2), (3) e (4)
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Teorema de Cook-Levin

Na prova do Teorema de Cook-Levin, mostramos que
@ Existe uma Redu¢io de Karp de cada linguagem de L € NP para SAT
@ Ou seja, uma redugdo R/ (x) = ¢x que faz o seguinte:

@ xel <= ¢x€SAT

Mas é possivel fazer melhor:
@ Mostrar que VL € NP, existe redugdo mais “forte” de L para SAT.

Reducdo de Levin: VL € NP, a reducdo R;(x,c) = (¢x,v) também mapeia certificados.
@ Se V[_(X7 C) =1 = VSAT(¢X7 V) =1,

Observacgdo: fazendo ¢ = € a redugdo produz v = €, ou seja, é redugdo de Karp

Redugao Parcimoniosa: Redug¢3do de Levin com a seguinte propriedade:

@ Induz bijecdo entre certificados e valoragGes.

@ Dado certificado é possivel computar valoragdo e vice-versa
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Problemas de Busca

Seja L € NP e V, seu verificador. Considere o seguinte problema

Problema de Busca associado a L: Dado uma string de entrada x qualquer,
@ Se x € L, encontrar certificado ¢ tal que V) (x,c) =1
@ Se x ¢ L, retornar NAO.

Chamamos, as vezes, de “versdo de busca” do problema L.

Fato: Se P 2 NP = ‘“versdo de busca” pelo menos tio dificil quanto “versdo de decisdo”

Teorema 8.2: Se P = NP, ent3o existe um algoritmo polinomial para a versdo de busca de L. [

Idéia da prova:

@ Caso particular de SAT: Seja Msyr a MT polinomial para SAT
@ Use a Msar para decidir se ¢ é satisfazivel com x; =0 ou x; =0
@ Se falhar para ambos, retorne NAO
@ Sendo escolha um caso em que a férmula é satifeita, “simplifique” a férmula
@ Resolva férmula simplificada

@ Linguagem L qualquer:
@ Use algoritmo (reducdo) R, para obter ¢x a partir de x
@ Obternha valoragdo para ¢x (ou retorne NAO)

@ Pela redug3o parsimoniosa, obtenha certificado equivalente
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