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Definicdo de problemas

Relembrando:
@ CI={(G,k) : existe um conjunto independente de tamanho > k em G}

Instancias verdadeiras de CI:
@ I conjunto independente de tamanho k em G

@ Concretamente, um certificado para instancias verdadeiras pode ser um vetor de n
bits com k bits em 1 indexando vértices de um conjunto independente

O seguinte problema parece ser mais facil ou mais dificil que o anterior?

CI-EXATO = {(G, k) : o maior conjunto independente de G tem tamanho k} )

Insténcias verdadeiras de CI-E:
@ 3 conjunto de vértices independente de tamanho k em G
@ V conjunto de vértices de tamanho > k em G n3o é independente G
@ Note: N3o parece razodvel que exista certificado de tamanho polinomial para
instancia verdadeira de CI-EXATO.

Mais um problema com “estrutura” parecida:

MIN-EQ-DNF = {(¢, k) : 3 férmula DNF ¢ de tamanho < k equivalente a ¢} }

Instancias verdadeiras de MIN-EQ-DNF':
@ I férmula DNF o tal que
@ V valoragdo v, temos ¢(v) = ¥(v)
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A classe X5

A classe Zg: Uma linguagem L esta em ):g se 3 MT polinomial M, e 3 polinémio g tal que
@ x €L« Ju € {0,1}90xD Vuy € {0, 139X M, (x, u1, ) =1

Exercicio 10.1: Mostre que CI-EXATO € ¥5.
Exercicio 10.2: Mostre que

® NP C 3P

@ co-NP C %8

Teorema 10.3 [Umans (2001)] O problema é MIN-EQ-DNF ¥5-completo. )

Outros problemas em ¥5:
@ Maior clique é exatamente k
@ Menor coloragdo é exatamente k

@ >,SAT: Dada uma férmula ¢ em CNF com n varidveis
e dois vetores uj, up destas varidveis
Pergunta: 3 valoragdo vi para varidveis de uj e V valoragdo v» das varidveis de uy,
temos que ¢(vi,v2) =1
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Definicdo de problemas (cont.)

Do primeiro slide:

MIN-EQ-DNF = {(¢, k) : 3 férmula DNF ¢ de tamanho < k equivalente a ¢} )

Instancias verdadeiras de MIN-EQ-DNF':
@ 3 férmula DNF o
@ V valoragdo v, temos ¢(v) = 9(v)

Agora considere:

MIN-EQ-DNF = {(¢, k) : V férmula DNF ¢ de tamanho < k
3 valoracdo v tal queg(v) # ¥ (v)} J

Instancias verdadeiras de MIN-EQ-DNF':
@ V férmula DNF ¢ de tamanho < k
@ 3 valoragdo v tal que ¢(v) # (v)

Para pensar: Que classe de problemas poderiamos incluir MIN-EQ-DNF?
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A Hierarquia Polinomial

A classe Zf’: Uma linguagem L estd em Zf’ se 3 MT polinomial M; e 3 polinémio g tal que

@ x e L < Ju € {0,139 vuy € {0,1}90XD _ Qu; My(x, u1,uz,...,u;) =1 )
Note: NP = 7.
A classe I'If: Uma linguagem L estd em ﬂf se 3 MT polinomial M, e 3 polinémio g tal que

@ x e L <= Yu €{0,1}90xD Juy € {0, 1}90xD .. Qiu; My(x,u1, ua,...,u;) =1 )

Note: coNP = 7. De maneira mais geral, M7 = co¥?.

A hierarquia polinomial:

PH= ]!
i>1

Obs: N3o confundir o Teorema da Hierarquia de Tempo com a Hierarquia Polinomial!

. P p p
Lemma 10.4: 7 C ﬂiJrl - Zi+2

Corolario 10.5: PH = (J;», N?
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A Hierarquia Polinomial

A hierarquia polinomial:

pr= 5=

i>1 i>1

Definicdo: A? =57 NN? parai>1.
Definicdo: A5 =5 =N) =P.

Generalizando a conjectura de que P # NP e NP # coNP:
@ Conjectura de que X¥ # ¥7 |
@ Conjectura de que ¥7 # 7

@ Conjecturas acima referidas como conjecturas de que “a hierarquia nao colapsa”

Raz3o do termo “nado colapsa”:

Teorema 10.6:
@ Parai >0, Zp—Zf’Jrl = Pll=1"

@ Parai>1, ¥ =N —= PH=%"

Faremos a prova do caso particular P = NP = PH = P.
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A Hierarquia Polinomial

Prova de que P = NP = PH = P:

Suponha que P = NP. Vamos concluir que PH C P
@ Obs: Como P C PH, concluiremos que P = PH
@ Estratégia: Mostrar por indugdo que Vi > 1 temos que 7 C P e M7 C P.

Provando por indug3o:

Base: i =1
@ Neste caso, queremos mostrar que Z‘l’ CPe I_I’l’ CcPp
@ Como NP = ¥/ e como estamos assumindo P = NP, & direto que ¥} C P.

@ Como coNP = I} e como estamos assumindo P = NP
(e consequentemente NP = coNP), é direto também que M} C P.

y
Inducao:
p p
@ Suponha que 7 CPel’  CP
@ Vamos concluir ¥ CPeM? C P .
v
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A Hierarquia Polinomial

Prova de que P = NP = PH = P (cont.)

Inducao:

@ Suponha que Zf_l CPe I_If_1 CP (*

@ Vamos concluir ¥¥ C P e M? C P.

i.e., queremos VL e ¥ LePeVLec NP, LeP.

Seja L € £ (e consequentemente L uma linguagem arbitraria de M?)

@ Ent3o 3 MT polinomial M, e polindmio g tal que

] x € L & Juy € {0,1}90D) wuy € {0,1390D . Qiu; My(x,u1,uz,..;u;) =1
Seja L’ a seguinte linguagem das strings (x, u1) tal que

@ (x,;1) el & Vuy € {0,139 - Qiup My(x,u1,up,...,u;) =1

Por definicdo, L’ € M7 ;. Usando (*), temos que que L’ € P.
@ Logo 3 MT polinomial M’ tal que (x,u1) € L' <& M'(x, u)

Ideia chave: M’(x, u) é equivalente a Yuo € {0,1}90X1) . Qju; My(x, uy, uo, ...y 1j) =1
Portanto: x € L < Ju; € {0,1}90D pm/(x,u) . LENP
Como P = NP, entdo L € P.  (Além disso, L € coP. Logo L € P).
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Colapso, completude de problemas, etc

. s . . . . . _op
Terminologia: Diremos que a hierarquia polinomial colapsa se 3i tal que PH = %} )

Normalmente acredita-se que a hierarquia polinomial nao colapsa.
Y ;SAT: Para i = 1,2, ... definimos X;SAT como o problema de determinar se
Jur Yuo ... Qiu; ¢(u1,u,...,u;) =1 tal que

@ ¢ é uma férmula booleana em CNF

@ uy,up, ..., u; sdo vetores booleanos

O problema IM;SAT é definido de maneira analoga.

4
Exercicio 10.7: ¥;SAT ¢ ¥"-completo
M;SAT é I'If—completo
Observe: ¥;SAT <, TQBF e N;SAT <, TQBF
Teorema 10.8: PH C PSPACE [

Prova: Seja L € PH.
@ Como PH = ):‘17 U ):g UZ? U ..., entdo Ji tal que L € ):f
@ Portanto L <, PSAT . L <, TQBF .. Le&PSPACE
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Colapso, completude de problemas, etc

Vimos que existem problemas completos para cada nivel de PH.

@ Mas existe problema PH-completo? Provavelmente n3o:

Teorema 10.9: Se existe problema PH-completo, ent3o a hierarquia polinomial colapsa. [

v
Prova: Seja Suponha que L seja PH-completo (em particular, note que L € PH).
@ Entdo Ji tal que L € £7. Seja M, a MT da definicdo de X7 para L
@ Seja L’ € PH. Como L é PH-completo, entdo existe reducio R de L’ para L
@ Entdo L’ pode ser expresso como problema de Zf:
A maquina M, é M(R(x))
@ Portanto VL' € PH, L' € Zf. s PHC Zf.’.
Corolario 10.10: Se PH = PSPACE, ent&o a hierarquia polinomial colapsa. [
v

Prova: Se PH = PSPACE, entdo TQBF é completo para PH. Consequentemente PH colapsa.
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A hierarquia polinomial e Oraculos

Relembrando:
@ Dado um problema L que seja completo para uma classe C
@ Escrevemos MC para nos referirmos 3 MTO Mt
@ Exemplo: Escrevemos MNP para nos referirmos 3 uma MT com ordculo para SAT
Assim,
@ PNP: problemas que admitem MTs polinomiais com oraculo para SAT

Simplificando: MTs polinomiais com oraculo para problemas de NP

@ NPNP: problemas que admitem MTNs polin. com ordculo para problemas de NP

o NPNPNP: problemas que admitem MTNs polin. com ordculo para problemas de NPNP

pNP

(obs: ainda n3o provamos que N tem problema completo, mas isso é verdade)

p
Teorema 10.11: Para i =1,2,..., temos que Zf = NPYi-1 J
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