Tépicos em Complexidade Computacional

BPP, RP e coRP

Murilo V. G. da Silva

Professor Murilo V. G. da Silva

Departamento de Informatica

Universidade Federal do Parana

07/07/2022

Tépicos em Complexidade Computacional

07/07/2022



Modelos para computacado aleatorizada

M4&quina de Turing Probabilistica (MTP):

@ MT com duas fungdes de transicdo 1 e 92

@ A fung3o é escolhida a cada passo de maneira probabilistica: Pr[é1] = Pr[d2] = %

@ Notagdo: M(x) usado para a varidvel aleatéria correspondendo a saida de M com x
()

Dizemos que M executa em tempo T (n) se ela sempre para em T(|x|) passos
independente das escolhas aleatérias

Note: Similaridade sintatica e diferenca semantica entre MTP's e MTN's.

@ Em particular, Pr[M(x) = 1] é a fracdo dos ramos de aceitacdo
da arvore de computagdes possiveis de M com x

As classes BPTIME e BPP: Seja T : N — N e L uma linguagem. Dizemos que a MTP M
decide L em tempo T (n) se

@ M é de tempo T(n) e PriM(x) = L(x)] > %

@ BPTIME(T(n)) é a classe de linguagens decidiveis por MTPs em tempo T (n)

@ BPP = |J.BPTIME(n)

Importante: Assim como a classe P, na classe BPP estamos lidando com um
modelo para pior caso (i.e., robusto para qualquer entrada x).
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Modelos para computacado aleatorizada

BPP (defini¢do alternativa): Uma linguagem L estd em BPP se existe MT polinomial e
polinémio p tal que

@ Vx e {0, 1} PrrER{O,l}P(M)[M(X’ I‘) = L(X)] > %

Teorema 12.1: BPP C EXP.

Prova: Basta simular drvore de computag¢des possiveis da MTP e contar o niimero de ramos de
aceitagdo. (Alternativamente, rode a MT para todo r possivel).

Acredita-se que P = BPP, mas isso ainda é um problema aberto.
Exemplos de problemas em BPP:

@ Mediana (versdo decisdo)

@ Primalidade

@ Emparelhamento perfeito em grafos bipartidos

o

Identidade de polindmios (em aberto se pertence a P).
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As classes RP e coRP e ZPP

RTIME(T(n)): Uma linguagem L estd em RTIME(T(n)) se 3 MTP M de tempo T(n) tal que
@ xelL = [M(X):L(X)]Z%
@ x¢L = [M(x)#L(x)]=0

RP = | J RTIME(n°)
c>0

Note que RP C BPP

Teorema 12.2: RP C NP.

Prova: Ramo de aceitacdo é um certificado para instancias verdadeiras.

Definicdo: coRP = {L : L € RP}.
Note que coRP C BPP e coRP C coNP. J
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Reducdo de Erro

Observe que se L € BPP, entdo existe uma MTP de tempo polinomial M tal que Vx
PrM(x) = L(x)] > 3 + x| <.

Teorema 12.3: Seja L uma linguagem e suponha que existe uma MTP de tempo polinomial M
tal que Vx Pr[M(x) = L(x)] > % + |x|~€, para alguma constante c. Ent3o para toda constante

d > 0 existe uma MTP M’ de tempo polinomial tal que Vx Pr[M’(x) = L(x)] > 1 — 2- I,

Prova:Segue a descricdo de M’:
@ M’ faz k chamadas para M, onde k = 8|x|><¢
@ Sejam y1, ..., yx os bits de saida . M’ reponde o bit que mais aparece
@ Parai=1,2,..., k, considere a v.a. X; tal que
o X;=1lsey;=L(x) Xi=0sey; #L(x)
@ Sejap= % + |x|7€
@ Como Xi, ..., X sdo v.a. indicadoras ind., para i =1,....k E[X;]=1=Pr[X; =1] > p
@ Para ¢ suficientemente pequeno, pelo Limitante de Chernoff:
o Prl| oK, X; — pk| > opk] < e~(§)pk

x|~

@ Note: para § = =5 ‘a maquina M’ acerta (pois > X; > pk — dpk)

.. q z —|x|9
@ Portanto o limite superior para M’ errar é < 2= x|
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As classes RP e coRP e ZPP

ZTIME(T(n)): L € ZTIMET (n) se existe MTP de tempo esperado T (n) tal que
@ xel & M(x)=L(x)

ZPP = | J ZTIME(n®)
c>0

Teorema: ZPP = RP N coRP
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