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Revisao de Nimeros Complexos e Algebra Linear

Nuameros Complexos — Breve revisao
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Sejam z e w nimeros complexos,




Sejam z e w numeros complexos,

@ z=a-+ bi
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Sejam z e w numeros complexos,

@ z=a-+ bi

ew=c+d
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Sejam z e w numeros complexos,

@ z=a-+ bi

ew=c+d lembrando que 2 = —1
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Sejam z e w nimeros complexos,

@z=a+bi
e w=c+di lembrando que 2 = —1
@ z+w=
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a-+ bi

e w=c+di lembrando que 2 = —1

ez+w=(a+c)+(b+d)i

Murilo V. G. da Silva Computagio Quantica



Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a-+ bi

e w=c+di lembrando que 2 = —1

ez+w=(a+c)+(b+d)i

@ zZw =
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a-+ bi

e w=c+di lembrando que i2 = —1

e z+w=(a+c)+(b+d)i
e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a-+ bi

e w=c+di lembrando que i2 = —1

e z+w=(a+c)+(b+d)i
e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

e ¥ =
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a-+ bi

e w=c+di lembrando que i2 = —1

e z+w=(a+c)+(b+d)i
e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z¥=a— bi

Murilo V. G. da Silva Computagio Quantica



Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi
e w=c+di lembrando que i2 = —1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

z* = a — bi (conjugado complexo)
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi

ow=c+di lembrando que i2 = -1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)

o wr=c—di
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi

ow=c+di lembrando que i2 = -1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)

o wr=c—di

° |z| =
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi

e w=c+di lembrando que i2 = —1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)

o wr=c—di

o |z| = Va2 + b2

Murilo V. G. da Silva Computagio Quéantica



Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi

ow=c+di lembrando que i2 = -1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)

o wr=c—di

o |z| = Va2 + b2

o |z|? =a%+ b°
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@ z=a+bi

e w=c+di lembrando que i2 = —1
e z+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)

o wr=c—di

o |z| = Va2 + b2

o |z =a% + b = zz*
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@z=a+bi

w=c+d lembrando que i2 = —1

ez+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)
o w*=c—di

o |z| = Va2 + b2

o |z|2=a%+ b2 = zz*

o |zw| = |z||w]
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Nimeros complexos

Sejam z e w nimeros complexos,

@z=a+bi

w=c+d lembrando que i2 = —1

ez+w=(a+c)+(b+d)i

e zw = (ac — bd) + (bc + ad)i

@ z* = a— bi (conjugado complexo)
o wr=c—di

o |z| = Va2 + b2

o |z|2=a%+ b2 = zz*

@ |zw| = |z||w| (exercicio: prove)
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Representacao geométrica

Imn A %:Q-\-bi

b P R LRl
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Complexo conjugado de z = a + bi
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Nimeros complexos

Médulo de z = a + bi
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Forma polar de um nimero complexo:

Sejaz=a+ bi
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Forma polar de um nimero complexo:
Sejaz=a-+ bi

Ent3o z = re?
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Nimeros complexos

Forma polar de um nimero complexo:

Sejaz=a-+ bi

0

Ent3o z = re' (sendo @ o angulo da representacio geométrica)
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Revisdo relampago de dlgebra linear



@ Elementos de espacos vetoriais:



@ Elementos de espacos vetoriais: vetores.



Algebra Linear

@ Elementos de espacos vetoriais: vetores.

@ Espaco vetorial de interesse para nés:
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Algebra Linear

@ Elementos de espacos vetoriais: vetores.

@ Espaco vetorial de interesse para nés: C".
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Algebra Linear

@ Elementos de espacos vetoriais: vetores.

@ Espaco vetorial de interesse para nés: C".

21
22

Zm
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Somando vetores:



Algebra Linear

Somando vetores:

7 z;
75 z)

-+ =
Zp z
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Algebra Linear

Somando vetores:

71 z; 71+ 7

Z z) 7+ 2}
+ =

/ /

Zp z, zZn + z,
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Multiplicacdo por escalar:



Multiplicacdo por escalar:

21
22
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Algebra Linear

Multiplicagao por escalar:

Z1 azy

z2 azp
a =

Zn azp
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Notacdo em mecanica quéntica:




Notacdo em mecanica quéntica:

° [),|p) € C"




Notacdo em mecanica quéntica:

o [¢¥),[¢) €C"
@ soma: [1) + |®)
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Algebra Linear

Notacdo em mecanica quéntica:

° [¥),l¢) € C”
e soma: ) + |¢)

e multiplicagdo por escalar: a|y)
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Algebra Linear

Notacdo em mecanica quantica:

° [¢),|¢) € C"
e soma: [¢)) + |¢)

e multiplicagdo por escalar: a|y)
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Algebra Linear

Notacdo em mecanica quantica:

° [¢),|¢) € C"
e soma: [¢)) + |¢)

e multiplicagdo por escalar: a|y)
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Algebra Linear

Notacdo em mecanica quantica:

° [¢),|¢) € C"
e soma: [¢)) + |¢)

e multiplicagdo por escalar: a|y)

_1 :
¥) = (f) —-L 0+ G+ DI

lembrando que |0) = (é) ell) = ((1))

v
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?

@ Algum outro exemplo de par de vetores gerando C2?
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?

@ Algum outro exemplo de par de vetores gerando C2?

B B
Os vetores <\{5> e < \?) geram C?
V2 V2
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?

@ Algum outro exemplo de par de vetores gerando C2?

B B
Os vetores <\{5> e < \/15> geram C?
V2 V2

@ Alguém reconhece os vetores acima?
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?

@ Algum outro exemplo de par de vetores gerando C2?

B B
Os vetores <\{5> e < \/15> geram C?
V2 V2

@ Alguém reconhece os vetores acima?
S3o os vetores |+) e |—) vistos nas aulas anteriores.
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

@ Exemplo: |0) e |1) geram C?

@ Algum outro exemplo de par de vetores gerando C2?

B B
Os vetores <\{5> e < \/15> geram C?
V2 V2

@ Alguém reconhece os vetores acima?
S3o os vetores |+) e |—) vistos nas aulas anteriores.

@ Os vetores |0) e |1) sdo chamados de base computacional
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Algebra Linear

Vetores geradores e base

Os vetores |v1),|v2),...,|vn) geram V se:

Cada vetor 1)) de V pode ser escrito na forma [¢)) = > a; |v;).

Exemplo: |0) e |1) geram C?

Algum outro exemplo de par de vetores gerando C>?

B B
Os vetores <\{5> e < \/15> geram C?
V2 V2

Alguém reconhece os vetores acima?
S3o os vetores |+) e |—) vistos nas aulas anteriores.

Os vetores |0) e |1) sdo chamados de base computacional

Os vetores |+) e |—) sdo chamados de base de Hadamard
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@ Um mapeamento entre dois espacos vetoriais
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@ Um mapeamento entre dois espacos vetoriais

@ Definido por uma matriz
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:

A <Z a; |Vi>> = Z aiA|vi) (exercicio: prove)
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:
A (Z a; |V;>> = Z aiA|vi) (exercicio: prove)
i i

Exercicio: Apresente a matriz X tal que:
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:
A (Z a; |V;>> = Z aiA|vi) (exercicio: prove)
i i

Exercicio: Apresente a matriz X tal que:
° X|0) = 1)
@ X|1) =|0)
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:
A (Z a; |V;>> = Z aiA|vi) (exercicio: prove)
i i

Exercicio: Apresente a matriz X tal que:
° X|0) = 1)

@ X|1) =|0) (ou seja, leva |0) em |1) e vice-versa)
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Tranformacgdes Lineares

@ Um mapeamento entre dois espagos vetoriais

@ Definido por uma matriz

Dada uma matriz A, o seguinte vale:
A (Z a; |V;>> = Z aiA|vi) (exercicio: prove)
i i

Exercicio: Apresente a matriz X tal que:
° X|0) = 1)

@ X|1) =|0) (ou seja, leva |0) em |1) e vice-versa)

Pergunta: O que a matriz X faz com o vetor [1)) = g |0) + a1 |1)?
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Exercicio: seja |V) = «|0) + 5 ]1).

o N—) :zx’(w*%( D

10>
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Tranformacgdes Lineares

Exercicio: seja |V) = «|0) + 5 ]1).
w

(BT
\¢>:O<®> %

10>

O que a matriz abaixo faz com os vetores |0), |1) e |W)?
cosf —sinf
Ro = (sin9 cos )
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Tranformacgdes Lineares

Exercicio: O que a matriz abaixo faz com o vetor |0)?

N

S
§i~§l~
N——
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Tranformacgdes Lineares

Exercicio: O que a matriz abaixo faz com o vetor |0)?

N

e E com o vetor [1)?

Shsl-
sMH
N——
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Tranformacgdes Lineares

Exercicio: O que a matriz abaixo faz com o vetor |0)?

1
¢

e E com o vetor |1)7
@ E com o vetor |¢)) = ap|0) + aq |1)7?

-5
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Ket: |¢>=< : ) =0a9|0)+ o1 |l)+ ... +ap_1|n—1)
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Ket: |1/J>=< : ) =0a9|0)+ o1 |l)+ ... +ap_1|n—1)
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Ket: [o)) = ( ” ) = ag[0) +ag|1) + .+ apq|n—1)

Bra: (| = (ag o1+ a1)
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ag
a1
Ket: |¢) = ( : ) =0a9|0)+ o1 |l)+ ... +ap_1|n—1)
an.—l
n—1

Bra: (¢| = (a5 aj---aj_q) = a; (il

i
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O produto interno € uma funcdo de V x V em C

@ Notacado
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:

o uv
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:

o uv
e u-v
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:

o uv
e U-v
o <u,v>
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:

o uv

e U-v

o <u,v>
° (lu),;[v)
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:
uv

u-v

<u,v>

(lu);[v))

(ulv)
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Produto interno

O produto interno é uma fungcdode V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes) para produto de u por v:
uv

u-v

<u,v>

(lu);[v))

(ulv)

Obs: (u| pode ser visto como:

@ vetor dual de |u)

@ uma fungdo de V em C definida pela matriz (uf u} ---u})
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Produto interno

O produto interno é uma funcdo de V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes):
@ uv

u-v

<u,v>

(lu),[v))

(ulv)
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Produto interno

O produto interno é uma funcdo de V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes):
@ uv

u-v

<u,v>

(lu),[v))

(ulv)

uy V1

u2 Vo
Exemplo: Seja |u) = ( : ) e |v) = ( : >

Un Va
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Produto interno

O produto interno é uma funcdo de V x V em C

e Notagdo (ou melhor, notagdes):

e uv
o u-v
o <u,v>
o (lu),[v))
o (ulv)
uy Vi
up Vs
Exemplo: Seja |u) = ( : ) e |v) = ( : >
Un v
Vi
* % « V2
(‘U) ) ’V>) - ZUI- Vi = (ul uy - un)
Vn
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Mais sobre o produto interno (|u),|v)):




Mais sobre o produto interno (|u),|v)):

o (I}, [v)) = (Iv),|w)*
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Mais sobre o produto interno (|u),|v)):

o (I}, [v)) = (Iv),|w)*

o (Jv),|v) =0
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Produto interno

Mais sobre o produto interno (|u), |v)):
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Produto interno

Mais sobre o produto interno (u),|v)):

(|V> s |V>) >0 obs: (]v),|v)) = 0 somente quando |v) = 0

Em computacdo quantica, um Espaco de Hilbert é a mesma coisa
que um espaco vetorial com produto interno.

A rigor teriamos que tomar cuidado se a dimens3o for infinita, mas em

computagdo/informacdo quéantica lidamos apenas com dimensdes finitas.
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Produto interno, vetores ortogo_

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.
Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

Murilo V. G. da Silva Computagio Quantica



Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como

V = Va, sendo que
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como
V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como
V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como
V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como
V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos

@ Exemplo: seja u = % |0) + % |1) e v =10)
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como
V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos

@ Exemplo: seja u = % |0) + % |1) e v =10)

° (?) é a projecdo de u em v (note que neste caso ¥ = v = |0))
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como

V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos

@ Exemplo: seja u = % |0) + % |1) e v =10)

° (?) é a projecdo de u em v (note que neste caso ¥ = v = |0))

@ Obs: note que(?) também é a projecdo de § |0) — % 1)
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como

V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos

@ Exemplo: seja u = % |0) + % |1) e v =10)
° (?) é a projecdo de u em v (note que neste caso ¥ = v = |0))
@ Obs: note que(?) também é a projecdo de § |0) — % 1)

@ Exemplo: seja v’ = —? [0)+ 2 ]1) e v =10)
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Produto interno, vetores ortogonais € normas

@ Se (|u),|v)) =0, dizemos que |u) e |v) s3o ortogonais.

Exemplo: |0) e |1) s3o ortogonais

@ Norma de um vetor: || |v) || = /(v|v)
@ Se |||v) || =1, entdo |v) é unitdrio
@ |1),]2),...,|n) sdo ortonormais se:

@ vetores |i) sdo unitdrios

@ |1),]2),...,|n) s3o ortogonais

@ A projecdo de um vetor u em um vetor v é um vetor paralelo a v definido como

V = Va, sendo que
@ ¥ um vetor unitdrio na diregdo de v

@ aé o escalar |u|cos@ (sendo 0 o dngulo entre u e v)
@ Nosso caso: tipicamente u e v s3o unitarios e portanto v = ¥ cos

@ Exemplo: seja u = % |0) + % |1) e v =10)
° (?) é a projecdo de u em v (note que neste caso ¥ = v = |0))
@ Obs: note que(?) também é a projecdo de § |0) — % 1)

@ Exemplo: seja v’ = —? [0)+ 2 ]1) e v =10)

° <*f> é a projecdo de u em v (note que neste caso ¥ = — |0))
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Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C

@ Transposta: AT = [aj]



Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: AT = [aj]

@ Transposta-Conjugada: Af = [a7]
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Matrizes

Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: A™ = [aj]
@ Transposta-Conjugada: A" = [a}]

Exemplo:

143 2 \'  (1-3i 1-i
1+i 1-4i) ~\ —2i 144
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Matrizes

Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: A™ = [aj]
@ Transposta-Conjugada: A" = [a}]

Exemplo:

143 2 \'_ [1-3i 1-i
14+i 1-4i) ~\ —2i 1+4i

@ A é uma matriz unitria se AAT = ATA=1
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Matrizes

Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: A™ = [aj]
@ Transposta-Conjugada: A" = [a}]

Exemplo:

143 2 \'_ [1-3i 1-i
14+i 1-4i) ~\ —2i 1+4i

@ A é uma matriz unitria se AAT = ATA=1

Importante: Matrizes unitarias preservam angulos
(de maneira geral, produtos internos):
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Matrizes

Seja A = [aj] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: A™ = [aj]

@ Transposta-Conjugada: A" = [a}]

Exemplo:

143 2 \' _[1-3i 1-i
147 1—4i) — \ =2i 1+4i
@ A é uma matriz unitaria se AAT = ATA=1
Importante: Matrizes unitarias preservam angulos

(de maneira geral, produtos internos):

Mais precisamente, seja U uma matriz unitdria e |¢$), |1)) vetores
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Matrizes

Seja A = [a;] uma matriz quadrada tal que a; € C
@ Transposta: A™ = [aj]
@ Transposta-Conjugada: A" = [a}]

Exemplo:

143 2 \'_ [1-3i 1-i
14+i 1-4i) ~\ —2i 1+4i

@ A é uma matriz unitria se AAT = ATA=1

Importante: Matrizes unitarias preservam angulos
(de maneira geral, produtos internos):

Mais precisamente, seja U uma matriz unitdria e |¢$), |1)) vetores

© Se Ulg) = [¢') e U[p) = [¢'), entdo (g]¢) = (¢[¢").
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Produto Tensorial

Seja |u) € Hi e |v) € Ho.
@ Seja n a dimens3o de H; e m a dimens3o de Ho.

e O produto tensorial |u) ® |v) é o seguinte vetor:

uivy
ui vy

U1Vm
uz vy
uz v

upvi
upvo

UnVm
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Produto Tensorial

Exemplo:
2x1 2
) 2x2 4
1y | 3x1 | | 3
2 ®<2>_ 3x2 |7 | 6
—1x1 -1
—1x2 -2

Murilo V. G. da Silva Computagio Quantica



Se Hi e Hy sdo espacos de Hilbert de dimensdo n e m, entao
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Produto Tensorial

Se Hi e Hy sdo espacos de Hilbert de dimensdo n e m, entdo

@ Hi1 ® Hy é um espaco vetorial de dimensdo nm
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Produto Tensorial

Se Hi e Hy sdo espacos de Hilbert de dimensdo n e m, entdo

@ Hi1 ® Hy é um espaco vetorial de dimensdo nm

@ Os elementos de H; ® Ho sdo vetores |u) ® |v), tal que
|u) € Hie|v) € Ha.
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Produto Tensorial de Matrizes

Seja A e B matrizes quadradas de ordem n e m. Definimos

AuB ApB - AyB

AnB AnB --- AyB
A® B = ) ) ) .

AmB AmB -+ AmnnB
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Produtos Tensoriais (cont.) _

Propriedades:
o oflu) ® |v)) = (a|u) @ |v) = [u) ® (a|v))

Murilo V. G. da Silva Computacdo Quantica



Produtos Tensoriais (cont.)

Propriedades:
o oflu) ® |v)) = (a|u)) @ |v) = |u) @ (a|v))
o (lu1) +|w)) ®|v) = |u1) @ |v) + [w2) @ [v)
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Produtos Tensoriais (cont.)

Propriedades:
o oflu) ®|v)) = (a|u) ®|v) = |u) ® (a|v))
o (lu1) +|w)) ®|v) = |u1) @ |v) + [w2) @ [v)
o [u) @ ([v1) +[v2)) = |u) @ |v1) + |u) @ |v)

Murilo V. G. da Silva Computagio Quéantica



Produtos Tensoriais (cont.)

Propriedades:
o oflu) ®|v)) = (a|u) ®|v) = |u) ® (a|v))
o (lu1) +|w)) ®|v) = |u1) @ |v) + [w2) @ [v)
o [u) @ ([v1) +[v2)) = |u) @ |v1) + |u) @ |v)
o (A® B)(|lu)®|v)) =Alu) ® B|v)
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Produtos Tensoriais (cont.)

Propriedades:
o oflu) ®|v)) = (a|u) ®|v) = |u) ® (a|v))
o (lu1) +|w)) ®|v) = |u1) @ |v) + [w2) @ [v)
o [u) @ ([v1) +[v2)) = |u) @ |v1) + |u) @ |v)
°o (A®B)(|u)@|v)) = Alu) @ Blv)

Notac3o:

e Usamos |W)®X para denotar o produto tensorial de |W)
consigo mesmo k vezes

Murilo V. G. da Silva Computagdo Quantica



Produtos Tensoriais (cont.)

Propriedades:
o oflu) ®|v)) = (a|u) ®|v) = |u) ® (a|v))
o (lu1) +|w)) ®|v) = |u1) @ |v) + [w2) @ [v)
o [u) @ ([v1) +[v2)) = |u) @ |v1) + |u) @ |v)
°o (A®B)(|u)@|v)) = Alu) @ Blv)

Notac3o:

e Usamos |W)®X para denotar o produto tensorial de |W)
consigo mesmo k vezes

e Para uma matriz A, denotamos analogamente A®*
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Calcule:

(a) 10) ®|0

(b) |0)%°

(c) 1) ®]0)
(d) 1) ®1)
(e) [4+)®10)
") e+
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Calcule:

(a) HI0)

(b) H®2

(C) H®3

(d) B=H®I

(e) H#2(|0) ®10))
(f) B(|+) @11))
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