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Busca em Grafos Direcionados

Busca(G )
F ← grafo direcionado vazio
Para v ∈ V (G)

v.estado← 0
Para v ∈ V (G)

Se v.estado = 0
(T , v)← Busca(G , v)
acrescente T a F

Devolva F

Busca(G , r)
V1 ← ∅
processe r
r.pai← Λ
acrescente r a V1
r.estado← 1
Enquanto V1 6= ∅

v ← vértice em V1

Se não há “próximo” vértice em Γ+
G

(v)
retire v de V1
v.estado← 2

Senão

w ← “próximo” vértice em Γ+
G

(v)

Se w.estado 6= 0
Se (v,w) não foi processada

processe (v,w)

Senão
processe (v,w)
processe w
w.pai← v
acrescente w a V1
w.estado← 1



Busca em Grafos Direcionados - Execução
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G

(v)

Se w.estado 6= 0
Se (v,w) não foi processada

processe (v,w)

Senão
processe (v,w)
processe w
w.pai← v
acrescente w a V1
w.estado← 1



Busca em Grafos Direcionados - Execução

Busca(G , r)
V1 ← ∅
processe r
r.pai← Λ
acrescente r a V1
r.estado← 1
Enquanto V1 6= ∅
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G

(v)

Se w.estado 6= 0
Se (v,w) não foi processada

processe (v,w)

Senão
processe (v,w)
processe w
w.pai← v
acrescente w a V1
w.estado← 1



Busca em Grafos Direcionados - Execução

Busca(G , r)
V1 ← ∅
processe r
r.pai← Λ
acrescente r a V1
r.estado← 1
Enquanto V1 6= ∅
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v ← vértice em V1
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v ← vértice em V1
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G

(v)

Se w.estado 6= 0
Se (v,w) não foi processada

processe (v,w)

Senão
processe (v,w)
processe w
w.pai← v
acrescente w a V1
w.estado← 1



Busca em Grafos Direcionados - Execução

Busca(G , r)
V1 ← ∅
processe r
r.pai← Λ
acrescente r a V1
r.estado← 1
Enquanto V1 6= ∅

v ← vértice em V1

Se não há “próximo” vértice em Γ+
G

(v)
retire v de V1
v.estado← 2

Senão
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G

(v)
retire v de V1
v.estado← 2

Senão
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Busca em Grafos Direcionados

Corolario ??
O Algoritmo Busca(G ) devolve uma floresta direcionada geradora do grafo G e
processa todos os vértices e arcos de G . Além disso, o laço do Algoritmo Busca(G , r) é
executado 2|E (G )|+ |V (G )| vezes.

Corolario ??
Se cada operação no laço do Algoritmo Busca(G , r) é executada em tempo O(1),
então o tempo de execução do Algoritmo Busca(G ) é O(|E (G )|+ |V (G )|).
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processa todos os vértices e arcos de G . Além disso, o laço do Algoritmo Busca(G , r) é
executado 2|E (G )|+ |V (G )| vezes.

Corolario ??
Se cada operação no laço do Algoritmo Busca(G , r) é executada em tempo O(1),
então o tempo de execução do Algoritmo Busca(G ) é O(|E (G )|+ |V (G )|).



Busca em Grafos Direcionados

1. A busca a partir do vértice v devolve uma arborescência de raiz v em vez de uma
árvore enraizada em v .

2. Pode devolver florestas direcionadas, mesmo quando o grafo é conexo.

3. Pode haver arcos cruzados em uma floresta direcionada gerada por uma busca em
profundidade.

4. Se T é a arborescência resultante de uma busca no grafo direcionado G , então
V [T ] é o conjunto dos vértices de G alcançáveis a partir de v em G .
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1. A busca a partir do vértice v devolve uma arborescência de raiz v em vez de uma
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Busca em Grafos Direcionados - pré–ordem e pós–ordem

Seja F uma floresta direcionada.

Uma pré–ordem de F é uma permutação de V (F ) na qual ancestrais são anteriores a
seus descendentes.

Uma pós–ordem de F é uma permutação de V (F ) na qual ancestrais são posteriores
a seus descendentes.
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Uma pré–ordem de F é uma permutação de V (F ) na qual ancestrais são anteriores a
seus descendentes.
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Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .

v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .
v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .
v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .
v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .
v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



Teorema 78

F : floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G .
v .pre e v .pos: ı́ndices de pré–ordem e pós–ordem computados.

Arco (u, v), com relação a F é:

1. arco de F ou arco de avanço: se e
somente se
u.pre < v .pre < v .pos < u.pos.

2. arco cruzado: se e somente se
v .pre < v .pos < u.pre < u.pos.

3. arco de retorno: se e somente se
v .pre < u.pre < u.pos < v .pos.



A ordem < induzida sobre V (G ) dada por:

1. u < v := u.pre < v .pre, para todo u, v ∈ V (G ), é uma pré–ordem de F .

2. u < v := u.pos < v .pos, para todo u, v ∈ V (G ), é uma pós–ordem de F .

Exerćıcio 118
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Exerćıcio 118



A ordem < induzida sobre V (G ) dada por:

1. u < v := u.pre < v .pre, para todo u, v ∈ V (G ), é uma pré–ordem de F .
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Teorema 83

O grafo condensado de um grafo direcionado é aćıclico.

Exerćıcio 57.
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Ordenação Topológica

Dado um grafo direcionado G

Uma ordenação topológica de G é uma permutação (v1, . . . , vn) de V (G ) que
“respeita a direção dos arcos” de G , isto é,

i < j , para todo (vi , vj) ∈ A(G ).
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Ordenação Topológica - Teorema 79

Um grafo direcionado G admite ordenação topológica se e somente se é aćıclico.

Exerćıcio 120



Ordenação Topológica - Teorema 79

Um grafo direcionado G admite ordenação topológica se e somente se é aćıclico.
Exerćıcio 120



Ordenação Topológica - Teorema 80

Um grafo direcionado G é aćıclico se e somente se qualquer floresta direcionada
resultante de uma busca em profundidade sobre G não tem arcos de retorno.

Exerćıcio 119



Ordenação Topológica - Teorema 80

Um grafo direcionado G é aćıclico se e somente se qualquer floresta direcionada
resultante de uma busca em profundidade sobre G não tem arcos de retorno.
Exerćıcio 119



Ordenação Topológica - Teorema 81

O reverso da pós–ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aćıclico G , é uma ordenação topológica de G .

Demonstração.

1. Seja (v1, . . . , vn) a permutação de V (G ) em ordem decrescente de pós–ordem,
isto é,

i < j se e somente se vi .pos > vj .pos, para todo 1 ≤ i < j ≤ n ∈ A(G ),

2. Esta permutação é uma ordenação topológica de G . Basta provar que

i < j para todo (vi , vj) ∈ A(G ),

ou seja, que
vi .pos > vj .pos para todo (vi , vj) ∈ A(G ),

ou seja, que

v .pos < u.pos para todo (u, v) ∈ A(G ).
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i < j se e somente se vi .pos > vj .pos, para todo 1 ≤ i < j ≤ n ∈ A(G ),
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Ordenação Topológica - Teorema 81

Demonstração (continuação).

3. se tivéssemos u.pos < v .pos então (u, v) seria arco de retorno em G .

(T. 78)

4. Como G é aćıclico, não tem arco de retorno (T. 80)

5. e portanto, v .pos < u.pos para todo (u, v) ∈ A(G ), e (v1, . . . , vn) é ordenação
topológica de G .



Ordenação Topológica - Teorema 81

Demonstração (continuação).

3. se tivéssemos u.pos < v .pos então (u, v) seria arco de retorno em G . (T. 78)
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Algoritmo de Ordenação Topológica

Ordena(G )

Para cada v ∈ V (G )
v .estado← 0

G .l ← lista vazia
Para cada v ∈ V (G )

Se v .estado = 0
Ordena(G , v)

Ordena(G , r)

r .estado← 1
Para cada v ∈ Γ+

G (r)
Se v .estado = 0

Ordena(G , v)
acrescente r ao ińıcio de G .l
r .estado← 2

Teorema

É posśıvel determinar uma ordenação topológica de um grafo direcionado aćıclico de n
vértices e m arcos em tempo O(n + m).



Algoritmo de Ordenação Topológica - Execução

Ordena(G , r)
r.estado← 1

Para cada v ∈ Γ+
G

(r)
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r.estado← 2



Algoritmo de Ordenação Topológica - Execução

Ordena(G , r)
r.estado← 1

Para cada v ∈ Γ+
G

(r)
Se v.estado = 0

Ordena(G , v)
acrescente r ao ińıcio de G .l
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