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Busca em Grafos Direcionados

Busca(G,r)

Vi« 0
processe r

r.pai < A
acrescente r a Vj
r.estado <— 1

Busca(G) Enquanto Vq # 0

v <— vértice em V;

F < grafo direcionado vazio Se ndo ha “préximo” vértice em ré(v)
Para v € V(G) retire v de Vp

v.estado <— 0 v.estado < 2
Para v € V(G) Sen3o

Se v.estado = 0 w < “préximo” vértice em FE(V)

(T, v) + Busca(G, v)

acrescente T a F Se w.estado # 0

Se (v, w) néo foi processada

Devolva F
processe (v, w)

Sendo
processe (v, w)
processe w
w.pai v
acrescente w a Vj
w.estado < 1
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Corolario 77?7
O Algoritmo Busca(G) devolve uma floresta direcionada geradora do grafo G e
processa todos os vértices e arcos de G. Além disso, o lago do Algoritmo Busca(G, r) é

executado 2|E(G)| + |V(G)| vezes.
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Corolario 77?7

O Algoritmo Busca(G) devolve uma floresta direcionada geradora do grafo G e
processa todos os vértices e arcos de G. Além disso, o lago do Algoritmo Busca(G, r) é
executado 2|E(G)| + |V(G)| vezes.

Corolario 77
Se cada operagdo no lago do Algoritmo Busca(G, r) é executada em tempo O(1),
ent3o o tempo de execucio do Algoritmo Busca(G) é O(|E(G)| + |V(G))).
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Busca

em Grafos Direcionados

. A busca a partir do vértice v devolve uma arborescéncia de raiz v em vez de uma

arvore enraizada em v.

Pode devolver florestas direcionadas, mesmo quando o grafo é conexo.

Pode haver arcos cruzados em uma floresta direcionada gerada por uma busca em
profundidade.

. Se T ¢é a arborescéncia resultante de uma busca no grafo direcionado G, entdo

V[T] é o conjunto dos vértices de G alcancgaveis a partir de v em G.



Busca em Grafos Direcionados - pré—ordem e pds—ordem

Seja F uma floresta direcionada.



Busca em Grafos Direcionados - pré—ordem e pds—ordem

Seja F uma floresta direcionada.

Uma pré—ordem de F é uma permutagdo de V/(F) na qual ancestrais sdo anteriores a
seus descendentes.



Busca em Grafos Direcionados - pré—ordem e pds—ordem

Seja F uma floresta direcionada.

Uma pré—ordem de F é uma permutagdo de V/(F) na qual ancestrais sdo anteriores a
seus descendentes.

Uma pés—ordem de F é uma permuta¢do de V(F) na qual ancestrais sdo posteriores
a seus descendentes.



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.
v.pre e v.pos: indices de pré—ordem e pdés—ordem computados.



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.
v.pre e v.pos: indices de pré—ordem e pdés—ordem computados.

Arco (u,v), com relagdo a F é:



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.
v.pre e v.pos: indices de pré—ordem e pdés—ordem computados.

Arco (u,v), com relagdo a F é:

1. arco de F ou arco de avanco: se e
somente se
u.pre < v.pre < v.pos < U.pos.



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.

v.pre e v.pos: indices de pré—ordem e pdés—ordem computados.
Arco (u,v), com relagdo a F é:
1. arco de F ou arco de avanco: se e
somente se
u.pre < v.pre < v.pos < U.pos.
2. arco cruzado: se e somente se
v.pre < v.pos < u.pre < u.pos.



Teorema 78

F: floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre o grafo
direcionado G.
v.pre e v.pos: indices de pré—ordem e pdés—ordem computados.
Arco (u,v), com relagdo a F é:
cruzado
1. arco de F ou arco de avanco: se e
somente se

u.pre < v.pre < v.pos < U.pos.
2. arco cruzado: se e somente se

v.pre < v.pos < u.pre < u.pos.
3. arco de retorno: se e somente se

v.pre < u.pre < 0.pos < V.pos.




A ordem < induzida sobre V/(G) dada por:



A ordem < induzida sobre V/(G) dada por:
1. u< v :=u.pre < v.pre, para todo u,v € V(G), é uma pré-ordem de F.



A ordem < induzida sobre V/(G) dada por:

1.u<v:

2. u<v:

u.pre < v.pre, para todo u,v € V(G), é uma pré-ordem de F.

u.pos < v.pos, para todo u,v € V(G), é uma pés—ordem de F.



A ordem < induzida sobre V/(G) dada por:
1. u< v :=u.pre < v.pre, para todo u,v € V(G), é uma pré-ordem de F.

2. u<v:=u.pos < v.pos, para todo u,v € V(G), é uma pés—ordem de F.

Exercicio 118



Teorema 83

O grafo condensado de um grafo direcionado é aciclico.



Teorema 83

O grafo condensado de um grafo direcionado é aciclico.




Teorema 83

O grafo condensado de um grafo direcionado é aciclico.

Exercicio 57.



Ordenacao Topoldgica

Dado um grafo direcionado G



Ordenacao Topoldgica

Dado um grafo direcionado G
Uma ordenacdo topoldgica de G é uma permutagdo (vi,...,v,) de V(G) que
“respeita a direc3o dos arcos” de G, isto é,

i <Jj, para todo (v;,vj) € A(G).



Ordenacao Topoldgica

Dado um grafo direcionado G
Uma ordenacdo topoldgica de G é uma permutagdo (vi,...,v,) de V(G) que
“respeita a direc3o dos arcos” de G, isto é,

i <Jj, para todo (v;,vj) € A(G).




Ordenacao Topoldgica - Teorema 79

Um grafo direcionado G admite ordenacdo topoldgica se e somente se é aciclico.



Ordenacao Topoldgica - Teorema 79

Um grafo direcionado G admite ordenacdo topoldgica se e somente se é aciclico.
Exercicio 120



Ordenacao Topoldgica - Teorema 80

Um grafo direcionado G ¢é aciclico se e somente se qualquer floresta direcionada
resultante de uma busca em profundidade sobre G n3o tem arcos de retorno.



Ordenacao Topoldgica - Teorema 80

Um grafo direcionado G ¢é aciclico se e somente se qualquer floresta direcionada
resultante de uma busca em profundidade sobre G n3o tem arcos de retorno.
Exercicio 119



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.
Demonstracao.

1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.
Demonstracao.
1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,
isto é,

i < j se e somente se v;.pos > v;.pos, para todo 1 </ < < ne A(G),



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.
Demonstracao.
1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,
isto é,
i < j se e somente se v;.pos > v;.pos, para todo 1 </ < < ne A(G),

2. Esta permutacdo é uma ordenacdo topoldgica de G.



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.
Demonstracao.

1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,
isto é,

i < j se e somente se v;.pos > v;.pos, para todo 1 </ < < ne A(G),
2. Esta permutagdo é uma ordenac3o topoldgica de G. Basta provar que

i < j para todo (vj, v;) € A(G),



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.
Demonstracao.

1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,
isto é,

i < j se e somente se v;.pos > v;.pos, para todo 1 </ < < ne A(G),
2. Esta permutagdo é uma ordenac3o topoldgica de G. Basta provar que
i < j para todo (vj, v;) € A(G),

ou seja, que
v;i.pos > v;.pos para todo (v;, vj) € A(G),



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

O reverso da pds—ordem de uma floresta direcionada resultante de uma busca em
profundidade em um grafo direcionado aciclico G, é uma ordenacdo topoldgica de G.

Demonstracao.
1. Seja (vi,...,vn) a permutagdo de V(G) em ordem decrescente de pés—ordem,
isto é,

i < j se e somente se v;.pos > v;.pos, para todo 1 </ < < ne A(G),
2. Esta permutagdo é uma ordenac3o topoldgica de G. Basta provar que
i < j para todo (vj, v;) € A(G),

ou seja, que
v;i.pos > v;.pos para todo (v;, vj) € A(G),

ou seja, que

v.pos < u.pos para todo (u,v) € A(G).



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

Demonstra¢do (continuagdo).

3. se tivéssemos u.pos < v.pos entdo (u, v) seria arco de retorno em G.



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

Demonstra¢do (continuagdo).

3. se tivéssemos u.pos < v.pos entdo (u, v) seria arco de retorno em G. (T. 78)



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

Demonstra¢do (continuagdo).
3. se tivéssemos u.pos < v.pos entdo (u, v) seria arco de retorno em G. (T. 78)

4. Como G é aciclico, n3o tem arco de retorno



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

Demonstra¢do (continuagdo).
3. se tivéssemos u.pos < v.pos entdo (u, v) seria arco de retorno em G. (T. 78)

4. Como G ¢ aciclico, ndo tem arco de retorno (T. 80)



Ordenacao Topoldgica - Teorema 81

Demonstra¢do (continuagdo).

3. se tivéssemos u.pos < v.pos entdo (u, v) seria arco de retorno em G. (T. 78)
4. Como G ¢ aciclico, ndo tem arco de retorno (T. 80)
5. e portanto, v.pos < u.pos para todo (u,v) € A(G), e (vi,...,vp) é ordenagdo

topoldgica de G.



Algoritmo de Ordenacdo Topoldgica

Ordena(G)

Para cada v € V(G)
v.estado < 0

G.l « lista vazia

Para cada v € V(G)

Se v.estado = 0
Ordena(G, v)

Ordena(G, r)

r.estado + 1
Para cada v € T'L(r)

Se v.estado =0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./

r.estado < 2




Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2




Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2




Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado <+ 1 12
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2




Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2




Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado <+ 1 12
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v6, V7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v5, v6, V7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v5, v6, V7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v5, v6, v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v4, V5, v6, V7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v1, v4, V5, v6, v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v1, v4, V5, v6, v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v1, v4, V5, v6, v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v3, v1, v4, V5, v6, v7]



Algoritmo de Ordenacao Topoldgica - Execucao

Ordena(G, r)

r.estado < 1
Para cada v € ['E(r)
Se v.estado = 0
Ordena(G, v)
acrescente r ao inicio de G./
r.estado < 2

G.l = [v2, v3, v1, v4, V5, v6, V7]



