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Um emparelhamento ( “matching”) em um grafo G é um conjunto de arestas de G
sem vértices em comum.

Emparelhamentos e bijecGes

Designagdo ( “assignment”).

Emparelhamentos em grafos com
pesos.

Emparelhamentos estaveis.
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Coloracao de Arestas

Coloracgao das arestas de um grafo G: particdo de E(G) em emparelhamentos. Cada
emparelhamento é uma cor da coloragdo.

Indice cromatico de G (x/(G)): menor niimero de cores distintas necessrio para
colorir as arestas de um grafo.
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Teorema (Vizing, 1964)

Todo grafo G admite uma coloracdo de suas arestas em A(G) + 1 cores e essa
coloracdo pode ser computada em tempo polinomial.

Teorema (Holyer, 1981)

Decidir se as arestas de um grafo G podem ser coloridas com A(G) cores é um
problema NP-dificil.
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Dado um emparelhamento M de um grafo G:

@ M cobre o vértice v (ou v é coberto por M) se v é ponta de alguma aresta de
M. Caso contrério, v é descoberto por M.

M cobre X C V(G) se v € e, para todo v € X, para algum e € M.

Um caminho (vp, ..., Vv,) é um caminho M-alternante em G se suas arestas
est3o ou n3o em M de maneira alternada, isto é, se

{vi_1,v;} € M se e somente se {v;,vj11} ¢ M, paratodo1l </ < n.

e Uma arvore T é M-alternante com relagdo a um vértice r € V(T) se o caminho
de rTv é M-alternante para todo v € V(T).

Um caminho M-alternante é M—aumentante se suas pontas n3o sdo cobertas
por M.
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Diferenca simétrica
Dados dois conjuntos A e B, a diferenca simétrica de Ae B é

A@ B:=(AUB)\(BNA).

Alternativamente, temos que

A®B=(A\B)U(B\A)
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O emparelhamento M é maximo no grafo G se e somente se ndo existe caminho
M-aumentante em G.

Demonstracao.
1. Se C é um caminho M-aumentante, entdo |M @ E(C)| > |M| (T. 90).
2. Seja M* um emparelhamento e |M*| > |M| e seja H := G[M & M*].

2.1 A(H) <2edai

2.2 Cada componente de H é um ciclo ou um caminho (Ex. 61).

2.3 Os ciclos tem que ser pares porque M e M* s3o emparelhamentos.

2.4 Como |M*| > |M)|, entdo um componente de H tem que ser um caminho C com as

pontas cobertas por M*.
2.5 Neste caso, C é um caminho M—aumentante em G.
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Um grafo bipartido G com biparticdo {A, B} e seja X C A. O grafo G tem um
emparelhamento que cobre X se e somente se

|IS| < |F'g(S)|, para todo S C X.

Demonstracao.
1. Se emparelhamento M cobre X, entdo |S| < |['¢(S)|, para todo S C X.

2. Suponha que n3o existe emparelhamento que cubra X. Vamos provar que existe
um conjunto S C X para o qual |S| > |[T¢(S)].
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arvore M—-alternante maximal com relagdo a x.
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2.3 x é o lnico vértice de T n3o coberto por M e T tem um ndmero impar de vértices.
24 Tr(P)=V(T)—Pecomox € P, |P|>|(P).
2.5 Como It (P) =T¢(P), portanto
2.6 |P|>|Tg(P).



Algoritmo de emparelhamento

EmparelhamentoMaximo(G)

M« 0
Para cada v € V(G)
Se v ndo é coberto por M
C < CaminhoAumentante(G,M,v)
Se C néo é vazio
M+~ MeC
Devolva M

CaminhoAumentante(G, M, v)

T ({v},0)
P <+ {v}
Enquanto 'g(P) — V(T) # 0
w 4« um vértice em [ (P) — V(T)
u <— um vizinho de w em T
acrescente a aresta {u,w} a T
Se w ndo esta coberto por M
Devolva vTw
Sendo
acrescente a T a aresta {w, t} de M que cobre w

acrescente t a P
Devolva ()
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E possivel computar um emparelhamento maximo de um grafo bipartido com n
vértices e m arestas em tempo O(nm).

Demonstracao.

1. CaminhoAumentante(G, M, v), pode ser implementado como uma busca em
largura adaptada.

2. Todas as operagdes no seu lago podem ser executadas em tempo O(1) e o
algoritmo pode ser executado em tempo O(m).

3. CaminhoAumentante(G, M, v) é invocado no méaximo [n/2] vezes.

4. O valor de M @ C no lago de EmparelhamentoMaximo(G) pode ser computado
em tempo O(m).



