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Programacao Linear

PROGRAMAGAO LINEAR (PL):

» Instancia: Uma tripla (A, b, ¢) onde A é uma matriz m x n sobre R,
b é um vetor sobre R™ e ¢ é um vetor sobre R".

» Resposta: Um vetor x* € R" satisfazendo

> Ax* < b,
> ox* >ex, Vx| Ax<b

Em alguns contextos diremos que neste problema queremos

“maximizar ¢ x, sujeito a Ax < b’



Programacao Linear: Exemplos

Encontre um vetor (xi,x» € R?) tal que x; + Xx» seja maximo, satisfazendo

x1>0ex >0
x—x1 <1

x1 +6x2 < 15
dx; — x» < 10

vVvyVvVYyy

Isto é uma instancia de PL, pois podemos reescrever

—X1 S 0
—X2 S 0
—X1 X2 S 1

X1 6X2 S 15
4X1 —X2 S 10

E portanto podemos fazer (A, b, ¢):

-1 0
0 -1

A=|-1 1| b=(0,01,1510) e c = (1,1).
1 6



Programacao Linear: Interpretacao geométrica

Maximizar: x1 + x» Sujeito a:

—X1 S 0
— X2 <0
—X1 X2 S 1

X1 6X2 S 15
4xq, —x <10

T2

Ta—m <1
——

1+ 672 < 15




Programacao Linear

Maximizando a fun¢&o objetivo f(x1,x2) = x1 + X2

I1+ro=4 Ty +x2 =5

T+ T0 =2

Pergunta: Se tivéssemos n varidveis? Qual seria a interpretacdo geométrica?



Programacao Linear
Relembrando:
PROGRAMAGAO LINEAR (PL):

» Instancia: Uma tripla (A, b, ¢) onde A é uma matriz m x n sobre R,

b é um vetor sobre R” e ¢ é um vetor sobre R".
» Resposta: Um vetor x* € R" satisfazendo

> Ax* < b,
> ox* >ex, Vx| Ax<b

A matriz A junto com o vetor b define as resticdes;
O vetor ¢ define fungdo objetivo.

» E se tivéssemos, por exemplo, a restricdo 2x; + xo > 57
> Multiplique a equagio por (—1)
» E se tivéssemos uma restricdo do tipo 2x; + x2 = 57

» Crie duas restricdes: 2x; +x2 < 5 e
2x1 + x2 > 5.

» E se quisermos minimizar?



Programacao Linear

Considere a funcio objetivo dada por (%, 1)

x + 6z < 15

Quantas solucdes temos?

» Infinitas (todos pontos da reta destacada)



Programacao Linear

Invertendo restricoes no exemplo original

z1 + 6z < 15

(0,0)

41‘1 — &2 2 10

Quantas solugdes temos?

» Nenhuma solugdo



Programacao Linear

Removendo restri¢cdes no problema original

Quantas solu¢cdes temos?

» Nenhuma solugdo



Programacao Linear: Mais exemplos

Minimizar custos com dieta equilibrada:

Food Carrot, White Cucumber, || Required
Raw Cabbage, Raw Pickled per dish
Vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5mg
Vitamin C [mg/kg| 60 300 10 15mg
Dietary Fiber [g/kg] 30 20 10 ig
price [€ /kg] 0.75 0.5 0.15* —

*Residual accounting price of the inventory, most likely unsaleable.

Queremos a quantidade x; de cenoura, x> de repolho e x3 de pepino (em kg)

Minimizar: 0.75x; + 0.5x2 + 0.15x3
Sujeito a:

Iy 2 0

x9 > ()

£Za 2 0

36z + 0.5xe + 0.5x3 = 0.5
60y + 300x2 + 10xz3 > 15
30z + 20x2 + 10z3 > 4.



Programacao Linear: Mais exemplos

Maximizar fluxo em uma redes:

Varidveis: Para cada aresta {u, v}, uma varidvel x,,
Maximizar o qué? Quais restricdes?

Maximizar: Xos + Xob + Xoc
Sujeito a:

—3LZa <3, 1< <], -1<z,p<1
1<z <]l, -1<g55 <1, -I3<Tpe<3
“4<z4<4, -4<z0e<4, —-4<zT4n <4
—1<zam <1

Toa = Tab + Tad
Tob + Tabh = Tpe

Foe = Ted + Tee
Tad + Ted = Tdn

By + Toe = Ten:



Programacao Linear: Mais exemplos

minimizar custos em fabrica de sorvetes:

sales [tons]
70 —

60(
50(
40

30¢
20(
10(

T T T T T T T T T T T T
Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

» Produgdo “uniforme” tem custos (estoque)

» Produgdo “varidvel’ tem custos também



PL - Modelagem: Fabrica de sorvetes

Varidves e desigualdades:
» Producdonomés i: x;, i=1,...,12
» Demanda e estoque no més i: d; e s;
» Produzindo o suficiente:
Xi +s5; > d;
» Estoque para més seguinte: x; + s;_1
X;+ Si_1— s =d;
» Estoque no comeco e fim do ano:
So = Oe S12 = 0

» Custos para ter producdo variavel:

— d; = s;. Portanto:

» Mudar produgdo do més i — 1 para més i: $50 (por tonelada)
» Custo de armazenamento no més i: $20 (por tonelada)

» Portanto, custo total:

> 50 Z,lil |xi — xi—1| + 20 Z,lil Si
» Paraocasai=0, xp =0.

(fung3o objetivo)

» Ha algo errado com a fungdo objetivo? NAO E LINEAR!



PL - Modelagem: Fabrica de sorvetes

» Func3o objetivo: 50 Z,lil [xi —xi—1| + 20 21121 s
> Observe: |x; — x;—1| > 0 ou < 0. i.e., mudanga na produg¢go:

> aumenta em y;, ou diminui em z; (ambos valores > 0)
> na fun¢3o objetivo, trocamos |x; — x;_1| por y; + z;.

e criamos uma nova equagdo: X; — Xj_1 = Yj — Z;
Com isso, o programa linear é:
T 12 12 12
» Minimizar: 5032, y; +50> 2,z +20> ;2 s

» Sujeito a:
Ti+ 81 —si=d;fori=1.2 .12
Ti=Tjmy =y;i—z fori=1,2 .12
=10
sp=10

A resposta para uma dada instancia é um vetor (x*,y*,z*,s*)
Para i =1,...,12, observe que y ou z’ é zero (caso contrério, solucdo ndo é étima)

> Lembrando que x* = y* + z*



PL - Modelagem: fabrica de sorvetes

Demanda vs Produgdo:

production
1
[tons] 700

600 -
H00 -
100 ~
400
200

100




PL - Modelagem: fabrica de papel

Fabrica produz rolos de papel com 3 metros de largura.
» Compradores querem larguras diversas.
Por exemplo, 3m pode ser cortado em:

» dois rolos de 93cm
> um de 108
» sobra: 6cm



PL - Modelagem: fabrica de papel

Considere o pedido:
» 97 de 135cm 610 de 108cm
> 395 de 93cm 211 de 42cm

Quantos rolos de 3 metros devem ser produzidos? Possibilidades de cortes:

P1: 2x135 P7: 108 +93 + 2 x 42
P2: 135+ 108 + 42 P8: 108 + 4 x 42

P3: 135493+ 42 P9: 3 x93

P4: 135+ 3 x 42 P10: 2x93+2x42
P5: 2x 108+ 2 x 42 Pll: 93 +4 x 42

P6: 108+ 2 x93 P12: 7 x42

P> x;: quantidade de rolos cortados de acordo com P;
» Por exemplo, para restricdo “395 de 93cm”, temos
> x3 4 2x5 + x7 + 3x9 + 2x10 + x11 > 395
» Para as demais restri¢Ges, andlogo
>  Objetivo: Z}il Xj
Solugdo: x; = 48.5, x5 = 206.25, x¢ = 197.5 (demais x; = 0)
Pergunta: solugdes fraciondrias sdo aceitas?



