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Algoritmos Combinatérios

» Lidam com estruturas combinatdrias: conjuntos (discretos), parti¢cdes,
permutagdes, grafos, etc

» Topico da aula de hoje: algoritmos de enumerac¢ado

» Atentar para vocabulario:

» Contagem: Determinar quantas estruturas de um certo tipo existem
Exemplo: Dado conjunto S de tamanho n, quantos subconjuntos S’ C S
de tamanho k existem?  resp: (}).
No livro: enumeration.

» Enumeracdo: obter cada uma das estruturas combinatérias em quest3o.

Exemplo: Dado conjunto S de tamanho n, gerar cada um dos
subconjuntos S’ C S tal que |S’| = k.

No livro: generation.

> Algoritmos de Busca/Otimizac3o podem usar enumeragio.
» Algoritmos de Enumerac¢do também s3o interessantes por si mesmos



Defini¢coes auxiliares: Conjuntos, listas e permutacoes

Notacdo e exemplos:
»> Conjuntos: A={1,5,9,7}

»> Notagdo de Lista: A=[1,5,9,7,1] (existe ordem e possibilidade de repeti¢cdo)
Usamos a notacdo A[l] =1, A[2] =5, A[3] =9, ... (semelhante a vetor)

» Uma permutag¢do 7 de um conjunto S de tamanho n é

P> uma lista com n elementos de S sem repeticido



Definicoes auxiliares: Grafos

Considere o grafo abaixo:

Tanto um circuito hamiltoniano quanto um caminho hamiltoniano em um grafo é uma
permuta¢do de V(G).

» Caminho hamiltoniano: [0,1,5,4,6,2,3,7]
» Circuito hamiltoniano: [0,1,3,2,6,7,5,4]

Obs: se existe um circuito hamiltoniano, ent3o existe um caminho hamiltoniano

(a volta ndo n3o necessariamente é verdadeira)



Definicoes auxiliares: Grafos

Grafo cubo com n vértices (denotado Gp):
> V(Gp) = "“strings de n bits”

» Ligue vértices que diferem por um bit

» Grafo G; abaixo:



Definicoes auxiliares: Grafos

Grafo cubo com n vértices (denotado Gp):
> V(Gp) = "“strings de n bits”

> Ligue vértices que diferem por um bit

» Grafo G, abaixo:

00

01

10

11



Definicoes auxiliares: Grafos

Grafo cubo com n vértices (denotado Gp):
> V(Gp) = "“strings de n bits”

» Ligue vértices que diferem por um bit

» Grafo G3 abaixo:

001




Definicoes auxiliares: Grafos

Grafo cubo com n vértices (denotado Gp):
> V(G,p) = “strings de n bits”

> Ligue vértices que diferem por um bit

» Grafo G, abaixo:

0010 0110 0100 11 1110 1010

0001 1001
oorr - 0111 0101 1101 1 1011




Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Seja A um conjunto de objetos combinatdrios que queremos enumerar. Seja |A| = N.

» Para enumerar objetos, vamos estabelecer uma ordem destes.

» Vamos estabelecer uma fun¢do rank()

A func¢do rank() é uma fung¢do tal que:
» rank:A—{0,..,N—1}

Uma vez definida a fung3o acima, temos também:
> unrank : {0,..,.N—1} - A

» successor : A — A



Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Do slide anterior:
» rank:A—{0,..,N—1}

Para unrank(), a ideia é que Va€ Ae Vi € {0,..., N — 1}, temos:
rank(a) = i < unrank(i) = a
Para sucessor(), queremos:

sucessor(a) = b < rank(b) = rank(a) + 1

Podemos definir sucessor() em termos de rank() e unrank():

unrank(rank(a) + 1), se rank(a) < N —1,

sucessor(s) = {indefinida7 se rank(a) = N — 1.

Note: aqui definimos primeiro rank() e unrank() e depois sucessor()

» Em alguns contextos é conveniente fazer o inverso: definimos primeiro
sucessor() e depois definimos rank() e unrank() a partir disso.



Enumeracdo: Ranking usando Ordem Lexicografica

Objetos que vamos enumerar: subconjuntos do conjunto S = {1, ..., n}

» Conjunto de objetos que queremos enumerar A = P(S)
» Ordem usada: lexicogréfica
» Mais para frente veremos outras ordens
(mais precisamente, um exemplo de ordem de mudanga minima)

Dado T € P(S), o vetor caracteristico de T é x(T) = [xn—1, ..., X0], onde

. 1 sen—i€eT,
"7 10 sen—ig¢T.

Exemplo: Seja S = {1,2,3}

> Se T = {2,3}, entdo x(T) =777
i=2 3-2=1¢T . x=0
i=1 3-1=2eT. . xx=1
i=0 3-1=2€T..x=1
Com isso x(T) =011

> Outro exemplo: Se T = {1}, entdo x(T) = 100

Ideia: rank(T) é inteiro cuja representa¢io bindria é x(T).

n—1

rank(T) = Z x;2!

i=0



Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Considere n=3e S =1{1,2,3}

T x(T) = [z2,21,20] rank(T)
]

[0,0,0] 0

{3} [0,0,1] 1
{2} [0,1,0] 2
{2,3} (0,1,1] 3
{1} [1,0,0] 4
{1,3} (1,0,1] 5
{1,2} [1,1,0] 6
{1,3,3) [1,1,1] 7



Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Algoritmos rank() e unrank()

Algorithm 2.1: SUBSETLEXRANK (n,T")

r =0
fori+ lton
e {iﬁ' eT
thenr « r4+2"°
return (r)

Algorithm 2.2: SUBSETLEXUNRANK (n,7)

T«
for i « n downto 1

ifrmod2=1
do then T + T U {i}




Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Algorithm 2.1: SUBSETLEXRANK (n,T")

&0
fori <« lton
do {ifr’ €T
then r  r 4+ 2"
return (r)

Exemplo: n=8e T ={1,3,4,6}:

rank(T) =27 + 25+ 24 + 22
=128+32+16+4
= 180.



Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Algorithm 2.2: SUBSETLEXUNRANK (n,7)

T+0
for i < n downto 1

ifrmod2=1
do then T + T'U {i}

r |3
return (T')
e
Exemplo: n =8 e r = 180:
i r rmod?2 T
8 180 0 [}
7 90 0 0
6 45 1 {6}
5 22 0 {6}
4 11 1 {4,6}
3 5 1 {3,4,6)
2 2 0 {3,4,6}
1 1 1 {1,3,4,6}.




Algoritmos Combinatérios: Enumeracao

Relembrando: agora que temos uma fun¢3o unrank(), para enumerar todos os
conjuntos em ordem lexicograrica fazemos:

fori=0toN—1do
| unrank(i);
end

Ok, mas se tivermos um conjunto S’ diferente de S = {1,2,...,n}?

Obtenha uma bijegdo S <> S’ (qualquer uma serve)

Isso induz uma bije¢do ¢ : P(S) +» P(S')

Agora seja ranks e unranks as fungdes para elementos de P(S)
Entdo VX € P(S’)

vvyyvyy

rank(X) = ranks(¢(X))

» DadoreN

unrank(r) = ¢~ (unranks(r))



Enumeracdo: Ranking usando Cédigos de Gray

» Ordem lexicografica é simples

» Entretanto, ndo é conveniente para geragdo incremental dos subconjuntos

» Por exemplo, considere n =3

> subconjunto com rank 3: {2, 3}
» subconjunto com rank 4: {1}

> Estes dois conjuntos sio bem diferentes (de fato, “tdo diferentes quanto

possivel”, pois sdo complementares)

» |deia: Quantificar qudo semelhantes s3o dois subconjuntos de S

» Na enumeragio, fazer que subconjuntos consecutivos sejam semelhantes



Enumeracdo: Ranking usando Cédigos de Gray
Dados T1, T» C S,

Diferenca simétrica: a diferenca simétrica de T1 e T, é

T1AT, = (T1 \ T2) @] (T2 \ Tl)

Distancia: a distancia entre T1 e T, é

dl'st“(-r;[7 T2) = |T1AT2|

> Observe que dist(Ty, T2) é a quantidades de componentes distintas que os
vetores x(T1) e x(T2) possuem.

> Em outros contextos essa é a Distdncia de Hamming entre x(T1) e x(T2).

» ldeia: Gerar os subconjuntos Ti, To, ..., Ton de S de forma que

dist(T;, Tiv1) =1 (menor distincia possivel)

» Ordenacgdo por cédigos de Gray: Um tipo de ordenagdo de mundang¢a minima.



Enumeracdo: Ranking usando Cédigos de Gray

Para n = 3, considere a seguinte ordena¢do de mudanga minima:

0,{3},{2,3},{2},{1,2},{1,2,3},{1,3}, {1}

Considere agora as strings dos vetores caracteristicos dos conjuntos:

000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100

» A sequéncia de strings acima é um exemplo de Cdédigo de Gray.
» Veremos a seguir uma definigdo recursiva para sequéncias como essa

» Mas antes, observe a relagdo disso com hipercubos



Relacao de Cdédigos de Gray com Hipercubos

Considere o grafo Qs:

O Cédigo de Gray do slide anterior é um caminho hamiltoniano neste grafo:

[000, 001, 011,010, 110,111,101, 100]

» Cédigo de Gray para strings de tamanho n: caminho hamiltoniano no grafo G,

» Este caso particular de Cédigo de Gray: Cddigo de Gray Binario Refletito



Cédigos de Gray

O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista G" = [G]l
> Base: G! =[0,1]
» Caso geral:
» Dado G"1, definimos G" como:
> 0G5 G, 161657
Exemplos:

Para n =2: G2 = 00,01, 11, 10]
Para n=3: G3 =[000, 001,011, 010,110,111, 101, 100]
[

Para n=4: G* =

0010 0110, 0100 1100, 1110 1010
0000

(VRRAR)

GJn_,] definida:

0000, 0001, 0011, 0010,0110,0111, 0101, 0100,
1100,1101,1111,1110,1010, 1011, 1001, 1000]

1000

——

| —

0001 =

1001

0011 orn 0101 1101 1111 1011



Cédigos de Gray

O Cédigo de Gray para strings de n bits é a lista G" = [G], ..., GJ,_,] definida:
> Base: G! =[0,1]
» Caso geral:
> Dado G"!, definimos G" como:
> [0G Y . Gy LG GO

on—1_17

Dando a definigdo recursiva de maneira explicita:

G =

i

{OG,"1 se0<j<2ml_1

165,74, se2rl<i<2n -1

Para Cédigos de Gray vamos:
» Primeiro definir a fungcdo sucessor

» Depois definir a func3o rank e unrank.



Cédigos de Gray

Seja T € P(S) e considere seu vetor caracteristico A = [x5—1, ..., Xo]-
n—1
» O Peso de Hamming do vetor A é dado por w(A) = > a;
i=0

» Note: Isso é quantidade de bits 1 do vetor
> Note também que w(A) = |T]|
> Note: Qualquer que seja o algoritmo sucessor(), o sucessor de A deve ser um
vetor A’ produzido a partir de um bit flip em A.
> |deia do Algoritmo sucessor():
> Se A tem quantidade par de bits 1, flip ocorre em ag
P> Se A tem quantidade impar de bits 1, flip ocorre no bit a esquerda do bit

1 menos significativo

> O dltimo vetor da sequéncia é [1,0,...,0] (que corresponde ao conjunto {1}).



Olhando sucessor() no Hipercubo

Grafo Q3:

000 100

001 101

O caminho hamiltoniano induzido pelo Cédigo de Gray é:
P = [000,001,011,010,110,111,101, 100]

> Note: Quando o caminho P anda na vertical (subindo ou descendo), saimos de
uma string com w(A) par com destino & uma string obtida ao fazermos o flip de
ap em A (e.g., o trecho de 000 para 001, ou o trecho de 011 para 010, etc)

»> Quando caminho anda na horizontal (note: na horizontal P sempre segue a
direita), saimos de uma string com w(A) impar e o destino é obtido ao fazermos
o flip a esquerda do bit 1 menos significativo



Olhando sucessor() no Hipercubo

Grafo Qs:

010 110
000 100

001 101
011 1t

Agora o caminho de tras para frente: P~! = [100,101,111,110,010,011, 001, 000]

»> Na vertical (subindo ou descendo) temos a mesma coisa: saimos de uma string
com w(A) par e o destino é obtido ao fazermos o flip de a9 em A

> Na horizontal (agora andamos para a esquerda): saimos de string com w/(A)
impar com destino a string com w(A) par obtida ao fazermos o flip a esquerda
do bit 1 menos significativo

» Como obtemos o grafo Q4 a partir de Q37
— Obtemos uma cépia refletida do Qs;
— Adicionamos bit mais significativo 0 na cdpia original e 1 na cépia refletida.

» A ideia: Obter novo caminho hamiltoniano com as propriedades do slide anterior



Olhando sucessor() no Hipercubo

Grafos Qq, ..., Qs:

000, L[(M’J

3 A
001 ' o1
[LIN} 31}
0010 0110 0100 1100 1110 1010
0000, -
%
OO()I" <
=
0011 011t 0101 1101 11 10n

1000

1001



Cédigos de Gray: Funcgdo sucessor()

De alguns slides atrds, a ideia do Algoritmo sucessor() é:
» Se A tem quantidade par de bits 1, flip ocorre em ag

» Se A tem quantidade impar de bits 1, flip ocorre no bit a esquerda do bit 1
menos significativo

Algorithm 2.3: GRAYCODESUCCESSOR (n,T)

if |T'| is even
then U «+ TA{n}
j+n
while j ¢ T'and j > 0
dojej—-1
else (if j =1
then return (“undefined”)
U+ TA{j-1}
return (U)

Teorema: O algoritmo acima computa corretamente o sucessor de T na ordenag3o por
Cdédigo de Gray Bindrio Refletido.

Prova: Opcional (por indu¢3o no tamanho n das strings)



