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Backtracking

» Meétodo para recursivamente explorar espaco de solugdes

» Mais para frente iremos refinar o método para podemos " podarmos” ramos
arvore de recursdo que certamente n3o tem a solu¢do procurada

Vamos ilustrar com um exemplo: Resolvendo o Problema da Mochila.



Mochila: solucao recursiva

Instancia: (p, w, n, M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais e M um ndmero real (capacidade da mochila).

Resposta: lista [x, ..., xn—1] tal que x; € {0,1} sujeito a Z;’:_Ol xiw; < Ce
tal que 3°77" x;v; seja maximo.

Algorithm 4.1: KNAPSACK] (£)

global X, OptP, OptX
itl=n

n—1
ity wir <M
i=0
n—1
then CurP Z PiTi
1=0
then ¢ie Curp > OptP
{ OptP + CurP
then

OptX & [xo,..., Zp-]
T+ 1
KNAPSACKI(£ + 1)
else
e+ 0

KNAPSACKI(£ + 1)

Chamada inicial: /=20



Mochila: solucao recursiva

Algorithm 4.1: KNAPSACK]1 (£)
global X, OptP, OptX
ifl=n
n—-1
i€y wia <M
=0 n—1
then CurP « Z PiTi
=0
then ¢if CurP > OptP
OptP « CurP
e {Oth & [z0,...,Tn-1]
T+ 1
KNAPSACKI (£ + 1)
else
ze 0
KNAPSACKI(£ + 1)

mo 01 0.0

[1,1,1] [1,1,0] [1,0,1] [1,0,0] [0,1,3] [0,1,0] [0,0.1] [0,0,0}

Arvore de espa¢o de estados para n =3




Algoritmo Genérico de Backtracking

Espaco de solugdes como toda k-tupla [xg, x1, ..., xk], k < n. Aqui temos x; € P;
> Seja X* = [xo, X1, ..., Xk] uma solu¢do vidvel para um problema de otimiza¢3o.
> Solucdo (vidvel) parcial: uma lista [xo, x1,...,x1], [ <k
No livro as vezes a notagdo também é [xg, x1, ...]
> Note: a partir de [xp, ..., x)—_1] e das restri¢cdes do problema em particular:
P> x; pode assumir apenas um conjunto restrito de valores C; C P,
O conjunto C; é o conjunto de escolhas para x;
» A computacio C; é chamado de poda da arvore

Se y € P;\ Cj, nés da arvore NAO tem [x0, -y X1—1, y] como sol. parcial

Algorithm 4.2: BACKTRACK (f)

global X.C; (£=0.1,...)
comment: X = [zq,7;,...]
if g, xy,. .., r¢_1] is a feasible solution

then process it
Compute
for each « € (;

Ty T

do BACKTRACK(f + 1)

T e —————

No algoritmo acima, “processa” depende do problema especifico.



Backtracking para Mochila

Algorithm 4.3: KNaPsack2 (£, CurW)

global X, OptX, OptP,.C; (£=0,1,...)
ift=n
n—1
if Zp..r, > OptP
=0
then n-l

i OptP z;n.z'.

i=0
OptX « [zo,...,ZTn-1]

ifl =n

then C'y < 0

if CurW +we < M
else then C; + {1,0}
else Cy + {0}

for each z € C;

do T &= 2T
KNAPSACK2(£ + 1, CurW + wexe)

A primeira chamada do algoritmo é feita com | = CurW = 0.



Backtracking para Problema das cliques maximais

Veremos agora uma algoritmo que toma um grafo de entrada e:
» Enumera todas as suas cliques
» |dentifica entre estas quais cliques s3o maximais

O algoritmo pode também ser facilmente adaptado para identificar a clique maxima

7
Cliques do grafo do exemplo acima:

» Tamanho 0: {}  (livro considera tal caso)

» Tamanho 1: {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}

» Tamanho 2: {0,1},{0,6},{1,2},{1,5},{1,6},{2,4},{2,3},{2,7},{3,4},
{3,7}, {4,7},{5,6}

> Tamanho 3: {0,1,6},{1,5,6}, {2,3,4},{2,3,7}, {2,4,7} {3,4,7}

»> Tamanho 4: {2,3,4,7}

Cliques maximais: {1,2}, {0,1,6},{1,5,6}, {2,3,4,7}
Clique méxima: {2,3,4,7}



Backtracking para Problema das cliques maximais

Gerando todas as cliques do grafo usando backtracking:
» O que é uma solugido parcial e como computar C; aqui?
> Solu¢do parcial: [xo, ..., x;—1] é solu¢cdo parcial se {xo, ..., x;—1} é clique
» Computando C;:

> Seja Gy = V(G) i.e., No passo 0 todo vértice podem ser escolhidos
> Seja Sj_1 = {x0,...,x1—1} (vértices da clique solugio parcial)
> G ={veV(G)\S_1|{v,x} € E(G), paracada x € S_1}.



Backtracking para Problema das cliques maximais
Do slide anterior:
> G ={veV(G)\S_1]|{v,x} € E(G), paracadax€ S_1}

Note que podemos reescrever C; da seguinte maneira:
C={ve G \{x-1} | {v,x-1} € E(G)}

» Escolha do /-ésimo vértice: temos um escolha a menos que na escolha anterior.
» Mais precisamente, no vértice escolhido anteriormente n3o esta mais disponivel.

Problema com esta abordagem: Cada clique de tamanho k serd gerada k! vezes

Ideia: Criamos uma ordenag3o (arbitraria) dos vértices do grafo:
> Lista com vértices do grafo: [vo, vi,...,vn] tal que vi < vo < --- < vp

Reescrevendo (novamente!) as escolhas:
CG={veCG_l{v,x_1} €E(G)ev>x_1}

Note:
» Podemos fazer {v € C;_1, pois a condi¢do {v,x;_1} € E(G) garante que o
vértice xj_1 ndo estd disponivel (ndo existem lagos!)
> A condi¢do v > xj_; garante que cada clique apareca um vez (vértices sdo
inseridos na clique na ordem)



Backtracking para Problema das cliques maximais

Do slide anterior, as escolhas para o /-ésimo vértice da clique é:

CG={veCG_1|{v,x_1} €E(G)ev>x_1}

Notag3o:
> A, ={ue V(G) | {u,v} € E(G)} (notagdo no livro para vizinhanca de v)
> B, ={ue V(G) | u>v} (vértices com indices maiores)

» Obs: A, e B, podem ser computados em pré-processamento

Reescrevendo C; pela dltima vez(!):
C = AX/—l n BX/—l NC_1

Seja X = [xo, ..., x/—1] uma clique de G.
» Ulitma notac3o auxiliar: No = V(G), Ni=N_1NnA,_,
> Note: X é clique maximal & N; = 0.



Backtracking para Problema de Listar Cliques

Algorithm 4.4: ALLCLIQUES ({)

global X, C;, (£=0,1,...,n—=1)
comment: every X generated by the algorithm is a clique
iff =0

then output ([ ])

else output ([zg,...,z/-1])
if{ =0

then N; « V

else Np — A;, NNy
ifN, =0

then {xq, ...,z } is a maximal clique
iff =0

thenCy « V

elseCy « Az,_, N B;,_, NCey
for each z € C;

do Ty~
ALLCLIQUES(L + 1)

A primeira chamada do algoritmo é feita com / = 0.



Backtracking para Problema de Listar Cliques

0 v A4, B,
6 " 0 1.3.6 1.2.3.456

1 02,45 2,3,4,56

. | 2 1,345 3,456

- = 3 0,2,6 4,5,6
4 1.2 5,6

4 3 5 1.2 6

6 03

//L\

/[T\ /lllk /li]\ B [4] (3 6]

O (0,3 [0.6] (1,2 [1.4] [1.3] 2.3)* [2.4] [2,5] [3.6]

[0,3.6] [1.2,4)* [1,2,5]"



Limitantes - Branch-and-Bound

Até agora: Podamos da arvore os ramos com solugdes inviaveis.
» Que outros ramos podemos podar?
» Ramos que garantidamente n3o tem solucdo Stima.
» Especificamente: Dada melhor solugdo encontrada até o momento.
> A estratégia é descartar ramos que garantidamente n3o tem (nem mesmo)
solu¢do melhor do que a melhor ja encontrada.
Formalizando:
»> Dado problema de maximizagdo com fung3o objetivo p() e solugdo 6tima OPT.

> Seja X = [xo, ..., X)—1] uma solug&o viavel parcial
> P(X) = max{p(X’) | X’ é solugio vidvel descendente na 4rvore de busca}

i.e. P(X)=max{p(X") | X' =[x}, ..., X|_1, ..., x;] é soluc3o vidvel e
xj =x[ parai=0,../—-1}
> Note: Se X =[], entdo P(X) = OPT

> Em geral, computar P() é custoso
> Ideia: Encontrar fungdo B() tal que:
> Para toda solugdo parcial vidvel, P(X) < B(X). i.e., um limitante superior

> Note: Caso B(X) < OPT, entdo P(X) < B(X) < OPT



Limitantes - Branch-and-Bound

Algorithm 4.7: BOUNDING (£)

external P(), B()
global X, OptP, OptX,C; (£=0,1,..))
if [x0,...,x¢-] is a feasible solution
P + profit([zo, ..., Te-1))
if P > OptP
. then | OPP P
= {op:x (20, 01)
Compute Cy
B « B([zo,...,Z¢-1))
for each x € (;
il B < OptP then return
do { oy +—
BOUNDING({ + 1)




Mochila Fracionario

Queremos aplicar BB no problema MOCHILA, mas antes considere o problema:

MOCHILA FRACIONARIO

Instancia: (p, w, n, M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais € M um nidmero real.

Resposta: lista [xo, ..., xn—1] tal que x; € R e 0 < x; < 1, sujeito a 27:_01 xiw; < Ce

1 . L.
>iTo XiVvi seja maximo.

Algoritmo Guloso:

Algorithm 4.8: RKNAP (po, p1.- .-, Pno1,Wo, w1, ... ,wa_1, M)

permute the indices so that pg/wo > p1 /w1 > pn-1/wn—y
ie0
P«0
W0
forj « Oton—1

dox; + 0
while W < M andi < n

fW+w <M

i+ 1
W W +w
then P+ P+p
do ie=i+1
xri & (M = W)/w;
else W« M
P+ P+zpi
ti+1

return (F)




BB aplicado ao problema da Mochila

Dada uma solug3o vidvel parcial [xg, ..., x;—1], defina:

-1 -1
B(X) = pizi; + RKNAP(py, ..., Pp Wiy ..., w,, M — z wiT;)
1=0 i=0
-1
. piTi + RKNAP(pg, ..., Pnywey ..o,y W, M — CurW)

=0

Portanto, B(X) é a soma
»> (1) dos valores obtidos pelos itens 0, ...,/ — 1

> (2) mais o valor para itens restantes na vers3o fraciondria do problema para o
espago que sobrou na mochila, i.e., M — CurW.

> Note:
> Se fizermos x; em (2) ser 0 ou 1, temos P(X) = B(X)

> Com x; € R a estimativa é mais frouxa, mas computdvel eficientemente.



BB aplicado ao problema da Mochila

Para o algoritmo abaixo, assumimos que os itens estdo ordenados tal que % <
i
Obs: Com isso, podemos remover a ordenacdo em RKNAP, se quisermos

Algorithm 4.9: KNAPSACK3 (£, CurW)

external RKNAP()
global X, OptX, OptP,C; (€=0,1,...)
ift=n

n-1

if Zp;;r, > OptP
i=0
then a1
then OptP + Ep,r,

=0
OptX + [x0,...,Tn-1)
ift=n
then Cy « @
if CurW +we < M
else then C; + {1,0}
else Cy « {0}
-1

i=0
for each z € C;
if B < OptP then return
do ¢ 1y o
KNAPSACK3(f + 1, CurW + wyxy)

B &Y pii + RKNAP(Re, - Py tes oy wn, M — CurW)

Pit+1
Wit1



BB aplicado ao problema da Mochila

X=()
B = 52.625
CurW =0

X=[0]
B =50.14 < 51
CurW =0
X =[1,0]
B =51
CurW =11
X =[1,0,1]
B =51
CurW =19
X =11,0,1,1,-]
B =51
CurW = 26
X =[1,0,1,1,0)
X =[1,1,0,0,0] P =51 > OptP,
P = 47, so set OptP = 47 so set OptP = 51
CurW =23 CurW = 26

Execugdo para v = [23,24,15,13,16], w = [11,12,8,7,9] e M = 26



BB aplicado ao problema da Mochila

n | Algonthm 4.1 | Algorithm 4.3 | Algorithm 4.9

8 51 332 52

8 511 312 78

8 511 333 72

8 5n 321 74

8 51 313 57
12 8191 4598 109
12 8191 4737 93
12 8191 5079 164
12 8191 4988 195
12 8191 4620 87
16 131071 73639 192
16 131071 72302 58
16 131071 76512 168
16 131071 78716 601
16 13107 78510 392
20 2097151 1173522 299
20 2097151 1164523 104
20 2097151 1257745 416
20 2097151 1152046 118
20 2097151 1166086 480
24 33554431 19491410 693
24 33554431 18953093 180
24 33554431 17853054 278
24 33554431 19814875 559
24 33554431 18705548 755

Exemplos com instancias aleatérias



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Considere um grafo ponderado com V(G) = {0,1,..., N — 1}.

» Queremos encontrar um caminho hamiltoniado de custo minimo em G

Como aqui temos um problema de minimiza¢3o, dada solu¢3o parcial vidvel X
B(X) é agora um limitante inferior!

Vamos obter um Algoritmo de Branch-and-Bound para o problema

» Mas primeiramente, considere a solu¢do mais simples usando backtracking:



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Algorithm 4.10: TSP1 (¢)

globalC, (£=0,1,...,n-1)
ifi=n
C « cost([zg,...,Zn-1])
if C' < OptC
OptC + C
thiex {Oth o ['Il)..“..("n_]]

then

iff=0
then C; « {0}

iff=1
else then Cy « {1,..., n—1}
else Cy + Cy_y \{-l't_l}
for each z €
bR el
do {Tspl{c+1)
| ——e:




BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Seja x € V(G) e W C V(G), com W # . Seja cost({x,y}) a fun¢do para os pesos
das arestas de G. Defina:

b(x, W) = min{cost(x,y) y € W e y # x}.

Teorema: Seja X* = [xo, ..., xy—1] um circuito hamiltoniado de peso minimo em G
que pode ser obtido da solug3o vidvel parcial X = [xo, ..., xi—1], / < N — 1. Entdo

=2
cost(X*) > > cost(xj, xiy1) + b(xj—1, {x/, .-, XnN—1})
i=0
+ > b(y, {x1, ..., xn—1,%0}).

ye{x,..xy—1}=0

A partir de X = [xo, ..., xj—1], defina B(X):

» Se /< N-—1, entdo B(X) = :;g COSt(X,',X,'+1) + b(X[_l, {X/, ---7XN—1}’)
+ > b(y, {x1, ..., xn—1,x0}).
yE{xp;. - xny—1}=0
-2
> Se /=N -1, entdo B(X) = Y cost(x;, xj+1) + cost(xn—1,X0)
i=0



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Algorithm 4.13: TSP2 (£)

external B()
globalC;, (£=0,1,...,n-1)
if{=n
C « cost([zg,...,3 Tn=1])
if C < OptC
OptC « C
fhen {Oth  [Zoy- . Znor]
iff =0 thenC; « {0}
elseif £ =1 then Cy « {1,..., n—1}
else C¢ « Ce—y \ {ze—1}
B « B([zo,. .., Te-1])
for each z € Cy
if B > OptC
then return
do
T

TSP2(£ + 1)

then




BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Melhora Importante: Levando em considera¢do a ordenagdo das escolhas C;:

Obs: No livro, embora seja incomum, apenas esta tltima versdo da estratégia é chamada de Branch-and-Bound

Algorithm 4.22: BRANCHANDBOUND (¢)

external B(), profit()

globalC; (£=0,1,...)

if [z, ..., z¢-1] is a solution

P profit([zo, ..., z¢—1])
if P > OptP

OptP + P |
o {OPtX + [ro,...,ze-1]

then

Compute C;
count + 0
foreachz € C;
T — 2
neztchoice[count] «
nextbound[count] + B([zg,...,z¢—1,7])
count + count + 1
Sort neztchoice and nextbound

so that nezthound is in decreasing order
for ¢ « 0 to count — 1
if nextbound[i] < OptP

then return
z¢ + nextchoiceli]
BRANCHANDBOUND(£ + 1)

do

do




BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

TSP usando ordenag3o das escolhas:

Algorithm 4.23: TSP3 (f)

external Sort(), cost()
globalC, (£=0,1,..., n—1)
ift=n
C « cost([zo, ..., Zn-1))
then if C < OptC i
then {Optf, «C
OptX « [zo,..., Bi=1]

if£=0 thenC; + {0}

elseif { =1 thenCy + {1,....n -1}

else Cp + Cyroy \ {z¢—1}
count + 0
for each = € Cy
TP
ra(.':tt{:hmm:[('mml] L
neztbound[count] « B([xg, ..., z¢_1,7])
count + count + 1
Sort nextchoice and nextbound

so that nextbound is in increasing order
fori « O to count — 1
if nextbound[i] > OptP

then return
z¢ + nextchoicel[i]
TSP3({+1)

do




