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Backtracking

▶ Método para recursivamente explorar espaço de soluções

▶ Mais para frente iremos refinar o método para podemos ”podarmos”ramos
árvore de recursão que certamente não tem a solução procurada

Vamos ilustrar com um exemplo: Resolvendo o Problema da Mochila.



Mochila: solução recursiva

Instância: (p,w , n,M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais e M um número real (capacidade da mochila).

Resposta: lista [x0, ..., xn−1] tal que xi ∈ {0, 1} sujeito a
∑n−1

i=0 xiwi ≤ C e

tal que
∑n−1

i=0 xivi seja máximo.

Chamada inicial: l = 0



Mochila: solução recursiva

Árvore de espaço de estados para n = 3



Algoritmo Genérico de Backtracking
Espaço de soluções como toda k-tupla [x0, x1, ..., xk ], k ≤ n. Aqui temos xi ∈ Pi

▶ Seja X∗ = [x0, x1, ..., xk ] uma solução viável para um problema de otimização.

▶ Solução (viável) parcial: uma lista [x0, x1, ..., xl ], l ≤ k

No livro às vezes a notação também é [x0, x1, ...]

▶ Note: a partir de [x0, ..., xl−1] e das restrições do problema em particular:

▶ xl pode assumir apenas um conjunto restrito de valores Cl ⊆ Pl

O conjunto Cl é o conjunto de escolhas para xl

▶ A computação Cl é chamado de poda da árvore

Se y ∈ Pl \ Cl , nós da árvore NÃO tem [x0, ..., xl−1, y ] como sol. parcial

No algoritmo acima, “processa” depende do problema espećıfico.



Backtracking para Mochila

A primeira chamada do algoritmo é feita com l = CurW = 0.



Backtracking para Problema das cliques maximais
Veremos agora uma algoritmo que toma um grafo de entrada e:

▶ Enumera todas as suas cliques

▶ Identifica entre estas quais cliques são maximais

O algoritmo pode também ser facilmente adaptado para identificar a clique máxima
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Cliques do grafo do exemplo acima:

▶ Tamanho 0: {} (livro considera tal caso)

▶ Tamanho 1: {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
▶ Tamanho 2: {0, 1}, {0, 6}, {1, 2}, {1, 5}, {1, 6}, {2, 4}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4},

{3, 7}, {4, 7}, {5, 6}
▶ Tamanho 3: {0, 1, 6}, {1, 5, 6}, {2, 3, 4},{2, 3, 7}, {2, 4, 7} {3, 4, 7}
▶ Tamanho 4: {2, 3, 4, 7}

Cliques maximais: {1, 2}, {0, 1, 6}, {1, 5, 6}, {2, 3, 4, 7}
Clique máxima: {2, 3, 4, 7}



Backtracking para Problema das cliques maximais

Gerando todas as cliques do grafo usando backtracking:

▶ O que é uma solução parcial e como computar Cl aqui?
▶ Solução parcial: [x0, ..., xl−1] é solução parcial se {x0, ..., xl−1} é clique
▶ Computando Cl :

▶ Seja C0 = V (G) i.e., No passo 0 todo vértice podem ser escolhidos
▶ Seja Sl−1 = {x0, ..., xl−1} (vértices da clique solução parcial)
▶ Cl = {v ∈ V (G) \ Sl−1 | {v , x} ∈ E(G), para cada x ∈ Sl−1}.



Backtracking para Problema das cliques maximais
Do slide anterior:

▶ Cl = {v ∈ V (G) \ Sl−1 | {v , x} ∈ E(G), para cada x ∈ Sl−1}

Note que podemos reescrever Cl da seguinte maneira:

Cl = {v ∈ Cl−1 \ {xl−1} | {v , xl−1} ∈ E(G)}

▶ Escolha do l-ésimo vértice: temos um escolha a menos que na escolha anterior.
▶ Mais precisamente, no vértice escolhido anteriormente não está mais dispońıvel.

Problema com esta abordagem: Cada clique de tamanho k será gerada k! vezes

Ideia: Criamos uma ordenação (arbitrária) dos vértices do grafo:

▶ Lista com vértices do grafo: [v0, v1, ..., vn] tal que v1 < v2 < · · · < vn

Reescrevendo (novamente!) as escolhas:

Cl = {v ∈ Cl−1 | {v , xl−1} ∈ E(G) e v > xl−1}

Note:

▶ Podemos fazer {v ∈ Cl−1, pois a condição {v , xl−1} ∈ E(G) garante que o
vértice xl−1 não está dispońıvel (não existem laços!)

▶ A condição v > xl−1 garante que cada clique apareça um vez (vértices são
inseridos na clique na ordem)



Backtracking para Problema das cliques maximais

Do slide anterior, as escolhas para o l-ésimo vértice da clique é:

Cl = {v ∈ Cl−1 | {v , xl−1} ∈ E(G) e v > xl−1}

Notação:

▶ Av = {u ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)} (notação no livro para vizinhança de v)

▶ Bv = {u ∈ V (G) | u > v} (vértices com ı́ndices maiores)

▶ Obs: Av e Bv podem ser computados em pré-processamento

Reescrevendo Cl pela última vez(!):

Cl = Axl−1 ∩ Bxl−1 ∩ Cl−1

Seja X = [x0, ..., xl−1] uma clique de G .

▶ Úlitma notação auxiliar: N0 = V (G); Nl = Nl−1 ∩ Axl−1

▶ Note: X é clique maximal ⇔ Nl = ∅.



Backtracking para Problema de Listar Cliques

A primeira chamada do algoritmo é feita com l = 0.



Backtracking para Problema de Listar Cliques



Limitantes - Branch-and-Bound

Até agora: Podamos da árvore os ramos com soluções inviáveis.

▶ Que outros ramos podemos podar?

▶ Ramos que garantidamente não tem solução ótima.

▶ Especificamente: Dada melhor solução encontrada até o momento.

▶ A estratégia é descartar ramos que garantidamente não tem (nem mesmo)

solução melhor do que a melhor já encontrada.

Formalizando:

▶ Dado problema de maximização com função objetivo p() e solução ótima OPT .

▶ Seja X = [x0, ..., xl−1] uma solução viável parcial

▶ P(X ) = max{p(X ′) | X ′ é solução viável descendente na árvore de busca}

i.e. P(X ) = max{p(X ′) | X ′ = [x ′0, ..., x
′
l−1, ..., x

′
k ] é solução viável e

xi = x ′i para i = 0, ..., l − 1}
▶ Note: Se X = [ ], então P(X ) = OPT

▶ Em geral, computar P() é custoso

▶ Ideia: Encontrar função B() tal que:
▶ Para toda solução parcial viável, P(X ) ≤ B(X ). i.e., um limitante superior

▶ Note: Caso B(X ) ≤ OPT , então P(X ) ≤ B(X ) ≤ OPT



Limitantes - Branch-and-Bound



Mochila Fracionário
Queremos aplicar BB no problema MOCHILA, mas antes considere o problema:

MOCHILA FRACIONÁRIO

Instância: (p,w , n,M), onde p é um vetor de n valores reais, w é um vetor de n pesos
reais e M um número real.

Resposta: lista [x0, ..., xn−1] tal que xi ∈ R e 0 ≤ xi ≤ 1, sujeito a
∑n−1

i=0 xiwi ≤ C e∑n−1
i=0 xivi seja máximo.

Algoritmo Guloso:



BB aplicado ao problema da Mochila

Dada uma solução viável parcial [x0, ..., xl−1], defina:

Portanto, B(X ) é a soma

▶ (1) dos valores obtidos pelos itens 0, ..., l − 1

▶ (2) mais o valor para itens restantes na versão fracionária do problema para o
espaço que sobrou na mochila, i.e., M − CurW .

▶ Note:
▶ Se fizermos xi em (2) ser 0 ou 1, temos P(X ) = B(X )

▶ Com xi ∈ R a estimativa é mais frouxa, mas computável eficientemente.



BB aplicado ao problema da Mochila
Para o algoritmo abaixo, assumimos que os itens estão ordenados tal que pi

wi
≤ pi+1

wi+1

Obs: Com isso, podemos remover a ordenação em RKnap, se quisermos



BB aplicado ao problema da Mochila

Execução para v = [23, 24, 15, 13, 16], w = [11, 12, 8, 7, 9] e M = 26



BB aplicado ao problema da Mochila

Exemplos com instâncias aleatórias



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Considere um grafo ponderado com V (G) = {0, 1, ...,N − 1}.
▶ Queremos encontrar um caminho hamiltoniado de custo ḿınimo em G

Como aqui temos um problema de minimização, dada solução parcial viável X

B(X ) é agora um limitante inferior!

Vamos obter um Algoritmo de Branch-and-Bound para o problema

▶ Mas primeiramente, considere a solução mais simples usando backtracking:



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante

Seja x ∈ V (G) e W ⊆ V (G), com W ̸= ∅. Seja cost({x , y}) a função para os pesos
das arestas de G . Defina:

b(x ,W ) = min{cost(x , y) y ∈ W e y ̸= x}.

Teorema: Seja X∗ = [x0, ..., xN−1] um circuito hamiltoniado de peso ḿınimo em G
que pode ser obtido da solução viável parcial X = [x0, ..., xl−1], l ≤ N − 1. Então

cost(X∗) ≥
l−2∑
i=0

cost(xi , xi+1) + b(xl−1, {xl , ..., xN−1})

+
∑

y∈{xl ,...xN−1}=0

b(y , {xl , ..., xN−1, x0}).

A partir de X = [x0, ..., xl−1], defina B(X ):

▶ Se l ≤ N − 1, então B(X ) =
∑l−2

i=0 cost(xi , xi+1) + b(xl−1, {xl , ..., xN−1})
+

∑
y∈{xl ,...xN−1}=0

b(y , {xl , ..., xN−1, x0}).

▶ Se l = N − 1, então B(X ) =
l−2∑
i=0

cost(xi , xi+1) + cost(xn−1, x0)



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante
Melhora Importante: Levando em consideração a ordenação das escolhas Cl :
Obs: No livro, embora seja incomum, apenas esta última versão da estratégia é chamada de Branch-and-Bound



BB aplicado ao problema do Caixeiro Viajante
TSP usando ordenação das escolhas:


