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O Algoritmo de Simon

Entrada: Uma fungdo 2-para-1 f : {0,1}" — {0,1}" com s € {0,1}" tal que
se x #Zyef(x)="Ff(y), entioxds=y (i.e, f(xDs)=rF(x)).

Saida:  Retornar a string s (obs: assumimos s # 0")

Nota: novamente estamos no “modelo black box"
Nota: N = 2",

Pergunta:
@ Com um algoritmo cléssico, quantas queries precisamos fazer?

@ Podemos fazer melhor usando um algoritmo quéntico?

Algoritmos classicos:
@ Deterministico: O(N) = O(2")

@ Aleatorizado: O(v/N), lembrando que v/N = 2//2
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O Algoritmo de Simon

Entrada: Uma fun¢do 2-para-1 f : {0,1}" — {0,1}" com s € {0,1}" tal que
sex#yef(x)=Ff(y) entiox®ds=y (ie, f(xDs)=f(x)).

Saida:  Retornar a string s (obs: assumimos s # 0")

Passos do Algoritmo

- . 1 1
@ Para algum r aleatério, criar o estado 7 [r) + 7 |r & s)
@ A partir do estado acima, obter string y aleatéria tal que y - s = 0 (MOD 2)

@ Repetir isso para obter n — 1 strings y com tal propriedade

Ideia central do algoritmo:

@ cada string y nos dd a equacgdo yis1 + y252 + ... + ynsn = 0 (MOD 2)

(incégnitas si, ..., sp e coeficientes yi, ..., yn)
@ Se obtivermos n — 1 equagdes, obtemos os valores si, ..., sp (ou seja os bits de s)
Nota: como estamos trabalhando (MOD 2), h4 duas solugdes: a solugdo trivial 0” e a solug3o s, cujos bits s3o das varidveis sy, ..., s, e que pode

ser obtida usando eliminagdo gaussiana médulo 2 que roda em tempo O(n3)

@ Cuidado extra: as equagdes obtidas devem ser linearmente independentes
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(1) Como obter o estado % |r) + % |r @ s)?



O Algoritmo de Simon

Considere o circuito abaixo:
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Qual a saida dos n qubits da parte de cima do circuito?

Estado dos 2n qubits saindo de Ur antes da medida: ﬁ 6% 5 [x) |f(x))
X B
Observe que a parte de cima do circuito contém x e a parte de baixo f(x)

Medindo os n qubits da parte de baixo, estes qubits colapsam em algum valor z

Observe que |z) = |f(r)), para algum valor aleatério r

Na realidade, pela definicdo de f, dado z = f(r) = f(r @ s), para um r aleatério

Depois da medida parcial o estado serd condizente com os bits medidos, e portanto os 2n qubits serdo

B2 =50+ g lres)la
xe{r,rds
Com isso o estado dos n qubits de cima é % |r) + \/Li |r & s)
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O Algoritmo de Simon

Entrada: Uma fun¢do 2-para-1 f : {0,1}" — {0,1}" com s € {0,1}" tal que
sex#yef(x)="Ff(y) entioxds=y (i.e, f(xDs)=F(x)).

Saida:  Retornar a string s (obs: assumimos s # 07)

Passos do Algoritmo

@ Para algum r aleatdrio, criar o estado % [r) + % |r @ s)
(Resolvidol!)

@ A partir do estado acima, obter string y aleatdria tal que y - s = 0 (MOD 2)
(Préximo passo)

@ Repetir isso para obter n — 1 strings y com tal propriedade
(Depois)
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(2) Como obter string aleatéria y, tal que y -s =0 (mop2)?



O Algoritmo de Simon

Obtendo string aleatéria y com a propriedade y - s =0 (MOD 2):

| N
v ! E[é

0) f(z))

0 —— H —

. 1 1
@ Basta fazer uma amostragem de Fourier em 7 [ry + 7 |r @ s)

@ Nos qubits de cima, depois de H®" e antes da medida, temos uma superposicdo de estados |y), onde
cada estado |y) tem amplitude S,

@ Ideia: mostrar que os estados |y) indesejados tem amplitude 3, = 0
(lembrando que os estados indesejados sdo os que tem y - s # 0 (MOD 2))

—_1)" _1)(r®s)-y
@ Dado um y, temos 8, = L% 4+ LEUTEE - Lo 114 (—1)0)

0 Casol: y-s=0(mop2 — ﬂy:ﬁ

@ Caso2: y-s=1mop2y — By=0
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O Algoritmo de Simon

Entrada: Uma fun¢do 2-para-1 f : {0,1}" — {0,1}" com s € {0,1}" tal que
sex#yef(x)=Ff(y) entdiox®s=y (ie, f(xds)=Ff(x)).

Saida:  Retornar a string s (obs: assumimos s # 0")

Passos do Algoritmo

- . 1 1
@ Para algum r aleatério, criar o estado 7 [r) + 7 |r & s)

(Resolvido)

@ A partir do estado acima, obter string y aleatdria tal que y - s = 0 (MOD 2)
(Resolvido)

@ Repetir isso para obter n — 1 strings y com tal propriedade
(Agora)

Ideia central do algoritmo:

@ cada string y nos da a equagdo y1s1 + y252 + ... + Yasn = 0 (MOD 2)
(incégnitas si, ..., sp e coeficientes yi, ..., yn)
@ Se obtivermos n — 1 equagdes, obtemos os valores sy, ..., s, (ou seja os bits de s)

Nota: como estamos trabalhando (MOD 2), h3 duas solugdes: a solugio trivial 0” e a soluc3o s, cujos bits s3o das varidveis s1, ..., s, e que pode

ser obtida usando eliminagdo gaussiana médulo 2 que roda em tempo O(n3)

@ Cuidado extra: as equagdes obtidas devem ser linearmente independentes
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O Algoritmo de Simon

Entrada: Uma fungdo 2-para-1 f : {0,1}" — {0,1}" com s € {0,1}" tal que
sex #yef(x)="Ff(y) entioxds=y (i.e, f(xDs)=F(x)).

Saida:  Retornar a string s (obs: assumimos s # 0")

Ideia do Algoritmo

@ Para algum r aleatério, obter o estado % |r) + \% [ré&s) (OK)

@ Obter string aleatéria y com a propriedade y - s =0 (MOD 2) (OK)
@ Repetir isso para obter n — 1 strings y com tal propriedade Agora!

Lembrando que cada y - s = 0 nos dd uma equagdo y151 + y252 + ... + ¥nSn = 0 para resolvermos um sistema
linear (mod 2)
@ Problema: queremos que as n — 1 equagdes sejam linearmente independentes
@ Veremos que a probabilidade de que o algoritmo gere n — 1 equagdes linearmente independentes é > 1/4,
portanto basta usar tentativas repetidas:

@ Resolvendo o sistema e obtendo s, apenas testamos se f(x) = f(x @ s)
@ Caso o teste falhe, rodamos novamente, digamos 100 vezes.
@ A Probabilidade de falhar 100 vezes é < 0.75%%0 oy seja, nula para efeitos praticos.
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O Algoritmo de Simon

Probabilidade de que as equagdes obtidas sejam L.l é > 1/4:

@ A primeira equagdo y151 + ¥252 + ... + ¥nSn = 0 (qualquer uma serve, exceto y; = 0, para todo i)

Probabilidade de “dar problema” (y = y1y»...yn = 0): =11

on

@ A segunda equacio deve ser diferente da primeira e y # 0

2
on—1

Probabilidade de “dar problema”:

@ A terceira ndo pode ser combinag3o linear duas primeiras equagdes

Probabilidade de “dar problema”: 2%1 (s30 4 c.l., pois estamos em Z>)

(tem que ser # 0, # primeira equag3o, # segunda equa¢do, # soma das duas)

@ A n—'2-ésima equagdo nio pode combinac3o linear das equagdes anteriores

Probabilidade de “dar problema”: g:j = %

@ A (n—1)-ésima equacio n3o pode ser combinacio linear das equagdes anteriores

n—2
Probabilidade de “dar problema”: 5,7—71 = ;
Prob. de “dar problema” até peniltima equag3o é uma soma geométrica < 1/2

Prob. de “dar problema” na (ltima equagdo é 1/2

Probabilidade geral de dar certo (todas eq. L.l.) é >
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