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Exemplo: Para n = 5, quais as raizes de x° =17
@ Umaraizéx=1,

Preliminares: A n-ésima raiz da unidade

@ Outraraizéx = e

pois (1)° = 1
2mi/5

pois (271/5)5 = (e™)2 = (—1)2 = 1
Antes de procurar outras raizes, vamos entender por que e

2mi/5

é uma raiz.

. nl . ’
(Lembre que e . " = e/(6+0 ))
=il
-

Seja w = e271/5,

3 e w47
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@ Ao multiplicarmos w consigo mesmo 5 vezes vamos somando o angulo 27 /5 até que o angulo chegue a 27, ou seja, o vetor chegue até 1.
@ Note ao elevarmos w? a quinta poténcia o vetor (depois de “duas voltas no circulo”) também chega a 1.
@ O que acontece com w?> e w*? Observe que as 5 raizes sdo 1, w, w*, w
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Preliminares: A n-ésima raiz da unidade

Para n =5, as raizes de x> = 1 sdo 1, w, w?, w3 e w*:

Para n em geral, sendo w = e2mi/n

Pergunta: qual o valor de w"”?  Resposta: 1
Pergunta: Qual o valor de (wz)"? Resposta: 1
Exercicio 1: Calcule 1 4+ w 4 w? + ... + w" ™}

Exercicio 2: Calcule 1 4+ wf + w?¥ + ... 4 "~ Y

Exercicio 3: Caleule |12 + o/ |2 + [w¥|? + ... + [w("= 1|2

, quais s3o as raizes de x” = 1? Resp.: w', i =0, ...

Pergunta: Para m > n, qual o valor de w™?  Resp.: w', tal que r = m (mod n)

,n—1
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A transformada discreta de Fourier (DFT)

Considere a seguinte matriz M x M

1 | 1 1 cee 1
| w wz w.{ . w.’”—'
| | w'z w"] w(i . w?.ﬂl’—z
_,ll“[ | w:§ wﬁ w‘.l . wlm-:’—[;
| M-l g 2M=2 M-3 . (M=1)(M-1)
2mi/M

sendo que w = €

@ Note: posicdo (j,k) tem o valor w*
@ Para M = 2, qual a matriz correspondente? Vocé conhece essa matriz?

@ Calcule agora a matriz para M = 4.
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DFT vs QFT

Voltando a matriz M x M

1 1 1 1 cen 1
1 w w‘.! wii . WM'—I
| 1 w'z Ld1 w(l w?ﬂf—!
\/ﬁ [ W8 W0 W? o SIM -3

1| wM-t 2M=-2 0 3M-3 0 (M=1)(M-1)

Lembrando que w = *™/M

@ Exercicio 4: Calcule a QFT para M = 8.
@ Exercicio 5: Prove que matriz, para qualquer M, é unitdria (Dica: Exercicios 1, 2, 3)

@ Afirmacso: E possivel implementar com um ndmero polinomial de portas (provaremos separadamente)

Qual a vantagem e a desvantagem da versdo quantica da DFT?
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Trasformada quantica de Fourier

Primeira propriedade atil da QFT:

@ SobreposicGes e shits circulares
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QFT e sobreposicoes circulares

Seja |®) € Cy e Fy a matriz da QFT

Seja |®’) o vetor obtido de “shift circular” de j posi¢cdes de |®)
Se Fu |®) = |W), entdo Fy |') = o/ |W).

Lembre que |uf| =1

Ou seja, se o objetivo é fazer uma medida apds a QFT, um shift circular ndo altera a distribuicdo de
probabilidade dos estados resultantes
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Trasformada quantica de Fourier

Segunda propriedade til da QFT:

@ SobreposicGes periddicas
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QFT e funcdes periddicas

Aplicamos a QFT Fp; a um vetor de amplitudes periédico, com periodo r:

OF

e

% |

M/r 2M/r (r-1)M/r

Resultado:
@ Saida também é um vetor de amplitudes periddico, agora com periodo M/r
@ Vamos ver agora um caso particular desta propriedade que nos serd util no Algoritmo de Shor.
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QFT e funcdes periddicas

O caso particular é ilustrado pela figura abaixo:

T T T T
0 ro2r  3r .. M- 0 M/ My - (r— 1N

Amplitudes de o, entrada:
@ As amplitudes «;, para |i), onde i = jr, j =0,1,2,...,(M/r — 1) s3o todas iguais e todas > 0.
@ As demais amplitudes sdo todas iguais a zero.

@ Pergunta: Qual o valor de cada amplitudes a,? Resposta: ﬁ

Amplitudes de saida B devem ser:

1

@ Para k=0,M 2M 3M w as amplitudes devem ser iguais a NG

I R P R
@ iguais a zero para as demais posi¢des do vetor de amplitudes.
@ Vamos provar que a QFT tem de fato esta propriedade neste caso particular

(ndo precisamos da propriedade da QFT em funcdes periédicas em geral no Algoritmo de Shor)

Murilo V. G. da Silva Computagdo Quantica



QFT e funcdes periddicas

Prova:

M_y
@ Vetor de entrada: /¢ > |jr)
=0

@ Vamos calcular as amplitudes f3; do vetor de saida.

, & it M ia, j— kM
@ Vamos olhar para os 3;, onde j € um miltiplo de 7, ou seja, j = %

@ O valor Buu é o produto da (““)-ésima linha de Fy pelo vetor de entrada

(Ateng3o, nesta notagdo a primeira linha é a 0-ésima linha)

M_q
_ K 7 1 jr kM oMo 1
oPortantoﬂ%_jz;;‘/V.Wwf r=0N =

Como cada uma das r amplitudes S € igual a % e 0 a soma do quadrado do mddulo destas r

amplitudes §; é 1, as demais amplitudes devem ser 0, e o teorema estd provado.

Exercicio 6: execute a QFT para um exemplo em que M =32 e r = 4.
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