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Objetivo: encontrar um elemento de um conjunto de tamanho N em tempo O(V'N).
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O Algoritmo de Grover
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@ Embora seja conhecido com algoritmo de “busca”, ndo é uma busca no sentido
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O Algoritmo de Grover

Objetivo: encontrar um elemento de um conjunto de tamanho N em tempo O(v'N).

@ Embora seja conhecido com algoritmo de “busca”, ndo é uma busca no sentido
classico em que estamos acostumados

(aqui n3o é fornecido um vetor de entrada para encontrar um elemento via busca binaria, sequencial, etc.)

@ Aqui busca significa encontrar um objeto que tem certa propriedade

@ Se quisermos, podemos pensar que esta propriedade é a entrada do algoritmo
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.
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Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
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Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?
@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um
conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?

@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um

conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.

@ Caso comum: propriedades testaveis em tempo polinomial.

@ Ou seja, podemos (se quisermos) pensar que a entreda do algoritmo de Grover é

a propriedade (i.e., um algoritmo).
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?
@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um
conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.

@ Caso comum: propriedades testaveis em tempo polinomial.

@ Ou seja, podemos (se quisermos) pensar que a entreda do algoritmo de Grover é
a propriedade (i.e., um algoritmo).

@ Para simplificar, lidaremos com o caso em que apenas uma string possui tal
propriedade (ou seja, a linguagem tem apenas um elemento).
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?
@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um
conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.

@ Caso comum: propriedades testaveis em tempo polinomial.

@ Ou seja, podemos (se quisermos) pensar que a entreda do algoritmo de Grover é
a propriedade (i.e., um algoritmo).

@ Para simplificar, lidaremos com o caso em que apenas uma string possui tal
propriedade (ou seja, a linguagem tem apenas um elemento).

@ Note: neste caso estamos falando de um algoritmo que aceita apenas uma
string dentre as 2" strings possiveis (uma agulha em um palheiro).
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O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?
@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um
conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.

@ Caso comum: propriedades testaveis em tempo polinomial.

@ Ou seja, podemos (se quisermos) pensar que a entreda do algoritmo de Grover é
a propriedade (i.e., um algoritmo).

@ Para simplificar, lidaremos com o caso em que apenas uma string possui tal
propriedade (ou seja, a linguagem tem apenas um elemento).

@ Note: neste caso estamos falando de um algoritmo que aceita apenas uma
string dentre as 2" strings possiveis (uma agulha em um palheiro).

Note: essencialmente estamos no modelo “caixa preta” (que é a maneira como
vamos tratar o algoritmo de entrada).

Murilo V. G. da Silva Computagdo Quantica



O Algoritmo de Grover

Formalizando: Busca por objeto com certa propriedade

Dada uma propriedade, encontrar um ‘“objeto” de tamanho n (uma string de tamanho
n que representa o objeto) sem precisar enumerar as 2" = N strings de tamanho n.

@ O que significa “uma dada propriedade”?
@ Em teoria da computagdo uma propriedade é definida por um conjunto de strings (tipicamente um
conjunto de strings que compartilham alguma caracteristica em comum), ou seja uma linguagem.
@ Tipicamente estamos preocupados com linguagens (propriedades) decidiveis.

@ N3o estamos preocupados com propriedades indecidiveis, ou seja, dada um string n3o existe sequer
um algoritmo que consegue decidir se a dada string possui ou n3o tal propriedade. Em outras
palavras, estamos preocupados com linguagens recursivas. Ou seja, a propriedade (linguagem) em
quest3o é totalmente definida pela maquina de Turing que a decide.

@ Caso comum: propriedades testaveis em tempo polinomial.

@ Ou seja, podemos (se quisermos) pensar que a entreda do algoritmo de Grover é
a propriedade (i.e., um algoritmo).

@ Para simplificar, lidaremos com o caso em que apenas uma string possui tal
propriedade (ou seja, a linguagem tem apenas um elemento).

@ Note: neste caso estamos falando de um algoritmo que aceita apenas uma
string dentre as 2" strings possiveis (uma agulha em um palheiro).

Note: essencialmente estamos no modelo “caixa preta” (que é a maneira como
vamos tratar o algoritmo de entrada).
Importante: neste modelo o Algoritmo de Grover é 6timo!
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Exemplos de agulhas no palheiro (supondo apenas uma agulha):
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O Algoritmo de Grover

Exemplos de agulhas no palheiro (supondo apenas uma agulha):

@ Dado uma férmula ¢ em 3-CNF, encontar uma valoragdo que a satisfaca.
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O Algoritmo de Grover

Exemplos de agulhas no palheiro (supondo apenas uma agulha):

@ Dado uma férmula ¢ em 3-CNF, encontar uma valoragdo que a satisfaca.
@ Dado um grafo, encontar um circuito hamiltoniano.

@ Dado um grafo com pesos, encontar um circuito que visite todos os
vértices cujo peso do circuito seja minimo.

@ Dada uma instancia do problema da mochila, encontar uma solugdo.

Ideia: Colocar todas strings em sobreposicdo, jogar no algoritmo que testa a
propridade (consequentemente, saida temos cada string com sua saida em
sobreposi¢cio) e, de alguma maneira, manipular a superposi¢cdo para que a
“agulha” (string que procuramos) que estamos buscando no palheiro tenha
amplitude muito alta.
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
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Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)

o (1) zX:ozX [x) =  —ax|x*) + ;* ax |x).
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)
@ (1) Xaxlx) = —ax|x) + > axlx).
X XF#X*
o (2) Z Qlx |X> — 2(2/1, — Oéx) |X> onde u = > ax/N é a média das amplitudes.

Observe que (2p — ax) = p + (1 — ax)
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)
@ (1) Xaxlx) = —ax|x) + > axlx).
X XF#X*
o (2) Z Qlx |X> — 2(2/1, — OéX) |X> onde u = > ax/N é a média das amplitudes.
" ¥ Observe que (2u — ax) = p + (p — ax)

Ideia do Algoritmo

Vamos rodar os passos (1) e (2) alternadamente O(v/N) vezes e no final medir.
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)

0 (1) XYoxlx) = —ox|x") + 3 axlx).
X XF#X*
o (2) Z Qlx |X> — 2(2/1, — OéX) |X> onde u = > ax/N é a média das amplitudes.
* x Observe que (2p — ax) = p + (1 — ax)
Ideia do Algoritmo

Vamos rodar os passos (1) e (2) alternadamente O(v/N) vezes e no final medir.

@ Veremos que a probabilidade de obeter x* é 1/2
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)
@ (1) Xaxlx) = —ax|x) + > axlx).
X XF#X*
o (2) Z Qlx |X> — 2(2/1, — Oéx) |X> onde u = > ax/N é a média das amplitudes.
" ¥ Observe que (2u — ax) = p + (p — ax)
Ideia do Algoritmo

Vamos rodar os passos (1) e (2) alternadamente O(v/N) vezes e no final medir.

@ Veremos que a probabilidade de obeter x* é 1/2

@ Rodamos o algoritmo varias vezes e escolhemos o resultado mais obtido.
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O Algoritmo de Grover

Dois passos bésicos usados no algoritmo de Grover:

@ (1) Inversdo de fase.
@ (2) Reflexdo em torno da média.

Vamos ver mais especificamente o que os passos acima fazem:
Seja f a fungdo que representa a propriedade de entrada (no modelo caixa preta)

Seja x* a Unica string tal que f(x*) =1
ou seja, Vx € {0,1}"\ {x*}, f(x)=0)
@ (1) Xaxlx) = —ax|x) + > axlx).
X XF#X*
o (2) Z Qlx |X> — 2(2/1, — Oéx) |X> onde u = > ax/N é a média das amplitudes.

Observe que (2p — ax) = p + (1 — ax)

Ideia do Algoritmo
Vamos rodar os passos (1) e (2) alternadamente O(v/N) vezes e no final medir.

@ Veremos que a probabilidade de obeter x* é 1/2
@ Rodamos o algoritmo varias vezes e escolhemos o resultado mais obtido.

Obs.: Semelhante (mas ndo idéntico) ao que fizemos em vdrias outras situagdes: Ao rodarmos o algoritmo
100 vezes, o niimero esperado de vezes que obtemos x’ ¢ 50 e, para cada outro x, o nimero esperado de

ocorrer é uma Unica vez. A probabilidade de que qualquer outro x ocorra 50 vezes é desprezivel.
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Algoritmo de Grover: Ideia
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.
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Algoritmo de Grover
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:

@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:
@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)

(a figura sugere 2/\/N, mas na realidade é um pouco menos do que isso)
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.
@ O que precisamos analisar:
@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)

(a figura sugere 2/+/N, mas na realidade é um pouco menos do que isso)
@ O nimero de passos (veremos a seguir)
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:
@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)
(a figura sugere 2/\/N, mas na realidade é um pouco menos do que isso)
@ O nimero de passos (veremos a seguir)

(se a figura estivesse correta, bastariam % passos)
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\5 a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:
@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)
(a figura sugere 2/\/N, mas na realidade é um pouco menos do que isso)
@ O nimero de passos (veremos a seguir)
(se a figura estivesse correta, bastariam % passos)

@ Como fazer a inversdo de fase (Facil? Alguém sabe como?)
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Algoritmo de Grover: Ideia
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@ Note que uma vez que o algoritmo atinge o ponto em que a amplitude de x* é
1/\@ a probabilidade de obter x* ao medir o sistema é 1/2.

@ O que precisamos analisar:
@ O ganho da amplitude de x* a cada passo (veremos a seguir)
(a figura sugere 2/\/N, mas na realidade é um pouco menos do que isso)
@ O nimero de passos (veremos a seguir)
(se a figura estivesse correta, bastariam % passos)

@ Como fazer a inversdo de fase (Facil? Alguém sabe como?)

@ Como fazer a reflexdo sobre a média (Mais adiante)
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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‘ Quantos Passos? ‘

@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?

No pior caso a: ja atingiu 1

73 ¢° restante das amplitudes deve estar distribuido igualmente.
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?

No pior caso a: ja atingiu —L_ e o restante das amplitudes deve estar distribuido igualmente. Portanto

cada demais x vale 1/,/2(N — 1). Para simplificar e sem perder a validade do argumento, digamos que
que cada ax > 1/V2N.
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?

No pior caso a: ja atingiu —L_ e o restante das amplitudes deve estar distribuido igualmente. Portanto

cada demais x vale 1/,/2(N — 1). Para simplificar e sem perder a validade do argumento, digamos que
que cada ay > 1/+v/2N. Com isso a variagdo de a} é > 2/v2N = /2/N a cada passo.)
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?

No pior caso a: ja atingiu —L_ e o restante das amplitudes deve estar distribuido igualmente. Portanto

cada demais x vale 1/,/2(N — 1). Para simplificar e sem perder a validade do argumento, digamos que
que cada ayx > 1/v/2N. Com isso a variagdo de a: é>2/V2N = \/2/N a cada passo.)

@ Com isso garantimos que O(v/N) passos é o suficiente para o atinja 1/v/2
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Algoritmo de Grover: Incremento de x* e nimero de passos
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@ Fazendo uma anilise mais fina, a cada passo a amplitude de x* aumenta no
minimo /2/N a cada passo. Por qué?

No pior caso a: ja atingiu % e o restante das amplitudes deve estar distribuido igualmente. Portanto

cada demais x vale 1/,/2(N — 1). Para simplificar e sem perder a validade do argumento, digamos que
que cada ayx > 1/v/2N. Com isso a variagdo de a: é>2/V2N = \/2/N a cada passo.)

@ Com isso garantimos que O(v/N) passos é o suficiente para o atinja 1/v/2
(pois %\/ﬁ passos vezes o incremento /2/N é igual a 1/+/2.)
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Reversao sobre a média: Circuit_

Seja Ugn o circuito quantico que calcula a fungdo booleana:
@ f(x)=0sex=0"

@ f(x) =1 caso contrdrio
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Reversao sobre a média: Circuito

Seja Ugn o circuito quantico que calcula a fun¢do booleana:
@ f(x)=0sex=0"
@ f(x) =1 caso contrario

O circuito que calcula a inversdo sobre a média é a “versdo phase kickback do circuito:
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Reversao sobre a média: Circuito

Seja Ugn o circuito quantico que calcula a fun¢do booleana:
@ f(x)=0sex=0"
@ f(x) =1 caso contrario

O circuito que calcula a inversdo sobre a média é a “versdo phase kickback do circuito:

H®n H®n

U¢0n

[TTTTTTT

[TTTTTT]
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Reversao sobre a média: Circuito

Seja Ugn o circuito quantico que calcula a fun¢do booleana:
@ f(x)=0sex=0"
@ f(x) =1 caso contrario

O circuito que calcula a inversdo sobre a média é a “versdo phase kickback do circuito:

H®n | | H®n
— (];é(]n —

@ Ou seja, o este circuito, mas com o qubit que controla a saida de U#Dn fixo em |—)

@ Portanto, para mostrarmos que, de fato o circuito acima faz a revers3o sobre a média, devemos mostrar
P q
que a matriz H®"U H®" faz a inversdo sobre a média, sendo que

1 0 o0 )
0 -1 o0 0
0 0 -1 0
U=
0 0 o0 ~1
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Algoritmo de Grover: Matriz Uni_

1 0 0
0 -1 0
D = Hyx| . . . | Hx

0 0 - -1
20 -+ 0
00 --- 0

= Hy . . . . |-I|H~
0 0 0
2 0 - 0

= Hy| . . . . |Hv-1I
00 --- 0

/N 2N .o 2N
9N 2N ... 2N

- -1
2N 2N YN
2N-1 2/N ... 2N
B 2N YN=1 - 2N
Z/N 2/N . 2/N.—1
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Algoritmo de Grover: Matriz Unitar

2N YN -
YN YN -

2!

o B
D]l o = Bi
ay By

Observe que cada 3; é precisamente % E:\I:GI o —ap =
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Algoritmo de Grover: Matriz Unitar

2N YN - YN
YN YN - YN

YN 2N

YN-1 2 2/N
B 2N 2YN-1 - 2N
YN YN

Agora veremos o que D faz com um vetor com amplitudes «; de entrada:

o B
Dl o Bi
ay By

Observe que cada 3; é precisamente % E:\I:GI o —op =2p — o
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Algoritmo de Grover: Matriz Unitaria

Circuito completo:

=
=

H®n H@n

HENREEN
[ LTI

HEEEEEE

Uson

[TTTTTT]

H®"

TTTTTTTT

ﬁ [ repeticao

inicializagao
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