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1.1 O que é computacdo?

A maioria de nés tem uma nog¢ao intuitiva do que é um algoritmo ou um computador. Estes dois
conceitos sdo tdo corriqueiros que € comum ndo pararmos para pensar a fundo sobre o que eles real-
mente significam. Entretanto, como veremos neste texto, quando comecamos a fazer perguntas mais
profundas a respeito de computacio, as nossas noc¢des intuitivas sobre algoritmos e computadores
ndo serdo suficientes para darmos a respostas adequadas a tais perguntas. Um dos objetivos deste
texto é apresentar conceitos fundamentais da computacdo de maneira matematicamente precisa e
clara.

Um dos primeiros passos que precisamos tomar € pensar em algoritmos e computadores sem
nos atermos a artefatos tecnoldgicos do nosso cotidiano, como laptops, smartphones, Linguagem C,
ou Python, de forma que passaremos a enxergar computacdo como uma ciéncia que transcende a
tecnologia corrente. Um bom ponto de partida para entendermos que isso € possivel, é a observacio
de que o préprio conceito de informagdo, algo intimamente ligado a computagdo, ja vem sendo
estudado muito antes de termos computadores digitais. A ideia de informagao, que € algo natural
e antigo, comegou a entrar de maneira mais regular no vocabulério de alguns cientistas no final
do século XIX, especialmente no vocabulario dos fisicos, quando estes comecaram a esbarrar em
conceitos como entropia e termodinamica.

A partir dai, uma série de descobertas cientificas do tultimo século, como por exemplo a
descoberta das leis da mecanica quantica (leis em que a ideia de informagdo quantica é central), ou
a descoberta da molécula de DNA (molécula que estd intrinsicamente ligada a ideia de informacdo
genética), comecaram a solidificar a intuicdo que temos hoje de que informacao é algo fundamental
e que permeia o mundo natural em diferentes niveis de anélise.

Com a popularizacido dos computadores na segunda metade do século XX, conceitos como
informagdo e computagio tornaram-se populares. Isso pode ser positivo por um lado, mas, por
outro, acaba nos enviesando e nos induz a associar conceitos como informagao e computagdo
unicamente a artefatos tecnolégicos, que € algo que queremos evitar neste livro. Para ilustrar o
que queremos dizer, observe que ndo € incomum que em situagdes em que estamos descrevendo
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processos computacionais no mundo natural, como moléculas de DNA armazenando informagdao,
ou cérebros processando informagdo, nés venhamos a pensar que estamos meramente usando
metéaforas inspiradas pela nossa tecnologia corrente. Embora exista, de fato, um contingéncia
histérica que nos faz criar tais associacdes', isto pode obscurecer o fato de que os conceitos de
informacao e de computacdo estdo presentes no mundo (na matemdtica, na natureza, etc), e podem
ser estudados como objetos em si, independentes de qualquer contingéncia tecnolégica. Para isso,
uma das tarefas essenciais que empreendemos neste texto € tal estudo, de maneira esclarecer o que
sdo, fundamentalmente, algoritmos e computadores.

Além de algoritmos e computadores, um outro conceito que normalmente usamos de
maneira intuitiva e que iremos tornar preciso neste texto é o conceito de problema computacional.
Por exemplo, considere o problema de testar se um dado nimero € primo, ou o problema de
testar se existe um caminho ligando dois vértices em um grafo. Em nosso estudo de teoria da
computagdo uma questido que surgird naturalmente neste contexto € definir exatamente o que é, de
maneira genérica, um problema computacional. O quadro abaixo esclarece isso um pouco.

DEFINICOES GENERICAS E DEFINICOES ESPECIFICAS

No Capitulo 2 iremos desenvolver algumas ferramentas matematicas que nos ajudardo a dar
definicdes precisas para o conceito de problema computacional. Entretanto, antes de termos
estas ferramentas em maos, vamos esclarecer aonde estamos querendo chegar com isso.

Vamos usar uma analogia com algo bastante familiar. Pense na fungio f(x) = x* e na funcio
g(x) = logx. Temos aqui dois casos especificos e matematicamente bem definidos de fungdes.
Entretanto, sabemos que € perfeitamente possivel sermos mais genéricos e fornecermos uma
defini¢io para o conceito genérico de fungio' tal que as funcdes f(x) e g(x) anteriores sdo casos
particulares (ou instanciag¢des) de tal definicdo. Ou seja, podemos falar de objetos matemaéticos
especificos, como f(x) = x* e g(x) = logx, mas também do objeto matemético genérico que
chamamos de fun¢do. A analogia que queremos fazer aqui € que é possivel dar uma defini¢do
genérica para o conceito de problema computacional, tal que os problemas especificos, como
testar primalidade de nimeros ou testar a conectividade de um grafo, sejam especificacoes do
conceito geral de problema computacional. Da mesma forma, neste curso vamos lidar ndo
somente com algoritmos especificos, mas também com uma definicdo matemdtica genérica
para o proprio conceito de algoritmo. Em nossos estudos, a flexibilidade mental de entender
esta distin¢do entre casos gerais e casos particulares € bastante importante.

10 leitor aqui pode estar um pouco enferrujado e ndo lembrar exatamente qual é definicio matemética de uma
funcdo. Na verdade, isso ndo importa tanto aqui, pois o que queremos enfatizar neste ponto € que uma funcao,
enquanto objeto matematico, pode ser precisamente definida. Curiosamente, fung¢des podem ser definidas como
casos particulares objetos matemadticos ainda mais genéricos, conhecidos como relagdes.

Algoritmos, problemas e computadores

Uma vez que temos em maos defini¢des precisas para algoritmos e para problemas computa-
cionais, uma pergunta surge naturalmente € a seguinte: Serd que existe algum problema para o
qual ndo exista nenhum algoritmo que o resolva? Note que ndo estamos falando de problemas para
0s quais nds, hoje, ainda ndo conhecemos algoritmos que os solucionem, mas que no futuro os
venhamos a descobrir. O que estamos perguntando aqui € se existem problemas que ndo podem ser
resolvidos por nenhum algoritmo (dentre os infinitos possiveis). Um dos resultados que veremos
neste livro € que, de fato, existem problemas assim. Uma das razdes para se estudar teoria da

'Em particular, é preciso ter clareza filosGfica em temas como este (no Capitulo 6 apresentamos uma breve discussio
em torno de questdes de interesse filoséfico).
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computacdo € a possibilidade de termos certeza matemdtica de tais afirmagdes a respeito das bases
da ciéncia da computagao.

No Capitulo 5, veremos uma descri¢io matematica genérica para o conceito de algoritmo, de
maneira que, qualquer algoritmo, com o naturalmente concebemos, acaba sendo um caso particular
desta definicao genérica. Mas, antes disso, no Capitulo 2, veremos defini¢des matemaéticas simpli-
ficadas de algoritmos (defini¢des que “capturam” apenas um subconjunto de todos os possiveis
algoritmos). Ha duas razdes para vermos estes modelos mateméticos simplificados: (1) Uma
razdo é pedagdgica: primeiro ganhamos intui¢do estudando modelos mais simples, para depois
ver a definic@o precisa para o conceito de algoritmo do Capitulo 5; (2) A segunda razdo é que
estes modelos sdo tuteis ndo apenas em teoria da computacdo, mas também em outras areas da
computacdo (e.g., processamento de texto, construcio de compiladores, etc).

REFLETINDO UM POUCO: LIMITE TECNOLOGICO OU PRINCiPIO FUNDAMENTAL?

Na discussao anterior mencionamos a possibilidade de que existam problemas insoldveis.
Mas a existéncia destes problemas nao refletiria apenas uma limitacdo para o que atualmente
entendemos por computadores e algoritmos? Ou seja, serd que tais problemas ndo seriam apenas
insoliveis apenas atualmente? Estes problemas nao poderiam ser resolvidos no futuro por
computadores “exdticos”’descritos por modelos matemadticos correspondendo a leis da fisica que
ainda nao conhecemos? Ou a insolubilidade de certos problemas seria algo mais fundamental?
Até que ponto podemos descartar a possibilidade de que seja possivel construir objetos exdticos
que poderiamos usar como computadores para resolver estes problemas que os computadores
atuais nao resolvem?

O consenso cientifico atual, chamado de Tese de Church-Turing (TCT), é que qualquer
problema solivel poderia ser resolvido, em principio, por um computador como concebemos
hoje. Este tipo de questdo, é claro, como qualquer questdo cientifica corrente, é passivel de
debate. Entretanto, a maioria das propostas que aparecem na literatura questionando a TCT,
embora matematicamente bem definidas, tendem a cair, em dltima andlise, em variacdes de
ideias que podem ser invidveis de ser realizadas fisicamente®. O Capitulo 6 deste livro é dedicado
a discussdo da Tese de Church-Turing.

Entretanto, isso tudo nédo exclui a possibilidade de que possamos construir computadores
Sfundamentalmente muito mais eficientes que os atuais. A pesquisa em computacao quantica, por
exemplo, investiga precisamente a possibilidade de constru¢do de computadores exponencial-
mente mais rapidos do que os atuais na resolucio de alguns problemas.

%Um caso comum se refere a um modelo matemdtico que requer a existéncia de “ordculos magicos” que executam
passos computacionais sem nenhuma explicagdo. Um outro caso comum € o de um modelo matematico que requer a
realizagdo de computacdo “verdadeiramente analdgica”, uma ideia que parece contradizer alguns pressupostos da
fisica contemporanea.

Embora um curso de teoria da computag@o seja um curso de matematica, e nao de fisica,
é importante observarmos que objetos abstratos estudados em computagdo, como algoritmos e

informacdo, se manifestam, de alguma forma no mundo fisico?.

O seu laptop rodando Windows € o caso mais 6bvio do que podemos entender como um
processo computacional ocorrendo em um meio fisico. Entretanto, tal caso ndo € tnico, e este é
exatamente o ponto que queremos ressaltar aqui. O cdlculo do logaritmo de um nimero ocorrendo

20 ponto de contato entre a natureza matematica da teoria da computacio e questdes de natureza empirica é bastante
sutil e serd discutido com mais cuidado no Capitulo 6. Sem entrar em uma discussdo filoséfica mais profunda, o
ponto que queremos chamar atencdo aqui é simplesmente que existe conexdo entre modelos matemdticos estudados em
computacdo e objetos do “mundo fisico”.
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em uma maquina com engrenagens e graxa, como a maquina de Charles Babbage, do século XIX,
também € um outro exemplo de um processo computacional ocorrendo no meio fisico. Poderiamos
também pensar no cérebro de um primata processando sinais elétricos sensoriais, ou moléculas
de DNA executando rotinas biolégicas, ou mesmo em um punhado de 4tomos, elétrons e fétons
interagindo sistematicamente em algum protétipo de computador quantico, de maneira que a
manipulacdo da informacgdo quéntica de destas particulas fazem parte do processo de execugdo de
um algoritmo quantico. A Figura 1.1 ilustra tais exemplos. O quadro “Computagdo: instanciando
objetos abstratos em objetos fisicos”, abaixo, descreve tais casos de maneira unificada.

Figure 1.1: Computagdo ocorrendo em diferentes meios fisicos: circuitos eletronicos, engrenagens
mecanicas, estruturas bioldgicas, moléculas de DNA e particulas subatdmicas.

COMPUTACAO: INSTANCIANDO OBJETOS ABSTRATOS EM OBJETOS FISICOS

Podemos pensar em um computador como uma maneira de instanciar objetos abstratos € o
conjunto de possiveis relacionamentos matemaéticos destes objetos abstratos (i.e., informagao
e algoritmos) em objetos fisicos e o conjunto dos possiveis graus de movimento (ou graus de
liberdade de movimento) destes objetos fisicos.

O objetivo da teoria da computacio é prover modelos matemdticos para processos computa-
cionais que sejam independentes do substrato fisico em que a computacio esteja ocorrendo. O
nosso objetivo principal é ter um modelo matematico que seja independente do substrato fisico,
mas que, a0 mesmo tempo, seja abrangente e realista o suficiente para capturar qualquer possivel
computagdo ocorrendo em qualquer meio fisico possivel. Por qué isso seria o ideal? Por que
uma vez que temos um modelo matemdtico com estas caracteristicas, bastarfamos nos focar neste
modelo para poder saber o que pode e o que ndo pode ser efetivamente computado.

Claramente este objetivo parece ser bastante ambicioso, pois estamos atrds de um modelo
matemadtico que possa descrever todo e qualquer tipo de manipulacio de informacdo em qualquer
tipo de substrato fisico! Entretanto, veremos que na década de 1930 foi proposto um modelo que,
apesar de ser razoavelmente simples, parece ter tais propriedades. Este modelo é conhecido como
Mdquina de Turing. A tese cientifica que afirma que Méquinas de Turing atingem tal nivel de
generalidade em termos de poder representar qualquer processo computacional (i.e., processos para
manipular/tranformar informacio) é conhecida hoje em dia como Tese de Church-Turing?.

Os computadores que usamos no dia a dia sdo objetos precisos e sabemos rigorosamente como

3 Atualmente ha duas interpretagdes para o que se entende por Tese de Church-Turing (TCT). Estas duas interpretacdes
serdo vistas com cuidado no Capitulo 6. Uma interpretacdo é que a TCT € uma definicdo matemdtica e a outra, que é a
que nos referimos neste paragrafo, é que ela € uma afirmagdo sobre a realidade fisica. Um ponto fundamental desta
segunda versdo da TCT € que, na possibilidade dela ser falsa, em principio existe meios de refuti-la. Isso € importante,
pois para que uma hipétese que seja relevante no meio cientifico, especialmente em ciéncias empiricas, deve haver
algum meio de refutd-la por experimentos, caso ela venha a ser falsa. Veremos também quais foram as razdes que foram
tornando esta tese mais e mais sélida com o tempo.
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eles funcionam (afinal, fomos nés quem os construimos!) e, portanto, temos modelos matematicos
que os descrevem com exatiddo. Veremos que os modelos matemadticos que descrevem nossos
computadores atuais sdo equivalentes a certas Maquinas de Turing conhecidas como Maquinas
de Turing Universais. A propriedade essencial de tais miquinas universais é que elas podem
simular* qualquer outra Maquina de Turing, e, portanto, de acordo com a TCT, poderiam simular
qualquer outro processo computacional com alguma correspondéncia em algum substrato fisico.
Isso significa que, pelo menos em principio, ndo existem instanciacdes fisicas que possam resolver
problemas que ndo possam ser resolvidos por computadores atuais devidamente programados e
com as condicdes de eficiéncia e de meméria adequadas’. A definicdio matemdtica de uma Maquina
de Turing Universal € o modelo matematico para o que chamamos de computador.

O fato de que existem Mdquinas de Turing Universais, que ¢ um dos resultados mais importantes
no artigo original escrito por Alan Turing (a Figura 1.2 mostra um fragmento de tal artigo), é
conhecido como universalidade das Maquinas de Turing.

T OMEMIHGTL TOHOWENE
it with =

fp. The machine com-

pares the sequences marked

zond y. Tt orases all etters

:Nﬂh’:'i Y- ~>sim if they are
¥ == Fom.

wm’“’"‘“?““’“ﬁ“wnmlm
t semi-colon marked = . ane O 2 the instruction

Figure 1.2: Um trecho do famoso artigo publicado em 1936 por Alan Turing, entitulado On
computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem. Neste artigo € que foram
estabelecidas as bases de toda ciéncia da computacio.

A TESE DE CHURCH-TURING E A UNIVERSALIDADE DA COMPUTACAO

“A licdo que tomamos da universalidade da computacdo é que podemos construir um objeto
fisico, que chamamos de computador, que pode simular qualquer outro processo fisico, e o
conjunto de todos os possiveis movimentos deste computador, definido pelo conjunto de todos
o0s possiveis programas concebiveis, estd em correspondéncia de um para um com o conjunto
de todos os possiveis movimentos de qualquer outro objeto fisico concebivel”. — David Deutsch

4Aqui a palavra “simular” tem um significado matematicamente preciso que, a grosso modo, significa uma certa
correspondéncia de um para um entre dois modelos matematicos.

SClaramente afirmagdes assim podem gerar discussdes de natureza filoséfica (com direito a bastante confusio e
imprecisdo em muitos casos!)
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2.1 Alfabetos e strings

Algoritmos, computadores e problemas computacionais sao objetos matemdticos complexos.
Nosso primeiro passo serd definir os conjuntos elementares de simbolos que usaremos para construir
tais objetos. Ou seja, apresentar os tijolos basicos que serdo necessdrios para construirmos todo
o nosso edificio intelectual. Estes tijolos basicos serdo chamados de simbolos e conjuntos finitos
destes stmbolos serdo chamados de alfabetos.

Definicdo 2.1.1 — Alfabeto e simbolos. Um alfabeto é um conjunto finito qualquer e simbo-
los sdo elementos deste conjunto.

= Exemplo 2.1 Considere o conjunto X = {a,b,c,d}. Os elementos a,b,c,d do conjunto X sdo
chamados de simbolos do alfabeto X. ]

= Exemplo 2.2 Considere o conjunto X = {0, 1}. Os elementos 0, 1 do conjunto X sdo chamados
de simbolos do alfabeto X. m

Note que os conceitos de alfabeto e simbolos nada mais sdo do que sindnimos dos conceitos
matematicos de conjuntos e elementos. Iremos usar varios alfabetos neste livro, entretanto, o
mais utilizado serd o alfabeto alfabeto bindrio, apresentando no Exemplo 2.2. Um exemplo de
alfabeto bastante comum no mundo das linguagens de programacao € o seguinte: . = {0, 1,2,...,9,
a,b,...z,A,B,....Z, ..., &#,%,><,.}. Aideia é que este tltimo alfabeto trata-se do conjunto de
todos caracteres validos em um programa escrito na linguagem C no padrao ANSI C. Poderiamos
pensar em ou série de outros exemplos semelhantes.

Assim como nio € possivel construir um edificio usando apenas um tijolo, objetos matemati-
cos complexos ndo podem ser descritos usando-se apenas um simbolo. Para descrever objetos
matemadticos complexos, iremos utilizar sequéncias de simbolos. A segunda definicdo que veremos
neste capitulo se refere exatamente a isso.
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DefinicGo 2.1.2 — Strings. Dado um alfabeto X, uma string sobre ¥ € uma sequéncia de
simbolos de X justapostos.

Por exemplo, aaba é uma string sobre o alfabeto X = {a,b,c,d}, do Exemplo 2.1. A string
00101 € uma string sobre o alfabeto bindrio. Um outro exemplo de string é um programa es-
crito em linguagem C (note que tal programa é uma sequéncia de simbolos ANSI, incluindo os
simbolos especiais usados para quebra de linha, indentacio e espagamento), que pode ser visto
matematicamente como uma string sobre o alfabeto ¥, que mencionamos anteriormente.

Notacao 2.1. Em geral usamos a letra grega X para denotar alfabetos. No caso em que o alfabeto
ndo estiver explicitamente definido, a letra grega ¥ denotard, por convengdo, o alfabeto bindrio.

Terminologia 2.1. Embora estejamos usando “string” para se referir a uma sequéncia de simbolo,
observamos que em textos em portugués é comum também que se use “palavra” para se referir a
estes mesmos objetos matemdticos.

Definicdo 2.1.3 — Substring e concatenagdo de strings. Uma substring de w € uma sub-
sequéncia de simbolos de w. A concatenacio de duas strings x e y, denotada xy, é a string
resultante da justaposi¢@o das strings x € y.

m Exemplo 2.3 As strings ab, bb e bbc sdo algumas das substrings da string abbbbc. "

m Exemplo 2.4 Para um exemplo de concatenagdo, considere as strings x = 111 e y = 000. Neste
caso, a string xy = 111000 € a concatenac¢do de x e y e a string 000000 € a concatenacio de y com
ela mesma (i.e., yy = 000000). =

Observe que concatencdo ndo é uma operagdo comutativa. A partir do Exemplo 2.4, temos que
yx = 000111, portanto xy # yx. Por outro lado, para quaisquer strings x,y,z, (xy)z = x(yz), ou seja,
a operagdo de concatenagdo de strings é associativa.

TEORIA DE LINGUAGENS FORMAIS

Em alguns livros de Teoria da Computagao a defini¢do de concatenagdo de strings € apre-
sentada de maneira um pouco mais formal (veja o livro [Sud05], por exemplo) e em outros de
maneira um pouco mais “intuitiva” (veja o livro [Sip06]), por exemplo). Esta variacdo é uma
questdo da énfase que o autor quer dar ao assunto.

Na Definicdo 2.1.3 optamos pela versao mais intuitiva. De maneira semelhante, quando
dissemos que concatenacao € uma operacao associativa nds nao apresentamos uma demonstracao
matematica para isso (no livro [Sud05] tal demonstracdo é feita). Esta op¢ao que fizemos aqui
ndo tem a ver com a importancia em sermos formais, pois seremos bastante formais no decorrer
do texto. A ideia é que o nosso curso tem um enfoque mais na linha de cobrir em amplitude
as bases da teoria da computacdo e menos na linha de cobrir em profundidade a teoria de
linguangens formais.

Ainda assim, no Exercicio 2.3 pedimos por uma definicdo mais formal para a operacao de
concatenagdo de strings. O intuito disso € mais na linha de fazer o aluno pensar um pouco no
assunto e perceber que podemos dar defini¢des diferentes para um mesmo conceito, € menos na
linha de tratar em detalhes formais os desdobramentos do assunto em questdo. Para os alunos
interessados, um tratamento um pouco mais aprofundado a respeito de teoria linguagens formais
pode ser visto em mais detalhes em [Sud05].
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Definicdo 2.1.4 — Tamanho de uma string. O famanho de uma string w € o nimero de
simbolos de w, e é denotado por |w|.

» Exemplo 2.5 Considere as strings aabc e 01. Nestes casos escrevemos |aabc| =4 ¢ |001| =2. »

Defini¢do 2.1.5 — String nula. Denotamos a string nula, ou seja, a string que ndo contém
nenhum simbolo, por €.

Observe que, de acorddo com nossa definicao,
qualquer possivel string.

€| = 0. Note também que € é substring de

A seguir, definiremos o que € a reversa de uma string. Intuitivamente, a ideia € simples: dada
uma string w, a reversa de w, denotada por w®, € a string lida de trds para frente (e.g., se w = 1110,
entdo wR = 0111). Vamos formalizar isso usando uma definicdo indutiva':

7

DefinicGo 2.1.6 — Reversa de uma string. A reversa de uma string w, denotada wR, é
definida recursivamente da seguinte maneira:

Base: Se w = €, entdo definimos wR = €.

Caso Geral: Seja w uma string com pelo menos um simbolo. Se a string w tem a forma w = xa,

tal que x é uma string e a é o tltimo simbolo de w, entdo wR = axR.

Notacao 2.2. Seja X um alfabeto e a € X. Diremos que uma string sobre este alfabeto é da forma
a" se a string é formada por n simbolos a consecutivos. De maneira andloga, se w é uma string
sobre ¥, ao escrevermos w' estamos nos referindo a concatenacdo de n copias da string w.

= Exemplo 2.6 A string 11111 pode ser escrita como 1°. "
= Exemplo 2.7 Considere a string w = 10. Com isso w® = 101010101010. "

Note que, em particular, x° = € para qualquer string x. No Exercicio 2.3, pedimos para o aluno
fornecer uma defini¢do formal para o conceito de concatenacio de strings.

Definicdo 2.1.7 — Poténcia de um alfabeto. Dado um alfabeto X, o conjunto X' de strings
w sobre X, tal que |w| = i, é dito uma poténcia de ¥. Definimos X° = {e}.

Por exemplo, dado o alfabeto bindrio X, o conjunto X3 é o seguinte conjunto de strings:
¥3 = {000,001,010,011,100,101,110,111}.

Dado um alfabeto X e niimero natural i, note que £’ é um conjunto finito. A seguir vamos definir
o conjunto infinito de todas as strings sobre X, ou seja, L UX! UX?2U---. A defini¢do formal é a
seguinte.

Definicdo 2.1.8 — O conjunto £*. Dado um alfabeto ¥, o conjunto de todas as strings sobre
Y € definido como

=z

i>0

'Uma definigdo indutiva é a mesma coisa que uma definicdo recursiva. Em teoria da computagdo serd bastante
comum usar raciocinio indutivo. Este tipo de raciocinio serd ttil ndo apenas em demonstragdes de teoremas, mas também
em vdrias definigdes.



2.1.1

2.2

© Murilo V. G. da Silva Chapter 2. Alfabetos, Strings e Linguagens

Exercicios

Exercicio 2.1 SejaX ={0,1},x€X* ey € {a,b,c}*. Responda verdadeiro ou falso.
(a) Se w é uma string da forma x01, entdo |w| > 2?
(b) Se w é uma string da forma x010, entdo |w| > 3?
(¢) Se w € uma string da forma y010, entdo w € uma string sobre X?

I Exercicio 2.2 Seja ¥ um alfabeto e i um nimero natural. Qual é a cardinalidade de X/? ]

Exercicio 2.3 Nesta se¢do, fornecemos uma defini¢cdo informal para a concatenacdo de uma
string x com ela mesmo 7 vezes, denotada x". Forneca uma defini¢do formal indutiva para x". =

I Exercicio 2.4 Apresente uma defini¢do formal recursiva para X* diferente da Defini¢do 2.1.8. =

I Exercicio 2.5 E verdade que x° = y° para qualquer par de strings x e y? u

| Exercicio 2.6 Seja X um alfabeto qualquer, i um niimero natural e w € £*. Mostre que (w')R =
(WR)i? [ ]

Linguagens

Na secdo anterior comeg¢amos com elementos fundamentais chamados simbolos e os usamos
para construir objetos complexos chamados de strings. Agora vamos usar strings como elementos
fundamentais para construir objetos ainda mais complexos chamados de linguagens.

[| Definicdo 2.2.1 — Linguagem. Seja X um alfabeto. Uma linguagem é um conjunto L C X*.

Em outras palavras, dado um alfabeto, uma linguagem € um conjunto qualquer de strings
sobre este alfabeto. Por exemplo, L = {1010, 11111,0000001} é uma linguagem sobre o alfabeto
bindrio. Um exemplo de linguagem sobre o alfabeto X,yxs; € A = {a,aa,aaa,aaa,aaaa, ...}, ou
seja, o conjunto de strings da forma a, parai > 1.

Observe que strings e linguagens sdo objetos matematicos diferentes. Enquanto strings sdo
sequéncias, linguagens sio conjuntos. Enquanto strings tem tamanho finito, linguagens podem ter
tamanho finito ou infinito.

Considere o alfabeto bindrio ¥ = {0,1}. Nos Exemplos 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11 apresentamos
algumas linguagens bindrias que serdo bastante comuns neste curso:

= Exemplo 2.8 L, = {g,01,0011,000111,...} = {w € £*: w é da forma 0"1", paran > 0}. =
= Exemplo 2.9 L;,, = {€,0,1,00,11,010,101,000,111,...} = {w € £*: w é um palindromo}. =

= Exemplo 2.10 L, ={10,11,101,111,1011,...} = {w € £* : w € um ndmero primo escrito em
bindrio}. .

= Exemplo 2.11 L, = {0,1,100,1001,10000,...} = {w € £* : w € um nimero quadrado perfeito
escrito em bindrio}. .
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LINGUAGENS NATURAIS E LINGUAGENS FORMAIS

Observe que chamamos conjuntos de strings de linguagens. A razao disso € que hd uma certa
analogia com o conceito que intuitivamente conhecemos como linguagem, usada naturalmente
em nosso dia a dia. Vamos a alguns exemplos que nos ajudarao a tornar isso mais claro.

m Exemplo 2.12 Seja X = {a,b,c,...,z} um alfabeto (i.e., o alfabeto da lingua portuguesa). m

Considere agora o conjunto L contendo todas as palavras da lingua portuguesa. Note que
este conjunto, por se tratar de um conjunto de strings sobre YXp, de acordo com Definicdo
2.2.1 é formalmente uma linguagem (por questdo de simplicidade, estamos ignorando aqui
acentos, hifens e outras sutilezas). Poderfamos chamar este conjunto de strings de “linguagem
portuguesa”. Por exemplo, observe que bola € L, caneta € L, inconstitucional € L.

» Exemplo 2.13 Seja Xy = {qa,b,c,...,z,U}. "

Ao incluirmos o simbolo “LI” em nosso alfabeto, temos algo para ser usado de separador de
palavras. Com isso, poderiamos montar um frase como a Ul bola Ll verde L escura. De maneira
simplificada, novamente, poderiamos pensar na lingua portuguesa como sendo o conjunto L’ de
todas as strings que correspondem a frases validas em portugués.

Neste ponto, um linguista nos chamaria atenc¢io (com razao!) para o fato que tentar definir
matematicamente a lingua portuguesa ndo € uma tarefa tdo ficil e argumentaria que o conteido
das linguagens L e L' que acabamos de ver nio é tio bem definido como estamos sugerindo.
Poderiamos até tentar contra-argumentar dizendo que, pelo menos no caso de L, seria possivel
sermos formais definindo a linguagem como sendo o conjunto de todas as palavras de algum
dicionario especifico fixado a priori (ja para o caso de fornecer uma defini¢do exata para L' a
tarefa seria bem mais dificil).

Entretanto, o nosso foco neste livro ndo sido linguagens naturais como o portugués ou
qualquer outra lingua natural, sendo que os exemplos vistos acima sdo tteis apenas para ilustrar
a analogia que h4 entre o conceito matemdtico de linguagens e o conceito intuitivo de linguagens
naturais. Ainda assim, existem muitas linguagens que nds, profissionais de computacao, lidamos
no dia a dia e que sao completamente formais. Voltando & um exemplo que vimos anteriormente,
considere o alfabeto X da Se¢do 2.1. A linguagem sobre X, definida abaixo é matematicamente
precisa:

Le ={w € Z¢ : “w é um programa vdlido em linguagem C”}

A linguagem L., definida acima, consiste de todos os (infinitos) possiveis programas vélidos
escritos em linguagem C. Embora tenhamos escrito textualmente a expressao informal “w € um
programa vélido em linguagem C” na nossa especificacdo das strings contidas no conjunto L,
esta linguagem pode, sim, ser matematicamente bem definida. Para tal precisamos de algumas
ferramentas matemdticas, especialmente um conceito matemdtico conhecido como gramadtica
formal. Na Secao 4.3 veremos formalmente o que é uma gramatica formal e discutiremos
brevemente algumas aplicagdes disto na especificagdo de linguagens de programacio e na
constru¢do de compiladores.
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Em diversas situagdes, ndés queremos interpretar strings bindrias ndo apenas como meras
sequéncias de 0’s e 1’s, mas como nimeros naturais representados em base bindria. Em tais
situacdes a seguinte notacao serd conveniente.

Notacio 2.3. O niimero natural reprentado pela string bindria w é denotado por N(w). Por
convengdo N(g) = 0.

Por exemplo, se w; = 101 e wp = 1111, entdo N(w;) =5 e N(wz) = 15. Isso torna nossa
notag@o mais concisa na definicdo de algumas linguagens. Por exemplo, a linguagem dos nimeros
primos e a linguagens do nimeros multiplos de 3 podem ser denotadas, respectivamente, por
Ly = {w: N(w) é um nimero primo} e L; = {w : N(w) é um multiplo de 3}.

REFLETINDO UM POUCO: PROBLEMAS COMPUTACIONAIS E LINGUAGENS

O que significa “o problema de testar se um niimero n é primo”? Uma maneira de tentar
formalizar isso € pensar que isso € equivalente ao seguinte problema: dada uma string w, decidir
se w € a representacdo bindria de um nimero primo, ou seja, testar se a string w pertence a
linguagem L, do Exemplo 2.10.

Para aqueles que nao gostam de niimeros bindrios, poderiamos alternativamente definir a
linguagem dos numeros primos usando outros alfabetos (e.g., o alfabeto dos digitos de 0 a 9),
mas isso realmente ndo é tdo importante aqui. O ponto central é que uma vez que fixamos
um alfabeto, digamos o alfabeto bindrio, a linguagem L, incorpora a propriedade “ser primo”,
pois todos os objetos contidos neste conjunto tem tal propriedade e todos os objetos que ndo
fazem parte deste conjunto ndo tem tal propriedade. Portanto, responder se um nimero € primo
se reduz a distinguir se uma dada string pertence ou nao ao conjunto Lp.

Em teoria da computacao € bastante comum pensamos em linguagens como sindnimos de
problemas computacionais. Embora esta ideia pareca simples, ela também € bastante poderosa.
Existem outras maneiras de tornar formal o conceito de problema computacional e, no decorrer
deste livro, veremos outras definicdes mais sofisticadas para tal. Entretanto, em boa parte do
curso o uso de linguagens serd o formalismo padrao para representar problemas.

Para quem ainda ndo esta convencido de que existe tal conexao direta entre o conceito de
linguagem e o conceito de problema, uma maneira intuitiva de se pensar a respeito disso segue
na seguinte linha: No funcionamento interno de um computador, qualquer objeto matematico,
em ultima andlise, é uma sequéncia de bits. No caso particular do exemplo acima, quando
escrevemos um programa para testar se um dado niimero € primo, o que o programa faz é testar
se uma sequéncia de bits da memdria do computador representa ou ndo representa um nimero
primo em bindrio. Ou seja, no final das contas, o que o programa estd fazendo ¢ testar se uma
string do alfabeto bindrio pertence ou ndo a linguagem L,. Nao é muito dificil de ver que esse
tipo de raciocinio pode ser generalizado para uma série de outros problemas. De fato, qualquer
problema cuja solucdo envolva testar se um dado objeto matematico tem uma certa propriedade
pode ser modelado usanddo uma linguagem.
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Exercicios

Exercicio 2.7 Seja X um alfabeto arbitrario. Com relagdo a linguagens sobre X, responda:
(a) X* € uma linguagem?
(b) @ € uma linguagem?
(c) {€} é uma linguagem?
(d) O conjunto poténcia £* é uma linguagem?

Exercicio 2.8 Fornega uma defini¢do formal para a linguagem sobre X = {0, 1}, das strings
que representam nimeros multiplos de 4 escritos em bindrio. =

Exercicio 2.9 Seja ¥ um alfabeto qualquer. E verdade que a linguagem {w:3Jx € X* tal que
w = xxR} ¢ a linguagem de todos os palindromos construidos com simbolos de £? Em caso
afirmativo, prove. Em caso negativo, forneca um contra-exemplo e, em seguida, forneca uma
definicao formal adequada para a linguagem dos palindromos construidos com simbolos de X. =

2.2.2 Operagdes com linguagens

Assim como podemos criar strings maiores a partir da opera¢do de concatenacio de strings
menores, vamos definir agora uma operacgdo andloga para linguagens, chamada de concatenacdo de
linguagens.

Definicdo 2.2.2 A concatenagdo de duas linguagens L e M é o conjunto de todas as strings que
podem ser formadas tomando-se uma string x de L e uma string y de M e fazendo a concatenacio
xy. Denotamos a linguagem resultante por LM ou L- M.

= Exemplo 2.14 Considere as linguagens L = {00,0} e L' = {1,111}. A concatenagio destas duas
linguagens é LL' = {001,00111,01,0111}. "

» Exemplo 2.15 Seja L = {a,aa,aaa, ...} e M = {&,x,xx,xxx,...}. A linguagem LM é {a,ax, axx,
axxx, ... , ad, aax, Aaxx, ... , Aaxxx, ...}. .

Exercicio resolvido 2.1 Seja X o alfabeto bindrio e L; e R as linguagens sobre ¥ definidas a
seguir: L; = {w : N(w) é um miiltiplo de 3} e R = {0}. Qual € a linguagem L;R?

Solugao: As strings contidas na linguagem da concatengdo L;R sdo as strings de L, adicionadas
de um 0 ao final. Note que quando adicionarmos 0 ao final de um niimero binério o resultado é
um novo nimero binério que é dobro do nimero original. Portanto a linguagem resultante é:
L;R = {w: N(w) é um multiplo de 6}. n

Exercicio 2.10 Seja ¥ o alfabeto bindrio e L; e R as linguagens sobre ¥ definidas a seguir:
L; ={w: N(w) é um miiltiplo de 3} e R = {€,0}. Qual é a linguagem L;R? .
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Exercicio resolvido 2.2 Seja ¥ o alfabeto bindrio. Seja R = {0} uma linguagem sobre X. Qual
¢ a linguagem X*R? E qual é a linguagem X*RR?

Soluc¢io: Lembrando que as strings bindrias terminadas em 0 sdo precisamente os multiplos de
2 em bindrio e a o multiplicarmos multiplos de 2, temos multiplos de 4, temos que:

e X*R={w: N(w) é um mdltiplo de 2}.

* X*RR = {w: N(w) é um multiplo de 4}.

A operagdo de concatenagdo de uma linguagem com ela mesma pode ser aplicada um nimero
arbitrério de vezes. A defini¢do a seguir formaliza isso:

Definicdo 2.2.3 Seja L uma linguagem. O Fechamento (ou Fecho de Kleene) de L, denotado
por L*, € o conjunto de strings que podem ser formadas tomando-se qualquer niimero de strings
de L (possivelmente com repeti¢des) e as concatenando. Isto &,

L'=L 0= L'=LL..L
U L', sendo que {e} e

i>0 .
ivezes

» Exemplo 2.16 Seja L= {000, 111}. Entdo L* = {&, 000, 111, 000000, 000111, 111000, 111111,
000000000, 000000111, 000111000, ... }. "

Observe que ao escrevermos A*, devemos especificar exatamente o que significa A. Se A é
um alfabeto, entdo A* € a unido infinita de conjuntos poténcia de A. Por outro lado se A é uma
linguagem, entdo A* é o fecho de A, ou seja, a sequéncia infinita de concatenac¢des de A consigo

7

mesma. Entretanto, em ambos os casos, note que A* é uma linguagem. Mais precisamente, a
linguagem de todas as strings construidas usando os elementos do conjunto A como “tijolos basicos”.
Caso A seja um alfabeto, estes tijolos basicos sdo simbolos, caso A seja uma linguagem, estes tijolos
basicos sdo strings.

Exercicio resolvido 2.3 Considere as linguagens L = {1} e R = {0}. Qual é a linguagem LR*?

Solucéo: A linguagem é LR* = {w : N(w) é uma poténcia de 2} .

Exercicio 2.11 Nas questdes abaixo, A é sempre um alfabeto e L é sempre uma linguagem.
Responda verdadeiro ou falso e justifique sua resposta:

* Para todo A, € verdade que A = A*?

» Existe A, tal que A = A*?

* Para todo A, é verdade que A* = (A*)*

* Para todo L, é verdade que L* = (L*)*

* Para todo L e A tal que L é uma linguagem sobre A, é verdade que A* = L*

 Existe uma linguagem L sobre A tal que A* = L*.
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Um dos objetivos que queremos alcancar neste livro é prover uma definicdo formal para o
conceito de algoritmo. N6s alcancaremos este objetivo no Capitulo 5, com a definicdo das Mdquinas
de Turing. O que veremos agora ¢ a definicdo de autématos finitos, que € um modelo matematico
com poder de expressdao menor do que as Maquinas de Turing. Por poder de expressdao menor,
queremos dizer que apenas um subconjunto de todos os possiveis algoritmos podem ser represen-
tados por autdomatos finitos. Entretanto, estudar este modelo serd til para nos familiarizarmos
com os conceitos matematicos que serdo muito utilizados no Capitulo 5. Além disso, por si s6, o
assunto que veremos agora € bastante ttil em aplicagdes préticas, como busca de padrdes em textos
e construcio de analisadores 1éxicos para compiladores.

3.1 Autématos Finitos Deterministicos (AFDs)

Considere uma maquina que vende chocolates que custam 6 reais. Abaixo mostramos uma figura
ilustrando tal maquina juntamente com um diagrama que descreve o mecanismo de funcionamento

interno dela.
inicio —( A B m@@
U&z/

Figure 3.1: Uma méquina que vende chocolates de R$ 6 e aceita moedas de R$ 1 e R$ 2. Ao lado o
diagrama simplificado descrevendo o seu mecanismo de funcionamento interno. Por exemplo, se
inserirmos uma moeda de R$ 1 e uma moeda de R$ 2, a mdquina, atingird o estado D. A mdquina
atingira o estado OK se for inserida uma sequéncia de moedas cuja soma seja pelo menos R$ 6.




© Murilo V. G. da Silva Chapter 3. Autdmatos e Linguagens Regulares

Diagramas como o da Figura 3.1 sd3o conhecidos como mdquinas de estados, mdquinas de
estados finitos ou autématos finitos deterministicos. A ideia é entender que a entrada da maquina
é uma sequéncia de moedas (podemos também pensar que a entrada € uma “string de moedas”),
que podem ser de 1 ou 2 reais. A mdaquina libera o chocolate se a sequéncia de moedas somar
pelo menos 6 reais. O estado A é marcado com a indicagdo start por que este € o estado inicial da
méquina. A partir do estado A, a mdquina faz uma transi¢@o para cada moeda que € fornecida como
entrada. A mdquina libera o chocolate ao final do processo se, e somente se, ela atingir o estado
OK. Note que estamos em um cendrio simplificado em que a maquina nao precisa fornecer troco.

REFLETINDO UM POUCO: MODELOS MATEMATICOS E OBJETOS FISICOS

No Capitulo 1 dissemos que podemos pensar em computadores como “instanciacdes de
objetos abstratos e seus possiveis relacionamentos mateméticos em objetos fisicos e seu conjunto
de possiveis graus de movimento”. Note que a Figura 3.1 apresenta exatamente isso, pois:

(1) A miquina de chocolates ¢ um objeto fisico (embora devemos estar atentos ao fato de que
ela nao é um computador de propdsito geral, pois trata-se se uma maquina que implementa
um unico algoritmo: o algoritmo que testa se a soma das moedas de entrada € maior ou
igual a 6 reais).

(2) O diagrama faz o papel do objeto matematico abstrato, em particular, um objeto matematico
que consiste de um conjunto de estados e um conjunto de simbolos (o conjunto {1, 2} dos
simbolos que aparecem nos rétulos das transi¢des). O diagrama também representa certas
relacdes matemadticas, como os relacionamentos entre estados e simbolos indicados pelas
setas saindo de um estado e indo para outro. A defini¢do exata destas relacdes ficard clara
no decorrer desta secao.

O ponto central aqui é que o objeto matemdtico e suas relacdoes matemdticas estdo “amar-
radas” em uma correspondéncia de um para um com o objeto fisico e seus graus de movimento.
Os graus de liberdade de movimento sdo os tipos de movimentacdes que os mecanismos internos
da maquina de vender chocolate tem.

3.1.1 Modelando matematicamente automatos

O diagrama da secdo anterior foi apresentado sem maiores detalhes. Veremos agora uma
defini¢do precisa que corresponde a tais diagramas.

Definicdo 3.1.1 — Autémato Finito Deterministico (AFD). Uma Automato Finito Deter-
ministico, também chamado de AFN, é uma 5-tupla D = (Q,X, 0, qo, F), tal que:

0 é o conjunto de estados;

Y. € o conjunto de simbolos de entrada;

0 é a fungdo de transicdo 6 : Q X X — Q;

qo € Q € o estado inicial;

F C Q é o conjunto de estados finais.

Normalmente, diremos simplesmente autématos ou usaremos simplesmente a sigla AFD para se
referir aos autdmatos finitos deterministicos'. Algo importante de se observar é que esta defini¢io
é genérica, ou seja, se quisermos uma defini¢do matemadtica particular para o diagrama da nossa
mdquina de chocolates, terfamos que dar uma instdncia especifica da Definicdo 3.1.1. O exemplo a
seguir ilustra o que queremos dizer com isso.

! Algumas vezes usa-se o acronimo DFA, que vem da expressdo em inglés “deterministic finite automata.”
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= Exemplo 3.1 — Mdquina de vender chocolates. Uma defini¢io matemética para o exemplo
da Figura 3.1 é o autdmato finito deterministico C = (Q., X, d., A, F,.), sendo que os componentes
da 5-tupla sdo:
QO ={A,B,C,D,E,F,0K};
r={1,2}
Oc 1 QO x X — Q é a funcdo definida caso a caso a seguir:
o:(A,1) =B, 6:,(A,2)=cC, 6(B,1)=c, 6:,(B,2)=D, /(c,1)=D, 6/(C,2) =E,
o:(D,1) =E, 6,(D,2) =F, &.(E, 1) =F, 8.(E,2)=0K, O.(F, 1) = OK, &,(F,2) = OK,
0.(0K, 1) = OK, 9,(0OK,2) = OK.
O estado A é o estado inicial;
O conjunto unitdrio {OK} € o conjunto de estados finais. "

Neste momento pode ser instrutivo lembrar da analogia que fizemos no Capitulo 1, quando
discutimos defini¢cdes genéricas e defini¢des especificas. Naquela ocasido mencionamos a definicido
matemética genérica de “funcio” e as defini¢des matematicas de fungdes particulares, como x? ou
logx. Na defini¢do 3.1.1 temos a defini¢do para um AFD em geral. Por outro lado, no exemplo 3.1, a
5-tupla C = (Q,, %, O, A, F.) é uma definicdo matemdtica do AFD especificamente correspondente

a miquina de vender chocolates.

Exercicio resolvido 3.1 Desenhe o diagrama do autdomato A definido a seguir:
A=(0,%,8,p,{r}), talque Q ={p,q,r},L={0,1} e a funcdo & é definida abaixo:

Solucao:

o 0 1
inicio —

A fungdo 8 do enunciado do Exercicio 3.1 é um tipo de funcdo que é definida ponto a ponto
(ou seja, ela ndo tem uma regra geral que descreve o comportamento da fungdo, como € o caso de
funcdes que estamos acostumados a estudar em cdlculo, como, por exemplo, f(x) = x?). Em teoria
da computacgdo, funcdes que ndo podem ser facilmente descritas por regras gerais serdo bastante
comuns. Para facilitar a nossa vida, vamos descrever § usando uma tabela, como esta apresentada
no exemplo a seguir:

Na primeira coluna da Tabela 3.1.1, em negrito, temos os estados p, g, r do autdmato. A seta ao
lado do estado p indica que ele € o estado inicial e o asterisco ao lado do estado r indica que ele é
um estado final. No topo da tabela, também em negrito, temos os simbolos do alfabeto, ou seja, 0 e
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[0 1
—+P|q P
q\149 r
*Frolr or

Table 3.1: Tabela de transi¢6es da fungdo 6 do AFD do Exercicio 3.1.

1. Preenchemos a posicdo correspondente a linha do estado p e a coluna do simbolo O com o valor
g, pois (p,0) = g. As demais linhas da tabela sdo preenchidas de maneira semelhante.

No decorrer deste livro, ao nos referirmos a um AFD, estritamente falando, estaremos nos
referindo a uma 5-tupla. Porém, por questdes de conveniéncia, serd bastante comum apresentarmos
a tabela de transi¢des ou mesmo o diagrama, para descrever o AFD em questao.

Exercicio 3.1 Projete uma maquina que venda chocolates que custem 2 reais. Ela deve aceitar
moedas de 10 e 50 centavos e moedas de 1 real. Vocé deve tanto desenhar o diagrama quanto
apresentar a definicao formal. =

Aceitacdo e rejeicdo de strings

Agora que nés ja temos o nosso modelo matematico para autdmatos finitos, vamos interpreta-lo.
Mas o que queremos dizer com “interpretd-lo”? O que vamos fazer € entender como este modelo
matematico pode ser visto como um modelo de computacdo e ndo uma mera S-tupla.

A ideia central é enxergar o AFD como um objeto que receba uma string w = wiw,...w, como
entrada, processe um a um os simbolos de w, e produza uma saida. Durante o processamento de w,
cada passo consiste em ler um simbolo w;, fazer uma mudanca de estado e descartar w;. O AFD ir4,
passo a passo, descartar simbolos de w e ird também mudando de estados neste processo. O ponto
central é que podemos fazer a seguinte pergunta:

* Em que estado o AFD se encontra ap6s o descarte do dltimo simbolo de w?

Digamos que depois da dltima transi¢do de estados o AFD atinja um dado estado g. A ideia
aqui é que se o estado g for um estado final, nés iremos dizer que o AFD aceitou a string w. Por
outro lado, se ¢ ndo for um estado final, nés iremos dizer que o AFD rejeitou a string w. Os estados
finais também sdo chamados de estados de aceitacdo do autdmato.

Exercicio resolvido 3.2 Seja £ = {0,1}. Considere a linguagem bindria L das strings que
contém a substring 01, ou seja, L = {w : w é da forma x01y, sendo que x,y € £*}. Construa um
AFD que aceite todas e somente as strings de L.

Soluc¢ao: Podemos usar o mesmo AFD usado no Exercicio 3.1. u

Exercicio 3.2 SejaX = {a,b,c}. Seja L = {w € * | w é da forma xbbya, sendo que x,y € £*}.
Construa um AFD que aceite a string w fornecida como entrada se, e somente se, w € L. u

Exercicio 3.3 Seja X = {0,1}. Construa AFDs que aceite a string fornecida como entrada se, e
somente se, a string pertence a linguagem L, para cada um dos casos abaixo:

(a) L= {w:w tenha um nimero impar de 1’s}.

(b) L={w:|w| <3}.



© Murilo V. G. da Silva 27

(c) L= {w:w tem ao mesmo tempo um nimero par de 0’s e um niimero par de 1’s}

(d) L={w :sew’ é uma substring de w com |w'| =5, entdo w' tem pelo menos dois 0’s}.

(e) L= {w:wéterminada em 00}.

(f) L= {w: o nimero de 0’s em w € divisivel por 3 e o nimero de 1’s é divisivel por 5}.

(g) L={w:wcontém a substring 011}.

(hy L=X* .
O que precisamos fazer agora é transformar esta ideia intuitiva de que um AFD aceita algumas

strings e rejeita outras strings em definicdes matemdticas precisas. Ou seja, queremos saber

matematicamente o que significa um certo AFD D = (Q,X, §,qo, F) aceitar ou rejeitar uma dada

string w.

Definicao formal para aceitacdo e rejeicao de strings

Voltando a nossa maquina de vender chocolates, considere o seguinte: Se a maquina estiver
no estado B e receber 3 moedas de 1 real, em que estado a mdquina vai parar? A resposta é que
a maquina ird atingir o estado E. O mais importante aqui € observar a estrutura da pergunta
que fizemos: dado um estado e uma sequéncia de moedas, qual é o estado resultante? O que
vamos fazer agora é formalizar esta idéia de que dado um estado g e uma sequéncia de simbolos
w, obtemos o estado resultante é ¢’. O objeto matematico para modelar esta ideia é uma fungao
f:OxX* — Qdeformaque f(g,w) =¢'. Uma vez a defini¢io de tal funcdo depende da fungio &
original da maquina, vamos chamar esta nova funcio de 5.

Defini¢Go 3.1.2 — Fun¢do de trasicdo estendida. Dado um AFD D = (Q.X%,8,40.F), a
Sfungdo de transicdo estendida & de D é a fungdo 0 : Q x * — Q definida indutivamente:

Caso base: w = ¢.

6(q:€) =4
Inducéo: |w| > 0. A A
Seja w uma string da forma w = xa, sendo que x € £* e a € X. Entdo 6(q,w) = 6(5(g,x),a).

A razdo de termos apresentado a definicdo 3.1.2 é que agora temos uma maneira precisa de
dizer o que significa um AFD D aceitar ou rejeitar uma string. A maneira precisa € a seguinte:

Defini¢Go 3.1.3 — Aceitacdo e rejeicdo de strings. Seja D = (Q,X,6,90,F) um AFD e

w € X*. Se §(go,w) € F, entdo dizemos que D aceita a string w. Se 8(qo,w) ¢ F, entdo dizemos
que D rejeita a string w.

Podemos generalizar a ideia de aceitag@o de string para a ideia de aceitacdo de uma linguagem.
Se L € o conjunto de todas as strings aceitas por D, entdo dizemos que D aceita a linguagem L.
Neste caso dizemos que L € a linguagem de D. Isto é definido formalmente a seguir.

Defini¢Go 3.1.4 — Linguagem de um AFD. A linguagem de um AFD D, denotada por L(D),
é definida como L(D) = {w: 0(qo,w) € F}.
Se L é a linguagem de um AFD D, dizemos que D decide a linguagem L. Dizemos também
que D aceita a linguagem L?. Agora segue a definicdo mais importante deste capitulo:

Definicdo 3.1.5 — Liguagem Regular. Dada uma linguagem L, se existe um AFD D tal que
L =L(D), entdo L é dita uma linguagem regular.

2 Alguns textos utilizam também a expressio “L é reconhecida por D”
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3.1.4 Exercicios

Exercicio 3.4 Seja um AFD com alfabeto X e conjunto de estados Q. Sejam x,y € X*, a €L e
q € Q quaisquer.

(2) Mostre que 8(g,xy) = 8(5(g,x),y).
(b) Mostre que 6(g,ax) = 0(6(q,a),x). n

Exercicio 3.5 Considere o seguinte AFD D = (Q,X, 8, qo, F) tal que

¢ Q {quCIlaQZa 7516}
«2=1{0,1,2,..,6}

*F= {610}
. Fungao de transi¢do & definida a seguir:

0(q,i) = qk, sendo que k = (j+i) mod 7

Qual ¢ a linguagem aceita por D? =

Exercicio 3.6 Forneca um AFD com alfabeto £ = {0, 1} que aceite a seguinte linguagem:
= {w: N(w) é um miiltiplo de 3}.

Em outras palavras, o AFD deve aceitar strings como 0, 11, 110, 1001, etc. Para simplificar
vamos assumir que a string € representa o nimero zero (ou seja, N(€) = 0). ]

Exercicio 3.7 Prove formalmente que a sua solugdo para o Exercicio 3.6 é correta. u

Exercicio 3.8 Seja uma linguagem L sobre o alfabeto . O complemento da linguagem L,
denotado por L, é defindo da seguinte maneira: L = X* \ L. Prove que se L € regular, entdo L
também €& regular. =

Exercicio 3.9 Considere os seguintes AFDs: Dy = (Q,%, 89,90, Fg) € Dp = (P,X, 8p, po, Fp)
sendo Q = {qO,ql, ...,qk} eP= {po,pl,...,ph}.

Construiremos agora um terceiro AFD D4 a partir dos dois AFDs anteriores. A ideia é que
dada qualquer string w, 0 AFD D, vai simular a0 mesmo tempo a computa¢do de Dy com w e
Dp com w. Por exemplo, se na terceira transi¢do D estiver no estado g1 e Dp estiver no estado
Ps, entdo na terceira transi¢do o AFD Dy estard em um estado chamado (g, ps). A defini¢do
formal dos componentes de Ds = (A, X, 84, a0, F4) segue abaixo:

* A= Q x P (ou seja, para cada g; € Q e pj € P, temos um estado (g;,p;) € A)

* ao = (qo, o)

* F4 = {“conjunto de todos os elementos (g;, p;) tal que g; € Fp e p; € Fp”}.

* Definigdo de 84: Para todo ¢;,q; € Q e todo p,, p, € P e todo simbolo s € X temos que:
Se 89(gi,s) = q; € 8p(pr,s) = pr. entdo 8x((qi, pr),5) = (4, Pr)-

Sendo Ly = L(Dg) e Lp = L(Dp), responda: Qual € a linguagem aceita por Ds? n

3.2 Autématos Finitos ndo Deterministicos (AFNs)

A computagdo com AFDs é completamente deterministica, ou seja, para cada par (g,a), sendo

g um estado e a um simbolo, temos exatamente uma transi¢do definida no ponto (g,a). E se
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quiséssemos definir um modelo abstrato de autdmato que em certos momentos possa escolher uma
entre vdrias transi¢cdes possiveis de maneira ndo deterministica? E se este autdmato tivesse uma
habilidade “mdagica” de advinhar qual € a transicdo correta a ser executada no momento? Um
exemplo de um diagrama de um autdmato com as propriedades que queremos € o seguinte:

0,1

inicio —( 40 0 @ ! @

Figure 3.2: Um autdmato finito ndo deterministico.

Imediatamente notamos uma diferenca no autdmato da Figura 3.2 em relacdo aos autdmatos da
secdo anterior. Neste exemplo, se o autdmato estiver no estado gg e o simbolo lido for 0, existem
duas possibilidades: (1) o autdmato pode continuar no estado gg; (2) o autdmato pode mudar para o
estado g;. A pergunta chave € a seguinte: dado um autdmato com estas caracteristicas, quais sao as
strings que o autdmato aceita?

Para responder esta pergunta, vamos agora ser mais precisos sobre o que queremos dizer com “o
autdmato advinha” qual transi¢do fazer. A ideia € que, dada uma string w, se existe uma sequéncia
de passos que leve o autdmato a atingir um estado final ao finalizar o processamento de w, entdo
o autdmato ird escolher, a cada momento, uma transi¢do que leve a computacdo em um caminho
correto. Em tais casos, dizemos que string pertence a linguagem do autdmato.

Mesmo com esta habilidade nova, pode ocorrer que ndo exista nenhuma sequéncia de transigdes
que leve o autdmato a aceitar certas strings. Por exemplo, o autdbmato da Figura 3.2 nio “consegue’
aceitar a string 100. Neste caso diremos que tais strings nao estdo na linguagem do automato.

]

Se prestarmos aten¢do no autdmato da Figura 3.2, veremos que ele tem a habilidade de aceitar
exatamente as strings terminadas em 01. Dada uma string da forma x01, tal que x é uma substring
qualquer, o autdbmato pode processar toda a substring x usando o “loop” sobre o estado gp. Quando
faltarem apenas os dois simbolos finais, o0 autdmato utiliza a transi¢ao que vai ao estado g; e depois
a transicao que vai ao estado ¢. Observe que se a string nao € terminada em 01, o autdmato ndo
conseque atingir o estado final em hipdtese alguma.

Observe que a habilidade do autémato poder escolher entre duas transi¢des possiveis nao é
a Unica diferenca que este novo modelo tem em relagdo aos autdmatos deterministicos da se¢do
anteriror. Uma outra situa¢do que pode ocorrer neste modelo e que ndo ocorria no caso determinis-
tico € aquela em que o autdmato nao tenha nenhuma transicdo definida para um determinado par
(estado, simbolo). Por exemplo, se o automato da Figura 3.2 estiver no estado g; e préximo simbolo
a ser lido for 0, o autdmato nao terd nenhuma opg¢ao de transi¢ao para realizar. Em tal caso, diremos
que o autdmato morre.
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NAO DETERMINISMO?

Claramente, do ponto de vista pratico, um autdmato nao deterministico ndo parece ser um
modelo realista de computacao correspondendo a algo concreto do mundo real. Ainda assim, o
estudo deste modelo matematico serd bastante util.

Em teoria da computacio este tipo de situacio € bastante comum. O ponto chave é que estes
modelos “ndo realistas” podem ser pensados, em ultima andlise, como ferramentas matemdticas
liteis, incluisive tteis para nos ajudar a entender modelos “realistas” de computagdo. No
Capitulo 8, veremos que Maquinas de Turing ndo derministicas podem ser usadas para definir
um conjunto de linguagens conhecido como NP, que € parte da famoso (e concreto) problema P
vs NP. Em um curso mais aprofundado de complexidade computacional a defini¢do de modelos
“irreais” de computacdo, mas que ainda assim sejam matematicamente uteis para lidar com
problemas ou modelos concretos de computacao, acontece com muita frequéncia.

3.2.1 Definicao formal para autématos finitos ndo determiniticos

Autdmatos finitos ndo deterministicos tem uma definicdo formal muito parecida com a defini¢ao
dos AFDs. A tnica diferenga é que dado um par (g,a), sendo g um elemento do conjunto Q de
estados do autdmato e ¢ um simbolo, pode ser que exista zero, um, ou mais estados possiveis de
serem atingidos por uma transi¢do com rétulo a. Mais precisamente, a funcao de transi¢io tem a
forma 8(q,a) = S, sendo que S é um conjunto qualquer de estados. Por exemplo, a fungio & do
autémato da Figura 3.2, quando aplicada a (go,0), deve ter a forma 6(qo,0) = {qo, g1 }. Note que,
como os elementos da imagem de § sdo conjuntos, o contradominio da fung¢io é € conjunto de
todos os subconjuntos de Q, ou seja, o conjunto poténcia Z(Q).

Definicdo 3.2.1 — Autémato Finito ndo Deterministico (AFN). Um Automato Finito nao
Deterministico, também chamado de AFN, é uma 5-tupla A = (Q, X, 0, qo, F), tal que:
0 ¢é o conjunto de estados;

¥ é o conjunto de simbolos de entrada;
0 € a fungdo de transi¢do 6 : Q x ¥ — Z(Q);
qo € Q € o estado inicial;

F C Q é o conjunto de estados finais.

» Exemplo 3.2 A defini¢do formal para o diagrama da Figura 3.2 é o AFN N = (Q,X, 8,40, F),
tal que O = {q0,91,92}, L =1{0,1} e a fungdo 6 é definida abaixo:

6(q0,0) = {qo0,q1}

6(q0,1) ={q1}
0(q1,1) = {q2}
0(q1,0) = 6(q2,0) = 6(q2,1) =0 .

Para simplificar, nés usaremos tanto 5-tuplas como tabelas de transi¢cdes como defini¢des
formais para AFNs.
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Exercicio resolvido 3.3 Desenhe o diagrama do AFN definido pela seguinte tabela de tran-
si¢des:

0] 1
—=p | {p.q} | {p}

g | Ar}|{r}

r {s} %)

s {sh] {s}

Solucao:

0,1 0,1
0,1

Uma maneira bastate Util para se descrever os ramos possiveis de computagdo de um AFN A
com uma string w € a utilizacdo de uma avore, chamada de drvore de computacdes possiveis de A
com w. Antes de definir este conceito, vamos apresentar a defini¢do um pouco mais geral.

Definicdo 3.2.2 — (A,q,w)-arvores. Seja (A,q,w) uma tripla tal que A é um AFN, g um é
estado de A e w um string do alfabeto de A. Uma (A, g, w)-drvore é uma arvore enraizada em g
definida da seguinte maneira:

Base: w=¢
A drvore contém apenas o né raiz g

Inducio: w # €

Suponha que w é uma string da forma ax, sendo que a € X e x € £* e seja § a fungdo de
transi¢do do AFN. Se 8(q,a) = {p1,p2,..., Pr}, entdo entdo a drvore contém o né g e, além
disso, ¢ possui os filhos py, pa, ..., pr que s@o raizes de uma (A, p;, x)-arvore.

Definicdo 3.2.3 — Arvore de computagdes possiveis. Seja A = (Q,X, 8, qo,F) um AFN,
w € X*. Uma drvore de computagées possiveis de A com w é uma (A, qo,w)-arvore.

Observe que o nivel 0 da arvore (i.e., a raiz) é o estado inicial do AFN e o nivel i contém todos
os estados que o AFN pode estar depois de i transi¢cdes do autdmato ao processar os i primeiros
simbolos da string de entrada. Em particular, dada uma string de tamanho n, o AFN aceita a string
se e somente se o n-ésimo nivel da drvore contém pelo menos um estado final. No exemplo da
Figura 3.3 o nivel 5 da arvore contém o estado ¢,. O fato de que neste nivel existe apenas um né
que é um estado final significa que o AFN tem exatamente uma computacdo possivel que aceita a
string 01001. A computagdo é definida pela sequéncia de estados do caminho ligando a raiz ao
estado final em questao.
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Figure 3.3: A arvore de computacdes possiveis do AFN N da Figura 3.2 com a string 01001.

Exercicio resolvido 3.4 Apresente uma defini¢do formal para um AFN cujo diagrama seja
idéntico ao diagrama do AFD obtido na solu¢do do Exercicio 3.1.
Solucao: Relembramos que o AFD do Exercicio 3.1 € definido pela seguinte tabela:

0 1
—p|q D
q|19 r
*r|lr r

Para obtermos um AFN cujo diagrama seja idéntido ao diagrama do AFD definido pela
tabela acima, basta fazer o seguinte: se no AFD a fungdo de transi¢@o € 6 (x,y) = z, defina o
AFN de maneira que sua fung@o de transi¢do seja 8(x,y) = {z}. A defini¢do formal do AFN é
dada pela seguinte tabela:

0 1
—p|{a} {p}
q | {qy {r}
ro|{r} {r}

A Figura 3.4 mostra o diagrama do AFN do exercicio 3.4.

Exercicio 3.10 Desenhe a drvore de computagdes possiveis para o AFN do Exercicio 3.4 com
a string de entrada 111010. u
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0
ool a0 0 ;q}\ 1 @
inicio U
Figure 3.4: Um caso particular em que um AFN que se comporta de maneira deterministica.

Aceitacdo e rejeicdo de strings por AFNs

A defini¢do da func¢ao de transicdo estendida de um AFN € um pouco mais complicada que a
defini¢cdo que vimos no caso dos AFDs. A ideia bésica € a seguinte: dado um estado g e uma string
X, queremos saber qual é o conjunto de estados que o autdmato pode estar apds o processamento da
string x se a computacido comegou no estado g.

Definicdo 3.2.4 Dado um AFN N = (Q,X,J, qo, F ), definimos 5:0x%* — Z(0):
BaseA: w=E¢.
6(q,€) ={q}
Inducdo: |w| > 0. A
Seja w € £* da forma xa, onde x € X* e a € X. Suponha 0(q,x) = {p1, p2, ..., pr}- Entdo

n k
6(q,W) = vg] 5(pi761)

I Exercicio 3.11 Calcule &(go,00101) do AEN do Exemplo 3.2. ]

Definicdo 3.2.5 — Linguagem de um AFN. Se N = (Q,X,5,qo,F) é um AFN, entdo L(N) =
{w; 6(qo,w)NF # @} é alinguagem de N.

Se L é a linguagem de um AFN N, dizemos que N decide a linguagem L. Dizemos também
que N aceita a linguagem L.

Exercicio resolvido 3.5 Seja D=(Q,X%,d,q0,F) um AFD. Apresente um AFN N, tal que
L(D)=L(N).

Solugao: A ideia € generalizar o que fizemos no Exercicio Resolvido 3.4. O AFN N que
aceita a mesma linguagem de D é o seguinte: N = (Q,X,8’,qo,F), tal que a fungdo &’ é a
seguinte: se §(x,y) =z, entdo 6'(x,y) = {z}. .

Exercicios

Exercicio 3.12 Suponha que queiramos mudar a defini¢io de AFNs para que a funcdo de
transi¢do tenha a seguinte forma: § : Q X X — (Z(Q) \ @). Observe que autdmatos segundo
esta nova defini¢do nunca morrem. Prove que dado um AFN N, podemos construir um AFN N’
segundo nossa nova defini¢ao que aceita a mesma linguagem de N. u

Exercicio 3.13 No caso particular de AFNs que séo deterministicos, qual é o formato da drvore
de computacdes possiveis? U
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Equivaléncia entre AFDs e AFNs

Algo que vamos lidar com frequéncia neste curso € a diferenca de expressividade entre diferentes
modelos de computacdo. Veremos no Capitulo 4 que existem algoritmos que, embora ndo possam
ser expressos na forma de um AFD, podem ser expressos em outros modelos matematicos. Em tais
casos normalmente dizemos que estes outros modelos sao mais poderosos (ou mais expressivos)
que o modelo de AFD.

EXPRESSIVIDADE DE MODELOS DE COMPUTACAO

A ideia de expressividade de um modelo de computacio é central em Teoria da Computagao.
Embora AFDs sejam capazes de realizar tarefas interessantes, como testar se um dado nimero é
divisivel por 3 (ou mesmo divisibilidade por qualquer k fixado a priori), veremos no Capitulo 4
que AFDs ndo sdo capazes de “testar primalidade” de nimeros. De maneira formal, provaremos
que ndo existe um AFD D tal que L(D) = L, ou seja, que tome uma string bindria e decida se ela
representa um nimero primo. Como sabemos que podemos escrever algoritmos (expressando
eles em linguagem C, por exemplo) para testar primalidade de nimeros, concluimos que o
formalismo de AFD nao € o formalismo mais geral possivel para expressar algoritmos.

A limitagdes dos AFDs, neste momento do curso, ndo € o mais importante aqui. O que
queremos observar aqui € que sempre que apresentamos um novo modelo de computacéo, como
o modelo de AFNs, algo que sempre nos preocuparemos ¢ como tal modelo se compara com
outros modelos de computacio ja conhecidos, com AFDs.

No Exercicio Resolvido 3.5 o objetivo foi mostrar que qualquer linguagem que um AFD
reconheca, também pode ser reconhecida por um AFN. Isso significa que AFNs sdo pelo menos
tdo poderosos como AFDs. Isso € natural, pois AFNs sdo generalizagdes de AFDs. A pergunta
6bvia que devemos fazer é: AFNSs sdo estritamente mais poderosos que AFDs? Veremos nesta
secdo que a resposta € nao. Ou seja, podemos mostrar que se uma linguagem pode ser aceita por
um AFN, entdo existe algum AFD que aceita a mesma linguagem. Isso pode parecer um pouco
surpreendente, pois AFNs, em algumas situagdes, tem a capacidade de advinhar qual transi¢io deve
fazer, uma capacidade que AFDs ndo tem.

Algoritmo de constru¢cdo de conjuntos

O Algoritmo 1 apresentado a seguir recebe um AFN N = (Qy, X, Oy, qo, Fy) como entrada e
retorna um AFD D = (Qp,X,6p,{qo},Fp) como saida tal que L(N) = L(D). A ideia central é
construir um AFD D que possa “simular” N usando a seguinte ideia: No momento em que o AFN N
vai processar o i-ésimo simbolo da string de entrada w = wy....w;...w,, 0s possiveis estados que N
pode estar em tal instante sdo dados pelos nds do i-ésimo nivel da arvore de computacdes possiveis
de N com w. Seja P; o conjunto dos estados do i-ésimo nivel desta drvore e P,1 o conjunto de nds
do (i+ 1)-ésimo nivel desta mesma drvore. O AFD D contruido pelo algoritmo, terd uma transi¢do
de um estado chamado P, para outro chamado Py (tais estados correspondem aos conjuntos de
estados P, e P11 da arvore de computagdes possiveis mencionados anteriormente), e esta transicao
terd o rétulo w;. Em outras palavras, dp(P;,w;) = Piy1. O que o algoritmo faz ¢ usar forca bruta e
aplicar a fungdo dy em todas as combinagdes possiveis de pares (P;,a), tal que P, C Q, a € X para
que possa determinar P .
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Algorithm 1 Construindo um AFD a partir de um AFN.
AFN_AFD (QN7 27 8N) q0, FN)
: Op =2 (0Qn)

1

2: Fp={SC Z(Qn)talque SNFy # &}

3: for all S C Op do

4: foralla € X do

5: Defina a fung@o 8p no par (S,a) da seguinte maneira: dp(S,a) = | oy(p,a)
peS

6: D= (0p,L,0p,{qo},Fp)

7: Return D

Vamos aplicar o algoritmo no autémato da Figura 3.2, cuja tabela de transi¢cdes € a seguinte.

| 0] 1

—qo | {90,q1} | {q0}
q1 7 | {q2}
*q2 %] %]

Ao aplicarmos o Algoritmo 1 no AFN da tabela anterior, obtemos como saida o AFD definido
pela seguinte tabela de transi¢des:

0 1
(%) %] (%)
—{q0} | {q0,q1} {qo}
{a1} o {a2}
{2} % %

{q0,a1} | {q0,q1} | {90,492}
*{q0,92} | {q0,q1} {q0}
*{q1,92} z {a2}

*{90,91,q2} | {q0,91} | {90,902}

Observe que os estados do AFD obtido sdo conjuntos. Isso ndo é um problema, pois os estados
de um AFD podem ser qualquer coisa, desde que os elementos da imagem da fungio 6 sejam do
mesmo tipo que os estados do AFD (note que neste caso os proprios estados sdo conjuntos). O que
ndo devemos fazer é confundir com o caso dos AFNs em que os elementos da imagem da fungéo 6
sdo de natureza diferente dos estados.

Algoritmo de construcdo de conjuntos: versdo melhorada

Alguns alunos mais observadores devem ter notado que ndo precisamos de todos os estados
do AFD resultante. Precisamos apenas dos estados “alcangdveis” a partir do estado inicial {go}.
Olhando a tabela, notamos que na linha do estado inicial {go}, atingimos o estado {go,q1} e
o proprio estado {go}, dependendo do simbolo lido. Ao olharmos a tabela, na linha do estado
{40,491}, vemos que atingimos o estado {qo,¢>} se o simbolo lido for 1. Se o autdmato estiver no
estado {qo, 2}, independente do simbolo lido, os dnicos estados alcangdveis sdo estados que ja
mencionamos (i.e., {qo}, {g0,¢1} € {q0,42}). Portanto, como a computag¢do sempre comega no
estado {qo}, os tnicos trés estados atingiveis para qualquer string de entrada sdo {q1}, {qo,q1} €
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{40,¢2}. Com isso, podemos eliminar os estados desnecessdrios e simplificar a tabela da seguinte
maneira:

| 0 1

—{q0} | {90.91} {q0}
{q0,a1} | {q0,a1} | {q0,92}
*{q90,92} | {q0,01} {q0}

N&o vamos nos preocupar tanto com formalismo neste ponto, mas se quiséssemos fornecer
uma definicao formal para o coneceito de estado alcangdvel poderfamos usar a ideia de um vértice
alcancdvel por uma busca em largura em um grafo direcionado. Pense no AFD obtido pela saida do
Algoritmo 1 como um grafo direcionado em que os vértices sio os estados e as arestas direcionadas
do grafo ligam o vértice p ao vértice ¢ caso ocorra que para algum simbolo a, 6(p,a) = g. Com
iss0, 0s estados alcangdveis sdo os vértices alcangdveis por algum caminho direcionado a partir do
vértice correspondente ao estado inicial.

A partir de agora, sempre que formos construir um AFD equivalente a um dado AFN, vamos
manter apenas os estados alcancdveis. A versdo aprimorada do algoritmo € o seguinte:

Algorithm 2 Construindo um AFD a partir de um AFN: algoritmo melhorado.
AFN_AFD (Qn, X, 6y, 90, Fy)
1. Op = 2(0n)
. Fp ={SC Z(Qy) tal que SNFy # &}
: for all S C Qy do
for alla € X do

Defina a fungdo Op da seguinte maneira: dp(S,a) = |J Oy(p,a)
pES

@)}

. Elimine os estados ndo alcangaveis
: Return (QD?Za 6D7 {QO}aFD)

<

Teorema 3.3.1 Se o AFD D = (Op,X,p,{qo},Fp) é obtido pelo Algoritmo 1 (ou pelo Algo-
ritmo 2) a partir de um AFN N = (O, X, 6y, 9o, Fy ), entdo L(N) = L(D).

Exercicio 3.14 Prove o Teorema 3.3.1
(Dica: prove por indugdo que Vw € X, 6p(qo,w) € Fy < ov({qo},w) N Fy) n

O préximo teorema enuncia a equivaléncia entre AFDs e AFNs.

‘ Teorema 3.3.2 Uma linguagem L € aceita por um AFD se e somente se L ¢ aceita por um AFN.

Prova: Consequéncia do Teorema 3.3.1 e do Exercicio Resolvido 3.5.
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3.3.3 Exercicios

Exercicio 3.15 Considere o o AFN dado pela tabela abaixo:

0] 1

—p | {p,q} | {p}
q| A{r} | {r}

r {s} %)

s {sh] {s}

Apresente um AFD que aceite a mesma linguagem do AFN acima. u

Exercicio 3.16 Qual a linguagem aceita pelo AFN abaixo?

0,1

0,1 0,1
inicio —{ 40 ! @ - @ - @

I Exercicio 3.17 Forne¢a um AFD equivalente ao AFN do Exercicio 3.16. u

3.4 Autématos Finitos ndo Deterministicos com transicoes &€

Vamos considerar agora um diagrama de um AFN que contém algumas transi¢des com o rétulo
€. Estas transi¢des sdo chamadas de transicées € e um autdmato que tenha tais transi¢des serd
chamado de €-AFN.

A ideia é tentar incrementar ainda mais o poder do nosso modelo de computacdo. A nova
habilidade que vamos incluir em nosso autdmato € a possibilidade de arbitrariamente fazer certas
mudancas de estado sem que nenhum simbolo seja consumido. Para apresentar este conceito vamos
usar um exemplo do livro de Hopcroft, Motwani e Ullman [HMUO6]. A ideia é construir um e-AFN
que aceita strings que representam niimeros decimais que estejam na forma descrita a seguir:

(1) O ntimero pode ter sinal “+” ou “—”, mas este sinal € opcional;
(2) Em seguida, ha um string de digitos (os digitos da parte inteira do nimero), que também ¢é
opcional;

(3) Apos esta sequéncia de digitos ha um ponto decimal ““.” obrigatdrio;

(4) Opcionalmente, h4 outra string de digitos (os digitos da parte decimal do niimero);

(5) Faz-se arestricdo extra de que pelo menos uma das strings de digitos de (2) e (4) é ndo seja
vazia.

Observe que o alfabeto do autdémato é {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, - ,+,—}. Alguns exemplos de
strings aceitas sdo 5.72, +5.72, -12., -1. e -.5 enquanto alguns exemplos de strings ndo aceitam sdao
+-5.72, -12, 8.0- ¢ ..56. O autdmato € o seguinte:
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Figure 3.5: Um €-AFN que aceita nimeros decimais.

A defini¢do formal para e-AFNs € bastante semelhante a definicdo dos AFNs:

Definicdo 3.4.1 — e-AFN. Um &-AFN ¢ uma 5-tupla E = (Q, X, 8, qo, F) tal que cada um dos
componentes tem a mesma interpretacio que um AFN, exceto pelo fato que 0 é uma fungédo do
tipo 6 : O x (XU{e}) — Z(Q), sendo que € ¢ X.

= Exemplo 3.3 O &-AFN do exemplo anterior é E = ({qo,..-,q5}, {s,+,—,0,...,9}, 8,90,{gs})
tal que a tabela de transi¢Ges de 6 € a seguinte:

€ | sinal . digito

q0 | {q1} | {a1} ) )
a1 o g | {2} | {91,94}
@ 9 g| @ {a3}
g3 | {gs} @ @ {93}
4| O o | {q3} )
*gs 1% % %} 1%

Observe que no Exemplo 3.3, se quiséssemos ser totalmente rigorosos, a tabela de transi¢des
teria que ter 14 colunas: exatamente 13 colunas para o alfabeto do autdmato (uma coluna para
cada um dos 10 digitos, duas colunas para os sinais € uma para o ponto) além de uma coluna extra
para €). Entretanto, para simplificar, agrupamos todos os digitos em apenas uma coluna e os dois
possiveis sinais em uma outra coluna, pois transi¢des para cada elemento destes grupos sao as
mesmas.

O nosso préximo passo agora € definir o conceito de funcdo de transi¢do estendida. Para que
possamos apresentar tal definicdo, vamos antes definir o que € o €-Fecho de um estado. A ideia é
que o fecho de um estado g € o conjunto de todos os possiveis estados que podem ser atingidos a
partir de ¢ (incluindo o préprio ¢) utilizando-se uma quantidade arbitraria de trasicdes €.

Definicdo 3.4.2 — ¢-Fecho de estados. Seja um £-AFN com conjunto de estados Q e seja
g € Q. Vamos definir o conjunto €-Fecho(g) de maneira indutiva:

Base: g € e-Fecho(q)
Inducdo: se p € e-Fecho(q) e r € §(p, €), entdo r € e-Fecho(g).

Agora que temos a Defini¢do 3.4.2 em maos, podemos definir o conceito de funcdo de transi¢do
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estendida de um £-AFN. A ideia é parecida com a definicdo de funcéo de transicdo estendida de
um AFN, com o cuidado extra de adicionar os estados que podem ser atingidos por trasi¢cdes €.

DefinicGo 3.4.3 — Fungdo de fransicdo estendida em &-AFNs. Dado um &-AFN N =
(0,%,8,q0,F), definimos 0 : Q x X* — Z(Q) indutivamente:

Base: 8(g, &) = e-Fecho(q)
Indugdo: Seja w € X* da forma xa, onde x € X* e a € X. Suponha S(q,x) ={p1,P2, -, Pk }-

k
Suponha U 8(pi,a) = {ri,r2y..c;tm}

=1
Enio  m
* 0(q,w) = | e-Fecho(r;)
j=1

O préximo passo € definir o que € a linguagem de um €-AFN.

Definicdo 3.4.4 — Linguagem de e-AFNs. Seja E = (Q,X,0,qo,F) um €-AFN. Definimos
L(E) = {w;06(qo,w)NF # @} como sendo a linguagem de E.

Dada uma linguagem L, se existe um &-AFN tal que L = L(E), entdo dizemos que E aceita L.

Exercicio resolvido 3.6 Seja X = {a,b,c}. Apresente um e-AFN para a linguagem das strings
sobre ¥ que t€m a forma a'b"cl, tal quen>0,m>0,/>0.

Solucao:

b
inicio —( P }— é £ @
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Equivaléncia entre AFDs e ¢-AFNs

Nesta se¢@o vamos construir um AFD D a partir de um €-AFN E = (Qg, X, 0g, qo, Fg). A ideia
aqui é praticamente a mesma da que vimos na sec¢io 3.3. A tnica diferenca é que temos que tomar
cuidado com as transicoes €.

Algorithm 3 Construindo um AFD a partir de um €-AFN
AFN_AFD (Qk.X, 8k, q0, FE)

1. Op = Z(Qk)
2: Fp= {S,SQ QDGSQFE 75@}
3: go = €-Fecho(qo)
4: for all S C Oy do
5: foralla c X do
6: R=U SE(q,-,a)
q;€S
7: Defina a fun¢do 6 da seguinte maneira: 8p(S,a) = |J &-Fecho(r;)
ri€R
8: Elimine os estados ndo alcangéveis :

Nel

. Return (Qp, %, 8p,{q0}, Fp)

Teorema 3.5.1 Se o AFD D = (Qp,X,p,{q0},Fp) é obtido pelo Algoritmo 3 quando toma
como entrada o e-AFN E = (O, Z, dv,qo, Fy ), entdo L(D) = L(N).

Teorema 3.5.2 Uma linguagem € aceita por um AFD se e somente se é aceita por um £-AFN.

Vamos construir um AFD equivalente ao €-AFN da Figura 3.5 usando o Algoritmo 3. A tabela
do AFD que o algoritmo retorna é o seguinte:

+,— o,...,9 .

—{q0,q1} | {1} | {q1,94} {q2}
{q1} a | {q1,94} {a2}
{ai.q4} | 2 | {a1,9a} | {92:93,95}
{2} | @ | {g3.95} @

@ o @ %
{q42,93,95} @ | {9395} @
*{q3,95} g | {a3,95} o

O diagrama do AFD obtido pelo Algoritmo 3 € o seguinte:
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3.5.1 Exercicios

Exercicio 3.18 Considere o €-AFN dado pela tabela abaixo:

(a) Desenhe o diagrama do €-AFN

(b) Calcule o e-fecho de cada estado.

(c) Forneca todas strings w tal que |w| < 2 aceitas pelo autdmato.
(d) Converta o e-AFN em um AFD.

Exercicio 3.19 Repita a questdo 1 para o e-AFN dado pela tabela abaixo:
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Exercicio 3.20 Apresente um AFD que decida a mesma linguagem do €-AFN do Exercicio
Resolvido 3.6 u

Exercicio 3.21 Apresente a arvore de computacdes possiveis para €-AFN da figura 3.5 com a
string —0.95. =

Expressoes Regulares (ERs)

Expressoes regulares sdo expressdes matemdticas que representam linguagens. A ideia é que
podemos usar uma expressao como, por exemplo, 01*0 para denotar uma determinada linguagem.
A expressdo deste exemplo, em particular, representa o conjunto de todas as strings que contém
“um tnico 0 seguido por um nimero arbitrario de 1’s seguido de um tinico 0”.

De maneira mais geral, veremos como representar qualquer linguagem regular usando tais
expressdes. Adicionalmente, veremos também que apenas linguagens regulares, ou seja, lingua-
gens de autdmatos, podem ser representadas por expressoes regulares. Com isso, a conclusdo
que tiramos € que existe uma certa equivaléncia entre expressdes regulares e autdmatos. Mais
precisamente, expressdes regulares tem o poder de expressar exatamente os problemas que podem
ser resolvidos pelos algoritmos expressos na forma de AFDs.

Construindo Expressoes Regulares

O nosso objetivo agora é definir indutivamente que tipos de expressdes sdo consideradas
expressoes regulares védlidas. O ponto chave é que cada expressio regular corresponda a exatamente
uma linguagem. Portanto, a0 mesmo tempo que iremos definir quais expressdes sdo validas, vamos
também definir exatamente qual linguagem corresponde a esta expressao.

Definicdo 3.6.1 — Expressdes Regulares.
Seja X um alfabeto qualquer. Uma expressdo regular R é uma expressdo matemadtica,
correspondente a uma linguagem L(R) C X*, definida indutivamente a seguir.

Base (expressoes regulares elementares):
(1) Tanto £ quanto & sdo expressdes regulares que correspondem, respectivamente, as lingua-
gens L(g) = {e} ¢ L(2) = .
(2) Para todo simbolo a de X, a expressdo a ¢ uma expressdo regular correspondente a
linguagem L(a) = {a}.
Inducao:
(1) Se E e F sdo expressdes regulares, entdo E + F' € uma expressio regular representando a
unido de L(E) e L(F). Isto é, L(E+F) = L(E) UL(F).
(2) Se E e F sd@o expressoes regulares, entio EF € uma expressao regular denotando a
concatenagdo de L(E) e L(F). Isto é, L(EF) = L(E)L(F).
(3) Se E é uma expressao regular, entdo E* é uma expressdo regular que representa o
fechamento de L(E). Isto é, L(E*) = (L(E))*.
(4) Se E é uma expressao regular, entdo (E) também é uma expresséo regular, representando
a mesma linguagem que E representa. Isto é, L((E)) = L(E).
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m Exemplo 3.4 SejaX ={0,1}. Considere a linguagem das strings bindrias {€,1,11,111,1111,...},
i.e., strings que consistem de um nimero arbitrario de simbolos 1. A expressdo regular R = 1*
corresponde a esta linguagem, pois:

* Primeiramente, como 1 € X, observe que a expressao regular 1 € uma expressdo valida pela
base da Defini¢ao 3.6.1, item (2). Segundo a inducdo, item (3), da Definicdo 3.6.1,se 1 é
uma expressao valida, entdo 1* também € uma expressao vélida.

* Note que L(1) = {1} pelo item (2) da base da defini¢do. Aplicando agora a inducdo, item
(3), vejaque L(1*) = {1}* ={¢g,1,11,111,1111,...}.

Exercicio resolvido 3.7 A expressio regular para a linguagem L das “strings contendo 0’s e
I’s alternados” € (01)* + (10)* 4 0(10)* + 1(01)*. Justifique isto passo a passo.

Solu¢do: Como ainda estamos em um dos primeiros exemplos de expressdes regulares, vamos
ser bastante cuidadosos em nossa demonstragao.

Passo 1: Segundo a Base da Defini¢ao 3.6.1 (item 2), se 0 € £, entdo 0 € uma expressdo regular
vdlida. Ainda segundo esta defini¢éo, a expressdo 0 representa a linguagem {0}.

Passo 2: Usando o mesmo argumento do passo anterior, 1 € uma expressio regular valida que
representa a linguagem {1}.

Passo 3: Até este ponto ja sabemos que 0 e 1 sdo expressdes regulares validas que representam
as linguagens {0} e {1}, respectivamente. Segundo a Definicdo 3.6.1 (Indugdo, item 2),
concluimos que 01 também é uma expressdo valida. A linguagem que esta expressao representa

¢ L(01) = {0} - {1} = {01}.

Passo 4: A partir da expressdo obtida no passo Passo 3, podemos aplicar a Defini¢do 3.6.1 (In-
dugdo, item 3) e concluir que (01)* é uma expressdo vélida, e L((01)*) = {g,01,0101,010101,...}.

Passo 5: Usando argumentos semelhantes aos anteriores, concluimos que (10)* também é uma
expressdo vdlida, e L((10)*) = {¢, 10,1010, 101010, ...}.

Passo 6: Pelos Passos 4 e 5, (01)* e (10)* sdo expressdes vélidas que representam as linguagens
{e, 01,0101, 010101,...} e {¢, 10, 1010, 101010, ...}, respectivamente. Pela Defini¢do 3.6.1
(Indugdo, item 1), (01)* + (10)* é uma expressdo vdlida e L((01)*+ (10)*) = {¢, 01, 0101,
010101,...} U {e, 10, 1010, 101010,...} = {&,01,10,0101,1010,010101, 1010101, ... }.

Passo 7: Podemos concluir que 0(10)* é uma expressdo regular a partir do fato que 0 e
(10)* sao expressdes validas (concluimos isso nos Passos 1 e 5) e a linguagem que expressdo
representa é {0, 010, 01010,0101010, ...}. Usando argumentos semelhantes, podemos concluir
que 1(01)* & uma expressdo regular vélida e L(1(01)*) = {1, 101, 10101,1010101,...}. Com
isso, podemos aplicar a Defini¢do 3.6.1 (Indugdo, item 1) nas expressdes 0(10)* e 1(01)* para
concluir que 0(10)* 4 1(01)* é uma expressdo regular vélida representando a linguagem {0,

010, 01010,0101010, ...} U{1, 101, 10101,1010101,...}.

Passo 8: Aplicando a Defini¢do 3.6.1 (Indugdo, item 1) nas expressdes obtidas no Passo 6
e 7, concluimos que £ = (01)*+ (10)* +0(10)*+ 1(01)* é uma expressdo regular vélida e
L(E) ={€,0,1,01,10,010,101,0101,1010,010101,...}. n

Assim como ocorre em expressoes aritméticas, operadores em expressdes regulares obedecem
regras de precedéncia. As regras sdo as seguintes:
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* O operador * tem precedéncia mais alta e, portanto, deve ser o primeiro a ser aplicado. Com

isso, por exemplo, a expressdo 01* é equivalente a 0(1)*;

* O operador com segunda maior precedéncia é o operador de concatenagdo. Com isso, por
exemplo, a expressdo a + bc € equivalente a a + (bc);

* O operador de menor precedéncia € o operador +;

* Como de custume, usamos parentesis para alterar a precedéncia de operadores.

Exercicio 3.22 Seja X = {a,b,c}. Apresente a expressio regular para a linguagem das strings
sobre ¥ que comecam e terminam com a € t€ém pelo menos um b. u

Exercicio 3.23 Seja X = {a,b}. Apresente a expressdo regular para a linguagem das strings
sobre X que tem tamanho fmpar. C

3.6.2 Expressoes Regulares e Autdmatos

Os dois seguintes teoremas sao centrais em teoria de linguagens regulares:

Teorema 3.6.1 Seja L(D) a linguagem de um AFD D qualquer. Entdo existe uma expressao
regular R tal que L(R) = L(D) .

Teorema 3.6.2 Seja L(R) é a linguagem representada por uma expressdo regular R qualquer.
Entdo existe um AFD D tal que L(D) = L(R).

3.6.3 Exercicios

Exercicio 3.24 Obtenha uma expressdo regular que represente a linguagem do seguinte €-AFN:

0,1

oo —=f| A J—t @ 0! @ 0! @

Exercicio 3.25 Obtenha um €-AFN cuja linguagem seja a mesma representada pela expressiao
regular (0+1)*1(0+1). n

Exercicio 3.26 Considere os alfabetos £| = {a,b,c} e £, = {0, 1}. Forneca expressdes regu-
lares para as seguintes linguagens:

(a) L CXj tal que toda string de L tem pelo menos um a € um b.

(b) Conjunto de strings sobre X, tal que o terceiro simbolo de trds para frente é 1.

(c) L C X% definido por L = {w | w tenha um nimero par de 0’s e um ntimero par de 1’s}.
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Exercicio 3.27 Dado o AFD abaixo, encontre uma expressao regular equivalente. Vocé deve
mostrar o desenvolvimento passo a passo de solugao.

Exercicio 3.28 Considere o -AFN E = ({90,91,92,93},{a,b,c},0,q0,{g3}) abaixo:

a c
inicio —> <
b
OO
b a,c

(a) Apresente a tabela de transi¢cdes da funcéo & do autdomato E.

(b) Fornega uma expressao regular R tal que L(R) = L(E). Mostre passo a passo o desen-
volvimento da sua solucio. "

Exercicio 3 29 Forneca um €-AFN que aceite a mesma linguagem da expressdo regular
(00+11)*+(111)*0. n

Exercicio 3.30 Construa um €-AFN que aceite a mesma linguagem da expressio regular
00(0+1)* u
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Existem linguagens ndo regulares? Nas se¢Oes anteriores nds ja antecipamos que a resposta é
sim. Veremos neste capitulo que algumas linguagens extremamente simples como, por exemplo,
Loy = {0"1" | n > 1}, ndo sdo regulares.

Lembramos que, por defini¢do, uma linguagem € regular se existe um AFD que a aceite.
Portanto, dada uma linguagem L, se quisermos mostrar que L € regular, basta explicitamente apre-
sentarmos um AFD a aceite. Entretanto, se quisermos mostrar que L ndo é regular, temos que provar
que ndo existe nenhum AFD que aceite L. Ou seja, precisamos usar um argumento que exclua
logicamente a possibilidade de que cada um dos infinitos possiveis AFDs tenha a propriedade de
ser um AFD que aceite L. A demonstracdo deste tipo de afirmacgao tende a ser mais dificil de se
obter. Nosso primeiro objetivo neste capitulo € apresentar uma ferramenta matemadtica, conhecida
como Lema do Bombeamento, que serd extremamente Util para demonstrarmos que certos AFDs
nao existem.

O Lema do Bombeamento para Linguagens Regulares

O seguinte lema serd bastante 1til para provarmos que certas linguagens nao sao regulares:

Lema 4.1.1 — Lema do Bombeamento (LB). Seja L uma linguagem regular infinita. Entdo
existe uma constante ¢ tal que VYw € L, com |w| > t, o seguinte é verdadeiro:

dx,y,z € X* tal que w = xyz e as trés condi¢des abaixo sdo satisfeitas:
Dy#e @<t B)Vk>0xfz€elL

No decorrer deste capitulo nos referiremos ao Lema 4.1.1 como Lema do Bombeamento ou
simplesmente LB. Agora vamos mostrar como podemos fazer uso do LB para mostrar que uma
linguagem ndo é regular. A vantagem de se usar o LB é que ndo precisamos mostrar explicitamente
que um certo AFD nio existe. O que acontece aqui é que todo trabalho da prova de inexistécia do
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AFD fica “encapsulada” dentro da demonstracio do LB, que iremos omitir aqui. Segue um exemplo
de como fazer uso do Lema do Bombeamento para provar que uma determinada linguagem no é
regular.

Teorema 4.1.2 Loy = {0°1' | i > 1} nfo € regular.

Prova: Suponha que Lg; € regular. Portanto, usando o LB, sabemos que existe ¢ € N, tal que se

tomaramos uma string w de L “grande o suficiente” ou seja, tal que |w| > ¢, deve existir x,y,z € L*

tal que w pode ser escrita como w = xyz de maneira que as trés afirmagdes abaixo sdo verdadeiras:
(I)y#€e (2)|xy| <t (3)Vk>0,xy*z € L.

Considere a string w = 0'1’. Note que w € Ly e |w| > ¢. Portanto podemos aplicar o LB e, com
isso, w pode ser escrita na forma w = xyz tal que as trés afirmagdes acima sio verdadeiras.

Pela condic@o (2), temos que |xy| < ¢ e portanto a string xy contém apenas 0’s. Portanto, todos
os simbolos 1 da string w estéo contidos em z (note ndo necessariamente z contém apenas simbolos
1, mas isso ndo € relevante aqui).

Pela condigio (3), a string xy*z deve pertencer a Lo; para qualquer k > 0. Portanto, em particular,
xyoz € Lo;. Com isso, temos que xz € Lo;.

Note que |xyz| = 2¢. Pela condigdo (1), |xz| < |xyz| e portanto |xz| < 2¢. Como z tem ¢ simbolos
1, a string xz pode ter no maximo t-1 simbolos 0. Isso € uma contradi¢do, pois xz € Lo;. Logo Lo
ndo é regular. [J

Vamos utilizar agora o LB em uma linguagem um pouco mais interessante:

Teorema 4.1.3 L, = {17 | p é um niimero primo } ndo & regular.

Prova: Suponha que L, € regular. Entdo o LB nos diz que existe ¢ € N, tal que se tomaramos uma
string w de L,, tal que |w| > ¢, entdo Jx,y,z € £* tal que w pode ser escrita como w = xyz e:

(Dy#e ()<t (3)Vk>0x)zeL,.

Considere a string w = 17 para algum primo p > ¢. Note que w € uma string para a qual
podemos aplicar o LB, pois w € Lp e |w| > t. Portanto w pode ser escrita na forma w = xyz
satisfazendo condi¢des acima.

Pela condicio (3), a string xy*z deve pertencer a L, para qualquer k > 0. Em particular, para
k = p+ 1, podemos concluir que xy?*!z € Ly.

Note que |xy”*!z| = |xz| + [y?T!|. Seja |y| = n. Com isso temos:

p+1 p+1|

2| = |zl + 1y
=(p—n)+n-(p+1)
=p—n+n+tp

|xy

=p+np
=p-(1+n)

Como p é primo, p > 2. Além disso, a condi¢do (1) diz que n > 1, e portanto (1+n) > 2.
Como ambos p e (1 +n) sdo maiores ou iguais a dois, o produto p- (1 +n) = |xy’*1z| ndo é um
ntimero primo. Isso contradiz o fato que xy?*'z € L, U

O Teorema 4.1.3 mostra que o problema de reconhecer se um determinado nimero € primo
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ndo pode ser solucionado usando um algoritmo (ou uma maquina) cujo funcionamento possa ser
descrito por um automato finito. Entretanto, observe que aqui estamos permitido que o alfabeto
contenha apenas simbolos 1, de maneira que os nimeros primos sao representados pelas strings 17,
onde p € um primo. Também podemos provar algo mais “natural”, que é supor que o alfabeto de
entrada é £ = {0, 1} e os primos sdo as strings bindrias que representem nimeros primos. Embora
a prova disto seja um pouco complicada (veja o Exercicio Opcional 4.6), vamos enunciar este
teorema abaixo. No enunciado do teorema, relembramos que N (w) é o nimero natural que a string
bindria w representa.

‘ Teorema 4.1.4 L, = {w | N(w) é um nimero primo} néo é regular.

Prova: Exercicio 4.6. U

I Exercicio 4.1 Prove que Ly = {“strings da forma ww®”} ndo é regular. u
I Exercicio 4.2 Prove que Ly, = {w | w tem o mesmo nimero de 0’s e 1’s} ndo é regular. =

Exercicio 4.3 Prove que Lyos0 = {w | 0 nimero de 0’s em w é o dobro do nimero de 1’s} ndo
é regular. =

I Exercicio 4.4 L, = {17 | p é um quadrado perfeito} ndo é regular. ]

Exercicio 4.5 (OPCIONAL) Prove que a seguinte versdo mais forte do Lema do Bombeamento
€ verdadeira:

Seja L uma linguagem regular infinita. Entao existe uma constante 7 tal que Vw € L, com
lw| > t, o seguinte é verdadeiro:

Ju,x,y,z,v € L* tal que w = xw'z = uxyzv e as trés condi¢des abaixo sdo satisfeitas:

My#e @<t  B)Vk>0,ux(w)zvel

Exercicio 4.6 (OPCIONAL) Prove que L, = {w | N(w) é um nimero primo} nio é regular.
Dica: Use a versao do Lema do Bombeamento do Exercicio 4.5. Além disso, para resulver esse
exercicio também podem ser tteis o Teorema de Dirichlet e o Pequeno Teorema de Fermat. =

Automato com Pilha (AP)

No capitulo 3 n6s apresentamos a definicdo de AFDs e definimos linguagens regulares como
sendo linguagens aceitas por AFDs. Depois disso, demos uma habilidade a mais ao autdomatos:
a possibilidade de “advinhar” qual transi¢cdo fazer. Em seguida, adicionamos a possibilidade do
automato fazer transi¢des €. Ainda assim, o conjunto de linguagens aceitas por tais autdmatos ainda
sdo as linguagens regulares. Agora vamos encontrar um cendrio diferente. Vamos incrementar o
nosso €-AFN com uma habilidade que, conforme veremos adiante, o tornard mais poderoso, isto &,
o tornara capaz de aceitar linguagens ndo regulares. A habilidade que vamos incluir ao autdémato é
a possibilidade de armazenar informacao e recuperar informac¢do em uma memoria. O ponto chave
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aqui € que, embora o autdmato tenha acesso a um tipo de memoria bastante restrito (uma pilha de
dados), este fato serd suficiente para aumentar o seu poder de computagao.

Primeiramente, observe que este novo modelo é capaz de realizar tarefas que um £-AFN
ja realizava, ou seja, reconhecer linguagens regulares, pois podemos computar simplesmente
ignorando o fato que temos agora uma pilha de dados. Entretanto, fazendo uso da pilha de dados,
veremos que este modelo de computagao é capaz de reconhecer linguagens que nao sdo regulares.

O modelo matemdtico para autématos com pilha

Definicdo 4.2.1 — Autébmatos com Pilha (AP). Um automato com pilha P é uma 7-tupla
P=(0,X,T,0,q0,%0,F) tal que:

0,%, qo, F: Tem a mesma interpretacdo que em um €-AFN.

I" € o alfabeto da pilha.

Zy € T é o simbolo inicial. Adicionalmente, temos que Zy ¢ X.

0:0xXU{e} xI' = &, tal que S é um conjunto de pares (¢q,7), talque g € Qe y € IT'™*.

Vamos agora fazer a interpretacdo de como o modelo que acabamos de definir computa.
Relembramos antes que, a cada passo, um e-AFN executava duas a¢des: (1) consumia um simbolo
(possivelmente €); (2) mudava de estado. Agora no caso dos APs, a cada passo, o automato executa
quatro agdes: (1) consome um simbolo da string de entrada; (2) desempilha o simbolo do topo da
pilha; (3) muda de estado; (4) empilha uma sequéncia de simbolos na pilha.

No caso dos €-AFNs, cada passo da computacio depende de um par (estado atual, simbolo
consumido). No caso dos APs!, cada passo da computacio do AP é determinado por uma tripla
com a seguinte forma: (estado atual, simbolo consumido, simbolo desempilhado). Por este motivo,
observe que o dominio da fungdo & da Defini¢cdo 4.2.1é O x XU {e} x I

Neste modelo, ap6s a mudanca de estado o AP tem a habilidade de empilhar uma sequéncia de
simbolos na pilha. Por este motivo, o contradominio da func¢éo 6 é definido como sendo Q x I'™*.
Observe que se em uma determinada situagcdo quisermos que o AP apenas faca uma transi¢do sem
empilhar nada, basta que fagamos que o AP empilhe €. O simbolo Zj da definicdo do modelo é, por
convencao, o Unico simbolo presente na pilha no inicio da computacao.

Considere a linguagem Ly = {“conjunto das strings da forma ww®”}. Observamos que esta

linguagem nao € regular (a demonstracao deste fato é o objetivo do Exercicio 4.1). O AP Py, da
Figura 4.1 decide Lgy.

0,20/0Z,
1,20/1Zy
0,0/00
0,1/01
1,0/10 0,0/¢
1,1/11 1,1/e

£,20/Zo
£,0/0
871§1 £7ZO/ZO
q q2

inicio —{ 40 U

Figure 4.1: Diagrama do AP Py que aceita a linguagem Lgy.

Note que sobre as transi¢des os rétulos aparecem da forma a,b/w, onde a,b € L e w € L*. Estes
rétulos devem ser interpretados da seguinte maneira: a transicao é executada consumindo o simbolo

IEstamos usando “AP” para nos referir aos autdmatos com pilha. Entretanto, em alguns textos usa-se o acronimo
PDA, que vem do ingés Pushdown Automata.
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a da string, desempilhando o simbolo b e empilhando a string w. A sequéncia da simbolos de w é
empilhada de trds para frente. Por exemplo, se w = 01, o simbolo 1 é empilhado primeiramente e
fica abaixo do simbolo 0 na pilha.

Quando projetamos um AP para realizar uma tarefa € comum tomar cuidado para que o simbolo
Zy sempre esteja no “fundo” da pilha para que possamos saber que a pilha estd vazia. Isso nao é
obrigatério, mas € uma boa pratica no projeto de APs, pois o AP, a cada passo, sempre remove
um simbolo da pilha por padrao. Mas o que acontece quando o AP tenta fazer uma trasicdo e a
pilha estd vazia? Aqui temos uma situacio que nio é muito diferente €-AFNs tentando realizar
uma transicao que nio estd definida: o autdmato morre.

Uma outra observacao importante é que o modelo da Defini¢do 4.2.1 ndo € determinitico, pois
ele € uma generalizacdo de um modelo ndo deterministico. Uma pergunta importante € se este
ndo determinismo faz diferenca, ou seja, se podemos fornecer uma versao deterministica de um
AP que aceite as mesmas linguagens que os APs que acabamos definir. Na Secéo 4.2.4 daremos
uma definicdo para APs deterministicos e veremos que tais APs nfo aceitam as mesma linguagens
aceitas por APs ndo deterministicos, embora ainda aceitem um conjunto maior de linguagens do
que as linguagens regulares.

Computacdao com Autématos com Pilha

A computacido de um autdmato com pilha a computagdo comega com o autdmato no estado inicial
go com a string de entrada inteira sem ter sido processada e com a pilha do autdmato contendo
apenas o simbolo Zy. A partir dai, a cada passo, observe que a “situacdo” que a computacao se
encontra, que chamaremos de configuragcdo da computagdo, pode ser sempre descrita dado:

(1) Oestado g em que o AP se encontra;
(2) A string w de simbolos ainda ndo processada pelo AP;
(3) A string y de simbolos que estd armazenada na pilha de dados.
A configuragdo do autdmato (g,w,7y) pode ser vista como uma “fotografia” do autdmato,
capturando a situagio da computagio naquele momento do tempo?. Formalizamos isso a seguir.

Definicdo 4.2.2 — Configuracdo de um AP. Seja P = (Q,X,T',0,q0,Zo,F) um APe g € Q,
w e X*, yeI'™. Uma tripla (¢, w,y) é chamada de uma configuracao de P.

Vamos agora definir o simbolo F-p abaixo:

Definicdo 4.2.3 — Um passo. Seja um AP P = (Q,%,T,8,490,Z,F). O simbolo Fp, us-
ado para representar um passo que leva a computagdo de certa configuragdo para uma outra
configuragdo, € definido da seguinte maneira:

Se (p,a) € 6(q,a,X), entdo Vw € X* e VB € I'*, temos (q,aw,XB) Fp (p,w,aB).

Sejam C; e C; configuragdes de P. A expressdo C; p C; € lida “C; produz C; com um passo
computacional”. A seguir vamos definir o simbolo -5 para generalizar esta ideia para um nimero
arbitrério de passos:

Definicdo 4.2.4 Sejam C;,C;,Cy configuragdes de um automato P.
Base: C; -5 C;
Inducdo: C; - C; se 3C; tal que C; -p Cr e Ci -5 Cj.

2A tripla contendo estes trés elementos também é chamada de descricdo instantdnea do autémato.
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A expressdo C; 5 C; é lida “C; produz C;”.

m Exemplo 4.1 Sabemos que o AP Py da Figura 4.1 aceita a string 010010. Portanto, podemos
escrever o seguinte: (qo,010010,2) Fp, . (92,€,%Z0). .

Definicdo 4.2.5 — Arvore de computacdes possiveis de APs. Dado um AP P e uma
string w. A drvore de computagdes possiveis de P = (Q,X,T, 8, qo,Zo, F) com a string w € X* é
definida indutivamente:

Base: Inclua na drvore o n6 raiz correspondente a configuracdo Cy = (qo,w, Zp).

Inducgio: Seja C; um né da drvore. Se C; -p C;, entdo inclua o n6 C; como filho de C; na drvore.

Figure 4.2: A arvore de computagdes possiveis do AP Py da Figura 4.1 com a string 1111. O né
marcado com dois circulos concéntricos ¢ um né que corresponde a uma configuragdo em que o
AP aceita a string de entrada.

Definicdo 4.2.6 — Aceitacdo e rejeicdo de strings. Seja P = (Q,X,T", 8,90, Z,F) um AP.
Dado w € X*, dizemos que P aceita w se (qo,w,Zo) Fp (¢,€,¢) parag € F e oo € I'* qualquer.
Caso contrdrio, dizemos que P rejeita w.
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A linguagem de um AP € conjunto de strings que ele aceita, conforme a definicdo a seguir.

Definicdo 4.2.7 — Linguagens de APs. Seja P = (Q,X,I",8,q0,Zo,F) um AP. Definimos
a linguagem de P como sendo L(P) = {w € £* | (qo,w,Zo) -} (¢,€,a) parag€ F e o0 € T**
qualquer}.

I Exercicio 4.7 Mostre que toda linguagem regular é aceita por um autdmato com pilha. u

Exercicio 4.8 O conjunto das linguagens regulares estd estritamente contido no conjunto das
linguagens que podem ser aceitas por APs? Justifique sua resposta. u

Aceitacdo por pilha vazia

Relembramos que quando projetamos um AP, normalmente tomamos cuidado para que o fundo
da pilha sempre contenha o simbolo Zy, pois 0 AP morre quando tenta fazer uma trasi¢cdo com
a pilha vazia. Entretanto, uma vez que temos ao nosso dispor uma pilha de dados, em algumas
aplicacdes € interessante projetar o AP de maneira que ele morra exatamente quando terminar de
ler a string. Alguns de nds com mais experiéncia em programacio de computadores sabe que uma
maneira bastante natural de se resolver certos problemas € usar uma pilha de dados e certificar-se
que no final ela foi completamente esvaziada.

Neste contexto, a pergunta chave que queremos fazer agora é a seguinte: quais sao as strings
que fazem com que um determinado AP esvazie completamente sua pilha (e por consequéncia
morra no passo seguinte)? Dado um AP P, vamos definir a seguir N(P) como sendo o conjunto
contendo toda string que faz o AP morrer com a pilha vazia. Observe que o conjunto N(P) ndo é a
linguagem do AP, embora, em algumas situacdes, este possa ser o caso.

DefinicGo 4.2.8 Seja P = (Q,X,I',8,490,Zp,F) um AP. Entdo N(P) = {w ; (q0,w,Zo) F»
(q,€,€) para g € Q qualquer}.

» Exemplo 4.2 Como o AP Py da Figura 4.1 nunca esvazia a pilha, entdo N (Pyz) = <. n

Observe que as strings de entrada de um dado AP P caem em dois casos: as strings que esvaziam
a pilha de P e as strings que ndo esvaziam a pilha de P. Assim como temos pensado no AP P
como tendo um certo poder de computagdo capaz de distinguir se uma dada string pertence ou nao
pertence a L(P), podemos também pensar que P também tem um certo poder de computacdo para
distinguir se a dada string pertence ou ndo pertence a N(P). A partir de agora, vamos formalizar
esta ideia e dizer que as strings de N(P) sdo as strings que P aceita por pilha vazia. Observe que o
fato de que P aceite por pilha vazia uma dada string w, ndo implica necessariamente que P aceite
(no sentido da string estar na linguagem do AP) esta mesma string w. Entretanto, os seguintes
teoremas mostram hd uma certa equivaléncia entre os dois modos de aceitacdo de strings.

Teorema 4.2.1 Seja L a linguagem de um AP P. Entdo existe um AP P’ tal que N(P') = L.

Teorema 4.2.2 Seja N(P) o conjunto de strings aceitas por pilha vazia de AP P. Entdo existe
um AP P’ tal que L(P') = N(P).
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APs deterministicos

Vamos finalizar esta se¢do sobre APs seguindo a direcdo oposta que vinhamos fazendo desde o
Capitulo 3. Até agora vinhamos, pouco a pouco, generalizando o nosso modelo de computacao.
Agora, vamos definir um modelo de computagdo um pouco mais restrito do que a nossa defini¢ao
de APs, que chamaremos de de autdmatos deterministicos com pilha de dados. Chamaremos este
modelo de Autéomato com Pilha Deterministico (APD).

Definicdo 4.2.9 — Autdmatos com Pilha Deterministicos (APDs). Um Autémato com Pilha
Deterministico (APD) é um Automato com Pilha P = (Q,X,T',0,qo,Zo,F) cuja fungdo de
transi¢do O tem as seguintes restri¢des:

1. Para quaisquer,g € Q,a € XU{e} e X €T, temos |8(q,a,X)| <1,
2. Seexiste g€ Q,acXeX €I tal que 8(q,a,X) # &, entdo 6(q,€,X) = &.

I Exercicio 4.9 Mostre que toda linguagem regular pode ser decidida por um APD. n

Exercicio 4.10 Considere o alfabeto {0,1,M} e a seguinte linguagem sobre este alfabeto:
Lyur = {WMwR | tal que w € {0,1}* }. Mostre um APD que decida Lgyg. .

I Exercicio 4.11 Use o Lema do Bombeamento para mostrar que Ly néo é regular. m

Teorema 4.2.3 Toda linguagem decidida por um APD também € decidida por um AP.

Prova: Como APDs sdo casos particulares de APs, trivialmente toda linguagem decidida por um
APD também ¢é decidida por um AP. [

A pergunta natural agora ¢é se toda linguagem decidida por AP também pode ser decidida por
um APD. O teorema a seguir enuncia que isto nio é verdadeiro.

Teorema 4.2.4 Nao existe APD que decida a linguagem Lgg.

Embora APDs tenham menos poder computacional do que APs, ainda assim o conjunto de
linguagen decididas por APDs € maior do que o conjunto de linguagens regulares (veja os Exercicios
4.10e4.11).

Gramdticas Livre de Contexto

Na Secdo 3.6 nds vimos que podemos usar expressoes regulares (ER) para reprentar linguagens.
Mais precisamente, vimos que as linguagens representdveis por ERs sdo exatamente as linguagens
aceitas por autdmatos finitos. Neste secdo vamos fazer algo semelhante. Vamos apresentar um outro
formalismo matemético, chamado de Gramadticas Livres de Contexto (GLC), que também pode ser
usado para representar linguagens. Na sequéncia veremos que as linguagens representaveis por
GLCs sdo precisamente as linguagens aceitas por APs.

Definicdo formal de gramdticas livie de contexto

O objeto matemadtico que usaremos para representar linguagens nesta secdo € uma quadrupla.
Vamos primeiramente apresentar a definicdo matematica deste objeto e, em seguida, explicaremos
como associamos uma linguagem a estas quidruplas.
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Definicdo 4.3.1 Uma Gramdtica Livre de Contexto é uma quddrupla G = (V,T,P,S) tal que:

* V € o conjunto de varidveis

* T € o conjunto de simbolos terminais.

* P ¢ o conjunto de regras de producdo, sendo que cada elemento de P € uma expressao da
forma X — W, onde X € V e W é uma string de (VUT)*.

e §é avaridvel inicial, onde S € V.

Para simplificar, muitas vezes diremos apenas “gramaticas”, ao invés de gramadticas livres de
contexto e apenas “regras” ao invés de regras de producao.

» Exemplo 4.3 G, = ({P},{0,1},A,P) é uma gramadtica onde A contém as seguintes regras:

P—e

P—0

P—1

P — 0PO

P — 1P1 n

Na Secdo 4.3.2 veremos como formalmente podemos associar linguagens a gramdticas, como a
que acabamos de ver no Exemplo 4.3. Por enquanto vamos apenas nos certificar que entendemos
exatamente que tipo de objeto matematico € uma gramdtica. Vamos a mais um exemplo:

n Exemplo 4.4 G, = ({I,E},{a,b,0,1,+,%,(,)},A;,E) onde as regras de A; sdo:

E—1

E—+E+E

E—ExE

E — (E)

I —a

I—b

I —1Ia

I1—1b

I1— 10

I1—11 n

Mais uma vez, para simplificar, em vez de escrever a lista completa de regras de um dado
conjunto de regras, vamos utilizar uma nota¢do mais compacta. No caso do Exemplo 4.4, ao invés
de gastar dez linhas para descrever o conjunto de regras A, poderfamos ter usado apenas duas
linhas e o descrito da seguinte maneira:

E - IE+E|E+E|(E)
I — a|b|la|Ib|I0|11

De maneira semelhante, o conjunto de regras do Exemplo 4.3 é descrito por P — €|0|1|0PO|1P1.

Derivacoes de uma gramdtica

Dada uma gramdtica G, veremos agora qual é a linguagem L(G) que esta gramética descreve.
Para chegarmos a tal defini¢do, vamos definir o conceito de derivacdo de strings. A ideia é que as
strings derivdveis de G s@o as strings que pertencem a linguagem L(G).
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Definicdo 4.3.2 Seja G = (V,T,P,S) uma gramadtica e seja uma string ¢xAf} onde A € V e
o,B € (VUT)*. SejaA — yuma regra de P. Entéo dizemos que aAf =¢ oyB

No exemplo acima, dizemos que a string oyf3 pode ser derivada da string A3 na gramética
G. Alternativamente a a string @A produz a string ayf na gramdtica G. Observe que tanto oyf3
quanto oA} sdo strings cujos simbolos pertencem ao conjunto V U T. Estas strings sdo chamadas
de termos sentenciais. As strings cujos simbolos pertencem apenas ao conjunto 7" sdo chamadas
de strings terminais. Note que uma derivagc@o pode ser aplicada apenas a strings que sdo termos
sentenciais. Por outro lado, quando formos definir quais sdo as strings que pertencem a uma dada
gramadtica, estaremos interessados apenas em strings terminais.

Antes de seguir em frente, vamos mostrar como usar a Defini¢do 4.3.2 dizer formalmente que a
ax (a+ b00) pode ser derivada da gramética G; do Exemplo 4.4.

» Exemplo 4.5 A string a * (a+ b00) pode ser derivada da gramdtica G|, pois:

E=ExE=I+E=axE=ax(E)=ax(E+E)=ax(I+E)=ax(a+E)=ax(a+I)=
ax(a+10) = ax*(al00) = ax (a+ b00) .

A préxima defini¢do serd til para indicar que uma string pode derivada de uma dada gramadtica
usando uma ou mais derivagdes.

Definicdo 4.3.3 Sejam «, B,y € (VUT)*, definimos indutivamente =7;:

BASE: a = o
INDUCAO: se a = e =¢ 7 entdo x =7 ¥

No Exemplo 4.5 vimos que podemos derivar a* (a+b00) de G; Usando uma série de derivagdes.
Agora temos uma maneira formal de dizer isso: E = a * (a+b00). Com isso podemos definir
qual € linguagem associada a uma dada gramaética.

Definicdo 4.3.4 — A Linguagem de uma Gramdtica. Dada uma gramdtica G = (V,T,P,S),
alinguagemde GEL(G) ={weT* | S={ w}.

Derivacdo mais a direita e mais a esquerda

Em algumas situacdes pode ser ttil fixarmos que em uma derivacdo de uma string o nés
sempre escolhemos aplicar a regra de producio a varidvel mais a esquerda presente em o (caso
haja mais de uma variavel na string ). Tal derivacao é dita mais a esquerda. Escrevemos =, €
=, (assumindo que G € conhecida). Similarmente temos derivagdes mais a direita e podemos
representd-las usando os simbolos =, € =7,,.

I Exercicio 4.12 Verifique que a derivag¢do de G| do Exemplo 4.5 é mais a esquerda u

I Exercicio 4.13 Forneca uma derivagdo mais a direita para a gramdtica G; do Exemplo 4.4. =

Definicdo 4.3.5 — Linguagens Livre de Contexto. Se L ¢ a linguagem de uma gramaética
livre de contexto G, entdo dizemos que L € uma Linguagem Livre de Contexto. Neste casos
dizemos que a gramética G gera a linguagem L.

m Exemplo 4.6 Aslinguagens L(G,) e L(G1) das gramaticas dos Exemplos 4.3 e 4.4 sdo linguagens
livre de contexto, pois sdo geradas por gramdticas livre de contexto. "
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Arvores de andlise sintdtica

Exercicio 4.14 Pesquise a respeito de drvores de andlise sintdtica (também conhecidas como
arvores de derivacao ou parse trees) de graméticas livres de contexto. =

Ambiguidade de Gramdticas

Seja G = (V,T,P,S) uma gramdticae w € L(G). Se existem duas drvores de derivacdo diferentes
para w, entdo dizemos que G é ambigua. Se existe exatamente uma arvore de derivagdo para cada
string w € L(G), entdo G é uma gramatica ndo ambigua.

OBSERVACOES IMPORTANTES:

* Mesmo que uma string tenha vérias derivacdes diferentes, isso ndo necessariamente quer
dizer que a gramdtica seja ambigua. A gramdtica somente € ambigua se existir uma string
que admita mais do que uma 4rvore de derivagao.

* Por outro lado, no caso de apenas permitirmos derivagdes mais a esquerda e ainda assim
pudermos obter mais do que uma derivacao de uma dada string, podemos concluir que
a gramética é ambigua. O mesmo pode ser dito no caso em que permitimos apenas
derivagdes mais a direita.

Dada uma linguagem livre de contexto L, por defini¢do existe uma gramaética livre de contexto
G tal que L(G) = L. Podemos nos perguntar se sempre é possivel obter G que gere L tal que
G ndo seja ambigua. A resposta é ndo, pois pois existem linguagens livre de contexto que sdo
ditas inerentemente ambiguas. Mais precisamente, isso quer dizer que existem linguagens livre de
contexto L tal que para toda gramatica G tal que L(G) = L, a gramética G é ambigua. A linguagem
L={a"b"c"d"™;n>0,m >0} U {a"b"c"d";n > 0,m > 0} é um exemplo de tal linguagem. Entre-
tanto ndo vamos apresentar aqui a demonstragdo de que esta linguagem € inerentemente ambigua,
pois isto é bastante complicado e estd fora do escopo deste curso.

Equivaléncia entre APs e gramdticas livie de contexto

Enunciamos abaixo o teorema mais importante a respeito de APs e graméticas:

Teorema 4.3.1 Uma linguagem L € livre de contexto < existe um AP que aceita L.

APDs e ambiguidade de gramdticas

O Teorema 4.3.1 mostra que o conjunto de linguagens aceitas por APs é exatamente 0 mesmo
conjunto das linguagens expressa por gramdticas. Por outro lado, vimos anteriormente que o
conjunto das linguagens aceitas por APs ndo é o mesmo que o conjunto de linguagens aceitas por
APDs. Além disso, vimos que algumas gramdticas sdo inerentemente ambiguas. Em outras palavras,
o mundo das linguagens livres de contexto é bem mais sutil do que o mundo das linguagens regulares.
Enunciamos a seguir dois teoremas que mostram a relacdo entre ambiguidade de gramaticas e
APDs.

Teorema 4.3.2 Se L = L(P) para algum APD P, entdo existe uma gramatica livre de contexto
ndo ambigua G tal que L(G) = L.
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Teorema 4.3.3 Existe uma gramética livre de contexto nao ambigua G tal que ndo existe nenhum
APD que aceite G.

4.3.8 Exercicios

Exercicio 4.15 Use o Lema do Bombeamento (LB) para provar que a seguinte linguagem sobre
¥ ={0,1} ndo é regular: L = {01/ | i > j}. .

I Exercicio 4.16 Fornega um AP que aceite a linguagem {0"1" | n > 1}. n

Exercicio 4.17 Considere o alfabeto ¥ que contém os simbolos de “abertura” e “fechamento”
de paréntesis, ou seja X = {(, ) }. Forneca um AP que aceite a linguagem das strings de paréntesis
balanceados sobre o. Por exemplo, a string (()(())) deve ser aceita, enquanto a string ())(
ndo deve ser aceita. u

Exercicio 4.18 Seja A = {a,b,c} e seja L a linguagem {a"bc”" | n > 1} sobre o alfabeto A.
Forneca um AP que aceite a linguagem L. u

I Exercicio 4.19 Apresente um AP para a linguagem das strings palindromas sobre o alfabeto
Y ={0,1}. m

I Exercicio 4.20 Fornega uma CFG para a linguagem {0"1" | n > 1}. n
Exercicio 4.21 Observe que a linguagem da expressdo regular 0*1(0+1)* é a mesma lin-
guagem da gramdtica regular G = (V,T,P,S) com as regras abaixo:

S —AlB

A—0Ale

B—OB|1B|¢

Forneca uma derivacdo mais a direita e uma derivacdo mais a esquerda da string 00101. =
Exercicio 4.22 Considere a gramatica G = (V,T,P,S), onde V = {S}, T = {0, 1} e as regras
de P sdo:

S—e|0[1]0S0]| 181

Considere agora a seguinte defini¢do: S(G) = {w € (VUT)* | S = w}. Com isso em mente,
forneca um exemplo de string w tal que w € S(G) \ L(G). .
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Exercicio 4.23 Fornega uma gramética que tem como linguagem expressdes bem formadas em
légica proposicional. Lembre que em uma expressdao bem formada em légica proposicional
pode ter varidveis x1,xp,X3, ..., operadores bindrios A, V, =, <, operador undrio — e abertura e
fechamento de parénteses. u

Exercicio 4.24 Considere a gramética G = (V, T, P,S), onde
* V = { [STMT], [IF-THEN], [IF-THEN-ELSE], [ASSIGN] }
o T = { a =1, if, condition, then, else }
* §'=[STMT]
Onde as regras sdo:

[STMT] —> [IF-THEN] ’ [IF-THEN-ELSE] | [ASSIGN]
[IF-THEN] —> if condition then [STMT]
[IF-THEN-ELSE] — if condition then [STMT] else [STMT]

[ASSIGN] —  a=l

A gramitica G acima € naturalmente o fragmento de uma linguagem de programacio,
entretanto G € ambigua. Mostre que a gramética é ambigua e forneca uma outra gramdtica nao
ambigua equivalente. u

Exercicio 4.25 Para responder as questdes abaixo assuma que o alfabeto é X = {a,b,c}.
(a) Fornega um AP P tal que L(P) = {a™"c"; m,n > 0}.
(b) Forneca uma Gramadtica G tal que L(G) = {a"b"c™; m,n > 0}.

I Exercicio 4.26 (OPCIONAL) Prove que L = {a"b"¢"; n > 0} ndo € livre de contexto. n

Exercicio 4.27 A intersecdo de duas linguagens regulares também é uma liguagem regular. Por
ter esta propriedade, as linguagens regulares sao ditas fechadas sob intersecdo. Nesta questao
vocé deve provar que esta propriedade de ser fechada sob interse¢do ndo vale para linguagens
livre de contexto, ou seja, voc€ deve provar que existem linguagens livre de contexto L; e L, tal
que L; N L, ndo é uma linguagem livre de contexto. Dica: Tente usar o fato de que a linguagem
da questdo 4.26 ndo é livre de contexto. u
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Neste capitulo iremos apresentar a definicio do modelo matemaético proposto por Alan Turing
em 1936, conhecido como Méquina de Turing. Usaremos este modelo para fornecer uma definicio
precisa para o que entendemos como algoritmo. No Capitulo 7 veremos como usar este modelo
para obter uma defini¢do precisa para o que entendemos como computador.

Revisdo: problemas computacionais

Antes de falarmos de Mdquinas de Turing, vamos brevemente relembrar algo que discutimos

no Capitulo 2, que € a ideia de que problemas computacionais podem ser vistos como linguagens.

Vimos, por exemplo, que o problema da divisibilidade por 3 e o problema da primalidade podem
ser modelados, respectivamente, pelas linguagens L3 = {w € {0,1}* | N(w) é um mdltiplo de 3} e
Ly ={we€{0,1}* | N(w) ¢ um nimero primo}. A ideia central é que sdo precisamente as strings
de L3 que incorporam a propriedade “ser divisivel por 3” e sdo precisamente as strings que nio
estdo em L3 que incorporam a propriedade “nao ser divisivel por 3”. Portanto, podemos ver a
linguagem L3 como um objeto matemadtico que captura a esséncia do problema de divisibilidade

por 3. De maneira andloga, a linguagem L, captura a esséncia do problema de teste de primalidade.

REFLETINDO UM POUCO: PROBLEMAS SAO SEMPRE LINGUAGENS?

Uma simplificagdo que estamos fazendo aqui € que sempre estamos lidando com problemas
para os quais a resposta é SIM ou NAO, ou seja, problemas para os quais as respostas consistem
de apenas um bit de informac3o (afinal, SIM ou NAO podem ser vistos como 1 ou 0). Problemas
com estas caracteristicas sdo conhecidos como problemas de decisdo.

Nés sabemos perfeitamente que nem todo problema computacional € um problema de
decisdo. Por exemplo, considere o problema do caminho minimo em grafos. Dada uma tripla
(G,u,v), sendo que G é um grafo e u, v sdo vértices de G, a resposta que queremos produzir é o
menor caminho conectando os vértices u € v no grafo G. Neste caso, a resposta do problema é
um objeto matemadtico que nao pode ser representado por apenas um bit. Mais precisamente, a

e
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resposta para este problema € uma sequéncia de vértices vy, Vs, ..., v tal que v;v;1 sdo arestas
presentes em G. Observe que podemos representar uma sequéncia de vértices usando algum
esquema de codificacdo em bindrio, ou seja, podemos pensar que a resposta € uma string bindria
respeitando determinadas propriedades.

Um outro exemplo de problema que também ndo encaixa no modelo de problema de decisao
€ o problema de multiplicar dois nimeros naturais a € b. A resposta para este problema € o
produto a - b. Neste caso, novamente, podemos pensar que a resposta desejada é uma string, mais
precisamente a string w tal que N(w) = a- b. Nos capitulos subsequentes lidaremos com tais
tipos de problemas mais gerais (i.e., problemas para os quais a resposta pode ser uma string com
mais de um bit de informagao), entretanto, € importante salientar que mesmo no cendrio restrito
a problemas de decisdo j4 seremos capazes de explorar fundamentos e limites da computagdo.

A seguir, vamos formalizar a correspondéncia entre linguagens e problemas:

[l Definicdo 5.1.1 Um problema de decisdo é uma linguagem sobre o alfabeto bindrio.

Do ponto de vista formal, dizemos que encontramos uma solucdo para um problema de decisao
L quando apresentamos um “objeto matematico” que possa ser usado para determinar sistematica-
mente se uma dada string pertence ou nao pertence a linguagem L. Em outras palavras, dizemos
que solucionamos o problema quando apresentamos uma definicdo matematica de algoritmo para
resolver o problema. Por exemplo, sabemos que para o problema L3 existe um AFD que € capaz
de distinguir ndmeros divisiveis por 3 de nimeros que ndo sdo divisiveis por 3. Ou seja, para
apresentarmos uma solugdo algoritmica para L3, ndo precisamos do poder computacional de um
AP e, menos ainda, do poder computacional de linguagens de programacio modernas, uma vez
que um mero AFD € o suficiente esta tarefa. Por outro lado, vimos que AFDs nio sdo capazes de
resolver o problema Ly, ou seja, ndo sdo capazes de fazer teste de primalidade.

No Capitulo 4 nés estudamos APs, que sdo modelos matematicos capazes de expressar algo-
ritmos que AFDs nfo sdo capazes. N6s ndo exploramos APs mais a fundo, pois isto estd fora
do escopo deste material, mas € importante ressaltar que € possivel demonstrar existem varios
problemas que também nao podem ser resolvidos por APs, incluindo a tarefa de testar a primali-
dade de um ndmero. Entretanto sabemos que ¢é fécil escrever um algoritmo em nossa linguagem
de programacao favorita para testar se um dado nimero é primo. Em outras palavras, existem
algoritmos que nio podem ser escritos na forma de AFDs ou APs, mas que podem ser expressos
de maneira formal (afinal, linguagens de programacao sdo formais e precisas), e, portanto, AFDs e
APs sdos modelos matematicos que ndo sdo capazes de expressar todos os algoritmos possiveis e
imagindveis.

Na proxima se¢@o veremos a definicdo de modelo das Maquinas de Turing, um modelo capaz
de expressar qualquer algoritmo que possamos escrever em qualquer linguagem de programacgdo
conhecida. No Capitulo 6 discutiremos a tese cientifica que afirma que Mdaquinas de Turing ndo
sdo apenas equivalentes a qualquer linguagem de programacdo conhecida, mas que sdo capazes de
representar qualquer computacdo concebivel.



© Murilo V. G. da Silva 65

CONTEXTO HISTORICO: AFDS, APS E MAQUINAS DE TURING

Neste texto nds fomos introduzindo modelos de computacio que sdo incrementalmente mais
poderosos. Comegamos com AFDs (que sdo equivalentes a AFNs e €-AFNs), seguidos por
APs e, neste capitulo, vamos introduzir Mdquinas de Turing. Apresentar estes modelos nesta
sequéncia € interessante do ponto de vista pedagdgico, mas ndo reflete a sequéncia histérica em
que estes modelos foram aparecendo na literatura cientifica. Curiosamente, Alan Turing propds
seu modelo na década de 30, enquanto que os modelos de computacao vistos nos Capitulos
anteriores apareceram na literatura por volta da década de 50 e 60.

5.2 Definicdo da Maquina de Turing

O modelo que veremos nesta secdo, chamado de Maquina de Turing, € semelhante a um AFD
adicionado de uma fita de dados. A Figura 5.1 ilustra abstratamente o funcionamento de um AFD,
um AP e uma Méquina de Turing.

x=| AFD => SIM/NAO X = AP => SIM/NAO X = MT => SIM/NAO

Figure 5.1: Comparagio entre um AFD, um AP e uma Mdquina de Turing. Os AFDs s3o méginas de estados
e APs sao maquinas de estados com acesso a uma memoria em forma de pilha de dados. A Mdaquina de
Turing € essencialmente uma maquina de estados com uma memoria em forma de fita de dados. A maquina
pode acessar diferentes posicdes desta fita e ler/escrever um simbolos em tais posi¢des. Esta figura compara
os trés modelos em um nivel abstrato e ndo captura alguns detalhes de baixo nivel do modelo (por exemplo,
no modelo especifico de Mdquina de Turing que iremos trabalhar, por questdes de conveniéncia, iremos
assumir que a computagao inicia com a string x posicionada na fita de memoria).

Definicdo 5.2.1 — Mdquina de Turing (MT). Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla
M= (0,X,T,6,q0,B,F), tal que:

* Q¢ o conjunto finito de estados

» ¥ ¢é o alfabeto de entrada.

* "¢ o alfabeto da fita, tal que X C T".
0:(Q\F)xT — QxTI xD éuma fungado parcial e D = {L,R, S}.
* go € o estado inicial
* B ¢ o simbolo especial chamado de simbolo branco.
e F C Q¢ o conjunto de estados finais. Figure 5.2: Alan Turing

L

Algo que mencionamos no inicio deste curso, mas que gostariamos de reforcar, é que de agora



5.2.1

© Murilo V. G. da Silva Chapter 5. A Maquina de Turing

em diante, exceto quando explicitamente dito o contrario, estaremos assumindo que X € sempre o
alfabeto bindrio. Por questdes de simplicidade, vamos assumir que a string x de entrada no inicio
da computacio encontra-se localizada na fita de dados'. Isso simplifica um pouco a nossa defini¢io
da fungdo 6 (lembre que o dominio da fun¢do & de APs era uma tripla (estado, simbolo, simbolo)
e agora o dominio da fungdo 6 de MTs é apenas um par (estado, simbolo). A cada momento a
maquina estard em um determinado estado e terd acesso a uma posicao especifica da fita e, em tal
situagdo, o vocabuldrio que usaremos € o seguinte: diremos que a cabeca de leitura da maquina
estd escaneando uma determinada célula da fita de dados.

O funcionamento de uma Maquina de Turing

Vamos agora interpretar em detalhes o modelo matemadtico para entender como o processo de
computagio ocorre. Suponha que a fun¢do 8(q,X) retorna (¢',X’,d). Neste caso, o que acontece é
que a se maquina estiver no estado ¢ com o simbolo X na célula sendo escaneada na fita, entdo ela
fard uma transi¢io para o estado ¢, sobreescrevendo X na fita pelo simbolo X’ e moverd sua cabeca
de leitura da seguinte maneira: (1) Se d = L, entdo a cabeca de leitura se movera para a esquerda
(ou seja, no préximo passo a maquina estard escaneando a célula da fita do lado esquerdo da célula
atual); (2) Se d = R, entdo a cabega de leitura se moverd para a direita; (3) Se g = S, entdo a cabeca
de leitura continuard na posicdo corrente.

Se a string de entrada é x = xx;...x,;, assumiremos que no inicio da computagdo x se encontra
na fita e a cabega de leitura da mdquina esta posicionada sobre x;. Além disso, por definicdo, todos
os demais simbolos da fita (antes de x; depois de x,,) sdo simbolos B. A Figura 5.3 exemplifica isso.

Maiquina
de
Estados

|

- |B|B|B|x1|*]| ... |%|B|B|B]-

Figure 5.3: Méquina de Turing escaneando o primeiro simbolo da string x = x}x;...x,, armazenada na fita.

Observe que os conceitos de fita e de cabega de leitura da mdquina ndo estdo aparentes na
definicdo da MT, que é apenas uma 7-tupla de objetos matematicos, como conjuntos e elementos,
e uma func¢do “amarrando” estes objetos de determinada maneira especifica. As ideias de fita e
cabeca de leitura podem ser vistas como parte da interpretacdo de como o modelo computa ou
como intui¢des do que seria um objeto fisico que o modelo matemadtico descreve. Algo importante
de observar a respeito de Mdaquinas de Turing, é que o objeto fisico correspondente ao objeto
matematico € extremamente simples: maquina de estados finita com uma fita de memoria.

VACAS ESFERICAS NO VACUO

Uma frase que fisicos bem humorados gostam de usar € a seguinte: “Considere uma vaca
esférica no vacuo”. A ideia € brincar um pouco com a ideia de que muitos argumentos da fisica
sdo propostos usando objetos exageradamente simples em condi¢des ideais. Um objeto simples
como uma maquina de estados adicionada de uma fita de dados ndo deixa de parecer com a vaca
esférica no vacuo dos cientistas da computacdo. A verdade é que, de fato, a simplicidade ¢ um
dos atrativos das Maquinas de Turing.

INa literatura podemos encontrar algumas variagdes de modelos de Maquinas de Turing diferentes do definido aqui.
O importante é que todas estas variagdes acabam tendo o mesmo poder de computac¢do do nosso modelo.
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Entretanto, o que torna este objeto idealizado realmente util ndo € apenas a sua simplicidade
(afinal, AFDs sdo ainda mais simples!), mas o fato de que ele, apesar da simplicidade, € tdo
poderoso quanto qualquer outro modelo conhecido para respresentar algoritmos.

Dissemos que MTs sao “semelhantes” a DFAs (ao invés “exatamente” AFDs) com a adi¢c@o de
uma fita de dados. O que ocorre € que hd uma pequena diferenca na miquina de estados de MTs em
relacdo de AFDs. Em Méquinas de Turing, a fun¢do & néo precisa estar definida em todos os pares
(¢,X). Entretanto, é importante ressaltar que vamos tratar MTs como modelos deterministicos de
computagdo (ao contrario de alguns outros modelos, como AFNs, por exemplo, em que a fungdo &
poderia ndo estar definida para algumas entradas).

No caso de MTs, quando a fung@o 6 ndo estd definida em um elemento de (¢,X), a MT ird
finalizar sua execugdo. Neste caso, diremos que a MT para Observe que uma maquina “parar” pode
ser visto como um passo puramente deterministico, i.e., a computacao terminou, independente da

entrada ter sido lida inteiramente ou ndoZ.

Algo importante de lembrarmos é que a causa do comportamento nio deterministico de AFNs
era a possibilidade de haver mais do que uma transi¢éo definida em algumas pares (g,a) e néo o fato
de algumas transicdes estarem indefinidas (este fato € explorado no Exercicio 3.12). O que ocorre
em nossa defini¢do de MTs € que ndo hd mais de uma transi¢éo definida em um certo par (¢,X),
tornando o comportamento da maquina deterministico. Dada uma MT M = (Q,X.T",0,q0,B,F), a
cada aplicagéo da func¢do (g, X) ocorre exatamente um dos dois casos abaixo:

(1) A fungdo 6 € definida em (g, X). Neste caso o comportamento da MT € unicamente determi-
nado pela tripla de Q x I' x D que a fun¢@o 0 retorna;

(2) A fungdo 6 ndo é definida em (g,X). Neste caso o comportamento da MT também &
unicamente determinado, pois a mdquina s6 tem uma escolha, que € parar sua execucdo. Na
Secdo 5.2.3 veremos que o estado em que MT parou sua execugao (final ou nao) é que vai
definir se M aceita a string de entrada.

Diagrama de estados de uma Maquina de Turing

Podemos representar uma MT usando diagramas semelhantes aos diagramas de autdmatos
vistos anteriormente neste curso. A Figura 5.4, apresenta um exemplo de um diagrama de uma MT.
Observe que neste diagrama hd uma transigao ligando go & ¢; com o rétulo 0/XR. Isto significa
que se a miquina estiver no estado go com a cabeca de leitura lendo um simbolo O na fita, entdo a
mdquina muda para o estado g, reescreve o simbolo 0 com o simbolo X e move a cabeca de leitura
para direita. De maneira geral, temos:

Notacdo 5.1. No diagrama de uma Mdquina de Turing, uma transigdo de q; para q; com rétulo
A/Bd indica que se a mdquina estiver no estado q; com a cabega de leitura escaneando um simbolo
A na fita de dados, a mdquina muda para o estado qj, reescreve o simbolo A com o simbolo B e faz
o seguinte com a cabega de leitura: (1) Se d = R, entdo move a cabega para a direita; (2) Sed =L,
entdo move a cabega para a esquerda; (3) Se d = S, entdo deixa a cabeca de leitura imovel.

Ainda nio definimos o exatamente o que é a linguagem de uma dada MT e o que significa
uma MT “aceitar” ou “rejeitar” uma string, mas antecipamos que daremos defini¢cdes semelhantes
as defini¢cdes de outros modelos de computacdo. Ainda assim, observe que as Unicas strings que
fazem a MT da Figura 5.4 atingir seu estado final s3o as strings que pertencem a linguagem

2[sso é diferente do que ocorre com AFNs em que pensamos em termos de ramos que “morrem”, dentre os muitos
ramos de computacdes possiveis. Mais adiante, usaremos também o termo morrer no contexto de Maquinas de Turing
ndo deterministicas (em tais casos o conceito de morrer terd uma interpretacdo semelhante ao conceito visto em AFNs).
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L=1{0"1"| n > 1}. Adicionalmente, note que uma vez que a maquina atinge o estado final, ela
obrigatoriamente para sua execucio (afinal, ndo hd transicSes definidas no estado final).

Exercicio 5.1 O exemplo da MT da Figura 5.4 é didatico por ser simples. Entretanto, ele
pode ndo ser tdo interessante pelo seguinte motivo: A linguagem L = {0"1" | n > 1} é Livre
de Contexto, ou seja, ndo precisariamos de todo poder de uma Maquina de Turing para decidi-
la. Por outro lado, é possivel demonstrar que a linguagem L, = {a"b"c" | n > 1} ndo é
livre de contexto (a demonstracao deste fato estd fora do escopo deste curso) sobre o alfabeto

Y ={a,b,c}. Apresente uma MT que decida a linguagem Lp.. n
Y/YR Y/YL
0/0R 0/0L

0/XR % 1/YL
q1

N

inicio —( 40

O
Y/YR

Figure 5.4: Diagrama de estados de uma Mdquina de Turing.

5.2.3 Linguagem de uma Maquina de Turing

De maneira semelhante ao que fizemos com APs, veremos o processo de computacdo de uma
Maéquina de Turing como uma sequéncia de configuracdes.

Definicdo 5.2.2 — Configuragdo. Dada uma Méquina de Turing M = (Q,X.I, 6, qo,B,F),
uma configura¢do de M é uma string agf tal que o0, €T e g € Q.

SejaM = (Q,%.I',8, qo, B, F) uma Maquina de Turing, X;...X, € ['* e ¢ € Q. A configuragio®
X1X5.. X;—19XiXiy1...X,, indica que M, depois de fornecida alguma certa string de entrada e a
computagdo ter ocorrido algum certo nimero de passos, encontra-se no estado ¢, com a string
X...X, em sua fita e com a cabeca de leitura posicionada sobre o simbolo X;. Além disso, a fita
contém uma sequéncia infinita de simbolos B tanto a esquerda de X| e quanto a direita de X,,. Note
que alguns simbolos X; podem ser eventualmente iguais a B.

A ideia agora € definir o simbolo -3, que, de maneira semelhante ao caso dos APs, representa
um passo computacional de uma MT M. Entretanto, precisamos apresentar antes trés casos
particulares, que sdo 0s passos computacionais a esquerda, a direita ao centro:

3Em alguns livros usa-se o termo “descri¢do instantinea”, ao invés de configuracio.



© Murilo V. G. da Silva 69

Definicdo 5.2.3 — Passo computacional a esquerda. Seja M = (Q,X,T",8,q0,B,F) uma
Méquina de Turing e X1 X;...X;—1¢XiX;1...X,, uma configuragdo de M. Se §(¢,X;) = (p,Y,L),
entao escrevemos

X]Xz...Xi_quiXi+1 Xn Fﬁ,[ X1X2---Xi—2pXi—1YXi+1 Xn

Exceto no caso em que i = 1 e no caso em que i = n e Y = B. Nestes casos temos o seguinte.

(1) Sei=1, entdo escreveremos ¢gXj...X, "5&4 pBY X>...X,,
(2) Sei=neY = B, entdo escreveremos X X»...X;,_ 19X, l—fu X1 X2.. X2 pXn—1

Note que a definicdo acima reflete um passo da computagdo da MT com o movimento do
cabecote da maquina para a esquerda. Precisamos definir também os casos em que € valido sair de
uma dada configurag@o para alguma outra nos casos em que 0(¢q,X;) = (p,Y,R) e (¢, X;) = (p,Y,S).
Este € o objetivo do exercicio a seguir.

Exercicio 5.2 Apresente defini¢des para os simbolos -}, e -}, de forma que eles se refiram
a passos computacionais a esquerda e de centro, para os casos em que 6(q,X;) = (p,Y,R) e
0(q,Xi) = (p,Y,S), respectivamente. n

Definicdo 5.2.4 — Passo computacional ;. Dada uma MT M, um passo computacional
de M, denotado Iy, se refere a qualquer um dos trés casos de passos computacionais -, Fy
ou ;.

De maneira semelhante a APs, podemos definir o simbolo -3, da seguinte maneira:

Definicdo 5.2.5 Dada uma MT M, o simbolo I}, é definido indutivamente:

Base: / -}, I para qualquer configuragdo / de M.
Indugio: /5, Jse K tal que I =y K e K =3, J.

A seguinte definicdo serd ttil varias situacdes.

Definicdo 5.2.6 — Configuracdes iniciais e finais. Seja M = (Q,X,T",8,q0,B,F) e w € X*.
A configuracio gow € chamada de configuracdo inicial de M com w. Se p € F, entdo qualquer
configuracdo da forma apf, tal que a, B sdo strings de I'* quaisquer, é chamada de configuragdo
final de M.

Exercicio 5.3 Seja M a MT da Figura 5.2.2 e w; = 000111 e wy = 011. Responda as seguintes
questdes relacionadas as configura¢des de M com tais strings:

(a) Qual é a configuracio inicial de M com w;?

(b) Apresente a sequéncia de configuracdes definida obtida pelos passos computacionais M
quando a string w; € fornecida como entrada. Faca o mesmo para M com a string w»
fornecida como entrada.

(c) Existe uma configuracdo final de M com w;?

(d) Existe uma configuracdo final de M com w,?

(e) Existe mais do que uma configuracao final de M com w;?
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O préximo passo € definir o conceito de aceitagcdo de strings e de linguagens por Maquinas
de Turing. Em seguida, vamos definir o conjunto de todas a linguagens aceitas por MTs como
linguagens recursivamente enumerdveis.

Definicdo 5.2.7 — Strings aceitas por MTs. Seja M = (Q,X,T',8,qo,B,F) uma Mdaquina
de Turing. Dizemos que uma string w € X* é aceita por M se gow -y, Ir, tal que Ir é uma
configuracdo final de M.

Definicdo 5.2.8 — Strings rejeitadas por MTs. Seja M = (Q,X,T", 8, qo, B, F) uma Maquina
de Turing. Dizemos que uma string w € X* é rejeitada por M se gow t3, Iy, tal que Iy ndo é
uma configuragdo final de M e méquina para ao atingir a configuracdo Iy.

Observe que se uma string w ndo € aceita por uma maquina M, ndo podemos concluir imediata-
mente que w € rejeitada por M, pois pode ocorrer da MT continuar executando indefinidamente
sem nunca parar. Porém, por defini¢do, ou uma string é aceita ou néo € aceita. O que ocorre é que
quando dizemos que uma string w é rejeitada, estamos nos referindo a um caso particular de nao
aceitacao da string.

Exercicio 5.4 Apresente a defini¢do formal e o diagrama de uma MT M tal que, para qualquer
strings w fornecida como entrada, a maquina M nfo aceita nem rejeita w. u

Definicdo 5.2.9 — Linguagens aceitas por MTs. Dada uma MT M = (Q,X,T",8,40,B,F), a
linguagem L(M) = {w € X* | gow -}, Ir, tal que Ir é uma configuracdo final de M} é chamada
de linguagem de M ou linguagem aceita por M.

Definicdo 5.2.10 — Linguagens Recursivamente Enumerdveis. Se L é uma linguagem
aceita por alguma Mdquina de Turing, entdo a linguagem L é dita Recursivamente Enumerdvel.
O conjunto de todas as linguagens recursivamente enumeraveis ¢ denotado por Z&'.

Neste momento é bom parar para refletir um pouco sobre os seguintes pontos:

Ao contrario de AFDs e APs, na computacao com Mdginas de Turing ndo existe o conceito
de “terminar de ler a string de entrada”. Com isso, existe a possibilidade de que uma maquina
continue computando indefinidamente em algumas circunstancias, ou seja, a maquina pode
ficar em loop infinito (por exemplo, veja o Exercicio 5.4).

Mais precisamente, como a fungdo 0 é sempre indefinida para estados finais (note que F
é excluido do dominio de & na Defini¢do 5.2.1), a maquina sempre para quando a string é
aceita. Uma consequéncia disso é que se L € Z&, entdo existe uma MT M tal que Yw € L, a
mdquina M aceita w e para. Por outro lado, observe que se uma dada string w ¢ L que ndo é
aceita por M, entdo isso pode significar duas coisas: M pode ter parado sua execu¢cdo em um
estado que ndo € final (i.e., M rejeitou w) ou M pode ter ficado em loop infinito.

A nossa busca por uma definicdo matematica formal para um algoritmo € essencialmente
uma busca por uma defini¢do genérica do o que seja um procedimento deterministico que
retorne a solucdo para qualquer instancia de um dado problema em um mimero finito de
passos. Com isso, essa possibilidade das MTs continuarem computando indefinidamente
em alguns casos ndo parece desejavel. Da fato, estaremos particularmente interessado no
conjunto das MTs que sempre param depois de uma quantidade finita de passos. Entretanto,
a possibilidade deste nosso modelo matemaético ser capaz de expressar procedimentos que
possam rodar indefinidamente ser4 util adiante.
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Um Algoritmo é uma Mdquina de Turing que sempre para

A partir de agora passaremos usar os termos MT que sempre para e Algoritmo como sindnimos.
Entretanto, como podemos especificar MTs fiquem em loop infinito, vamos tomar o seguinte
cuidado: quando usarmos o apenas o termo “Mdquina de Turing”, sem especificamente dizer que a
maquina sempre para, ndo necessariamente estaremos nos referindo a um algoritmo.

[l Definicdo 5.3.1 — Algoritmo. Um Algoritmo é uma Méaquina de Turing que sempre para.

Defini¢do 5.3.2 — Decidindo Problemas. Seja L um problema de decisdo. Se existe um
Algoritmo M tal que L(M) = L, dizemos que M decide L.

Definicdo 5.3.3 — Linguagens Recursivas. Se existe MT que decide uma dada linguagem
L, dizemos que L € uma Linguagem Recursiva. O conjunto de todas as linguagens recursivas
€ denotado por Z. Usaremos também o termo Linguagem Decidivel para ser referir a a uma
Linguagem Recursiva.

Note que o conjunto das Linguagens Recursivas é o conjunto dos Problemas (de decisao)
Decidiveis. Observe também que se L é decidivel por uma MT M, entdo por defini¢do a maquina
M tal que L = L(M) tem a propriedade de sempre parar (i.e., nunca fica em loop infinito). Isso
nao necessariamente quando nos referimos a linguagens aceitas por Maquinas de Turing. Mais
precisamente, observe que se x ¢ L(M), quando a string x é fornecida como entrada M rejeita a
entrada.

Exercicio 5.5 Considere a linguagem L = {0"1" | n > 1}. Seja M a MT da Figura 5.2.2.
(a) Prove que M decide L.
(b) Apresente uma MT M’ que tenha o seguinte comportamento: Se x € L, entdo M’ deve
aceitar x. Caso contrario, M’ deve entrar em loop infinito.
(c) Considere a maquina M’ do item (b). E verdade que L(M) = L(M")?
(d) Ainda a respeito da maquina M’ do item (b), é verdade que M’ aceita L? E verdade
também que M’ decide L?

Exercicio 5.6 Apresente uma MT M3 que aceite, mas que nao decida a seguinte linguagem:
Ly = {w e X* | N(w) é um multiplo de 3}. .

Exercicio 5.7 Com relagdo a MT Mj3 e a linguagem L3 do Exercicio 5.6 responda:

(a) A existéncia da maquina M3 implica que L3z € Z&? Justifique sua resposta.

(b) Como M3 nao decide Lz (apesar de aceitar esta linguagem), é possivel concluir que
L3 ¢ Z#? Justifique sua resposta.

(c) Caso a afirmacao do item (b) esteja incorreta, ou seja, a existéncia de M3 ndo necessari-
amente diz algo sobre L3 estar ou ndo estar em %, diga qual a relagdo de L3 com % e
justifique sua resposta (ou seja, prove que L3 € Z ou prove que L3 ¢ %, dependendo de
qual caso for verdade).

I Exercicio 5.8 Mostre que Z C Z&. u
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MAQUINAS DE TURING E ALGORITMOS

No Capitulo 6 veremos que o poder computacional de uma Mdaquina de Turing é equivalente
ao poder computacional de um programa escrito em uma linguagem de programagao moderna,
ou seja, qualquer programa ja escrito, ou que venha a ser escrito, em linguagens como as que
usamos hoje, poderia ser escritos neste modelo matemaético proposto em 1936.

Algo importante que devemos antentar é que, quando usamos Mdaquinas de Turing na
definicdo de algoritmos, ndo estamos dizendo a Méquina de Turing é o formalismo mais
conveniente para se escrever algoritmos (caso nio esteja convencido disto, pegue um algoritmo
escrito em uma linguagem de alto nivel, como Python e tente reescrevé-lo em forma de Maquina
de Turing!), mas, ao invés disso, estemos dizendo que MTs sdo capazes de expressar qualquer
algoritmo que possamos conceber.

A vantagem de trabalharmos com Méquinas de Turings é precisamente o fato de que
podemos provar teoremas genéricos sobre algoritmos usando uma mera 7-tupla (independente
do fato de que existem infinitos algoritmos longos e complicados, e que podem fazer chamadas
recursivas disparando threads em paralelo e diversas outras complicagcdes que poderiamos ter
que lidar, se estivéssemos usando uma linguagem de alto nivel). Em outras palavras, todos os
programas concebiveis, independente de quao complicado podem ser, sdo instancias particulares
de uma 7-tupla da Defini¢do 5.2.1.

Uma pergunta que responderemos no Capitulo 7 € a seguinte. Serd que existe uma linguagem
que esteja em Z&’, mas que ndo esteja em #? Uma outra pergunta proxima a esta é a seguinte:
existe alguma linguagem qualquer que ndo esteja contida em Z&?

5.3.1 Exercicios

Exercicio 5.9 Forne¢a uma MT Mcopy = (C,X,T", Scopy, €0, B, Fcopy) que tenha o seguinte
comportamento quando uma string x é fornecida como entrada. A maquina deve adicionar ao
fim da string x mais uma cépia de x (ou seja, a fita devera conter xx), retornar a cabeca de leitura
para a posicdo inicial. Em seguida a mdquina deve aceitar e parar. u

Exercicio 5.10 Responda se existe uma MT M = (Q,X,T', 0, qo, B, F) tal que:

Vx € X*, gow )y pww, onde p € F

Exercicio 5.11 Observe que a Mcopy @ MT da Questdo 5.9 ndo € o tipo miquina que vinhamos
trabalhanddo normalmente até este ponto do livro, ou seja, Mcopy N0 € uma maquina que testa
se uma dada string de entrada tem ou ndo certa propriedade e, no fim da computacio, aceita ou
rejeita tal string de acordo com essa propriedade. Em outras palavras, o conceito de “qual € a
linguagem da maquina Mcopy” ndo € algo central para o tipo de computagdo que ela realiza e
ndo € alvo de interesse. Ainda assim, a defini¢do matemadtica L(Mcopy) é bem precisa e, portanto
o conjunto L(Mcopy) € bem definido. Pergunta: qual € linguagem L(Mcopy) da maquina Mcopy
da Questao 5.9?7 =
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Exercicio 5.12 SejaM = (Q,%,T’,8,q0,B,F) uma MT que decida a linguagem L. Mostre que
é possivel construir uma MT M’ = (Q',X,T, 8,4, B, F') com as seguintes especificagdes:

e M’ também decide L
* Quando a maquina M’ para, ela deixa na fita apenas um bit 1 ou 0, dependendo do caso
quem aceitou ou rejeitou a string. De maneira mais precisa, a miquina se comporta da
seguinte maneira:
— Se M’ aceita w, entdo gow -, pl, onde p € F’
- Se M’ rejeita w, entdo gow k3, g1, onde g ¢ F’

Exercicio 5.13 SejaM = (Q,X,T',8,q0,B,F) uma MT que decida a linguagem L. Mostre que
é possivel construir uma MT M’ = (Q',Z,T’,8,q;,, B, F') com as seguintes especificagdes:

o M’ aceita X*

* Quando a maquina M’ para, ela deixa na fita apenas um bit 1 ou 0, dependendo do caso
que a maquina M aceita ou rejeita a string. De maneira mais precisa, a maquina M’ se
comporta da seguinte maneira:

— Se M aceita w, entdo gyw b3, pl, onde p € F’
— Se M rejeita w, entdo gyw 3, g1, onde g ¢ F’

I Exercicio 5.14 Forneca uma defini¢ao formal para uma MT com 3 fitas. n

Exercicio 5.15 Forneca uma defini¢do formal para uma MT com 1 fita “read only” onde a
string de entrada € posicionada e 1 fita “read/write” que a MT pode utilizar como memoria. =

Exercicio 5.16 Forneca uma defini¢do formal para uma MT com 1 fita “read only” onde a
string de entrada é posicionada e 1 fita “read/write” que a MT pode utilizar como memoria e
uma fita “write only” onde a MT pode, por exemplo, escrever alguma string de “resposta”. =

Exercicio 5.17 Seja M uma MT que sempre para com as caracteristicas da Questdo 5.16.
Mostre que podemos projetar uma MT M’ que sempre para com L(M) = L(M’) com as seguintes
caracteristicas: a MT tem 1 fita “read only” de entrada e 1 fita “read/write” de memoria e uma
terceira fita “write only” de saida que a mdquina escreve um bit de informagao antes da maquina
parar. O bit de informacao € 0, se a string € rejeitada e 1 se a string € aceita. =
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Neste capitulo vamos discutir duas afirmacdes que, embora relacionadas, ndo sio idénticas.
A primeira delas € a afirmacdo de que Médquinas de Turing capturam a no¢do intuitiva que temos
do que seja um processo computacional. A segunda € a afirmacdo de que qualquer processo
computacional fisicamente realizdvel, pode ser simulado por uma Maquina de Turing. As duas
afirmagdes sdo comumente chamadas de Tese de Church-Turing.

6.1 Perspectiva histérica

No inicio do século XX alguns mateméticos obervaram que o processo de se provar um teorema
assemelhava-se a um processo mecanico: dada uma afirmacdo, o que fazemos € usar certos axiomas
e regras validas de inferéncia para, passo a passo, concluir que a afirmacio é verdadeira (ou refuté-la,
caso seja falsa). Em outras palavras, todo o raciocinio matemdtico comecava a ser visto como um
processo mecanico.

Isso motivou o matemético David Hilbert a desafiar a comunidade matematica em 1928 a
encontrar um algoritmo que tome como entrada uma afirmagdo matematica e que responda SIM,
se a afirmacdo é verdadeira (ou seja, a afirmaciio é um teorema) ou NAO se a afirmagio é falsa'
O observe que, dada a maneira como Hilbert enunciou o problema, ele sequer considerava a
possibilidade de que tal algoritmo ndo viesse a existir.

Resolver o problema proposto por Hilbert, conhecido como Entscheidungsproblem (“problema
da decis@o”, em alemao), era uma tarefa nada modesta, pois o objetivo de Hilbert era encontrar
um algoritmo extremamente poderoso que automatizaria todo o processo de se “fazer matematica”.

Qualquer pessoa seguindo este algoritmo seria capaz de provar qualquer teorema?.

Em 1936, primeiramente Alonzo Church, e, logo em seguida, Alan Turing provaram que tal
algoritmo nao existe. A questdo importante que temos que ter em mente é que para se provar que um

!Observe que “afirmacdio matemdtica” aqui precisa ser bem definida (i.e., quais axiomas e as regras de inferéncia
iremos fixar a priori), mas isso é um assunto que foge ao escopo deste livro.

20 matemitico Gottfried Leibniz também j4 havia pensado sobre este mesmo problema no século X VII, entretanto,
naquela época, ainda ndo se conhecia muito do ferramental matematico que viria a ser conhecido mais tarde para que
esta pergunta poder ser formulada com a precisao.
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dado algoritmo néo existe, a primeira coisa que deveria ser feita era tornar preciso exatamente o que
€ um algoritmo. Alonzo Church e Alan Turing provaram seus resultados praticamente a0 mesmo
tempo. Alonzo Church usou um formalismo matematico chamado cdlculo A e Alan Turing criou
seu formalismo matemadtico, que hoje em dia é chamado de Méquina de Turing. Os dois modelos
sdo equivalentes, mas a vantagem do modelo de Turing era a sua simplicidade e intuitividade, de
maneira que ele tinha uma interpretacio “fisica” que tornava mais convincente a ideia de que aquele
era um processo mecanico que poderia representar um algoritmo qualquer.

Adicionalmente, Turing também mostrou que seu modelo tinha uma propriedade conhecida
com universalidade. Esta propriedade ndo estd tao relacionada a ideia de algoritmos em si, mas a
ideia de computadores de propdsito geral, ou seja, objetos que tomam algoritmos como entrada
e 0s executam passo a passo. Veremos em detalhes o significado deste conceito no Capitulo 7.
A definicdo da Méquina de Turing, o conceito de universalidade e a interpretacao fisica destes
conceitos marca inicio do que conhecemos por ciéncia da computacdo. Estes conceitos estabelecem
também a base necessdria para entendermos a Tese de Church-Turing, o que é o objetivo central
deste capitulo.

Magquinas de Turing séo equivalentes a linguagens de programagdo

Antes de entrarmos em uma discussio mais profunda para entender a afirmag@o de que Mdquinas
de Turing expressam o que queremos dizer algoritmos e computacio, vamos comegar com algo
mais concreto. Nosso primeiro passo serd apresentar um teorema que afirma que Méquinas de
Turing s@o capazes de representar algoritmos escritos em linguagens de programacao.

Primeiramente, nao ¢ dificil observar que projetar uma Méquina de Turing para realizar uma
tarefa é muito mais trabalhoso do que escrever um programa usando linguagens de programacio de
alto nivel para realizar a mesma tarefa. Entretanto, o fato de que temos mais trabalho escrevendo
um algoritmo usando um dado formalismo em comparacio outros formalismos nao tem relagao
com o poder comutacional do formalismo em questdo. Basta pensar que, embora escrever um
programa em Linguagem Assembly é muito mais trabalhoso do que o mesmo programa em Python,
tal programa pode ser escrito usando uma Linguagem Assembly.

Nesta secdo nds vamos enunciar um teorema que afirma que Méquinas de Turing s@o equiva-
lentes aos algoritmos escritos em linguagens de programacao usadas hoje em dia. A demonstracio
do teorema ndo envolve nenhum conceito abstrato complicado, é muito longa e técnica e nado é
0 nosso objetivo deste livro. O nosso objetivo € obsevar que isso é um Teorema Matematico!
A demonstragdo, caso algum estudante curioso tenha interesse em verificar, pode ser vista na
secdo 2.6 do livro [PAP94]. Para que possamos enunciar o teorema, vamos definir um modelo
matematico equivalente a programas escritos em assembly, uma vez que um programa escrito
em uma linguagem de programacdo de alto nivel pode sempre ser expresso por um programa em
assembly>.

Programas Assembly

Um programa assembly pode ser definido como uma sequéncia de instru¢des. Nosso primeiro
passo € definir exatamente o formato que uma instrucao podem ter. Para que possamos apresentar
tal defini¢do, vamos definir os seguintes conjuntos de strings sobre o alfabeto {A,...,Z,1,...,9,” }:

* A; = {HALF,HALT}
*+ Ay = {ADD, SUB,READ, STORE, LOAD, JUMP, JPOS, JZERO, INEG, ZERO }
* B=1{},%}, onde j é uma string de {0,...,9}.

30 trabalho de um compilador é converter um programa de alto nivel em um programa assembly, que, por sua vez, &
essencialmente uma sequéncia de intrugdes que o processador do computador € capaz de executar.
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Definicdo 6.2.1 — Instru¢do assembly. Uma instrucdo 7 é um objeto matematico que pode
ter duas formas:
(1) @ pode ser um elemento do conjunto A
(2) m; pode ser um par (a,b),a € A eb B
Além disso, hd ainda as seguintes restri¢gdes sobre os tipos de intrugdes do tipo (2):
* Se b =7}, entdo obrigatoriamente ¢ € {READ, STORE}

As intrugdes do tipo (2) sdo chamadas de instrucdes com argumentos. Instrugdes com argumen-
tos sdo tipicamente escritas na forma a b (ao invés de (a,b)). Por exemplo, escrevemos STORE 12
ou invés de escrever (STORE, 12).

Definicdo 6.2.2 — Programa Assembly (PA). Um programa assembly é uma sequéncia finita
II=m,m,..., &, de instrucoes.

Ao invés escrevemos uma sequéncia de instrucdes separadas por virgulas, ¢ comum, como
fazemos em computadores modernos, escrever programa assembly uma instru¢@o por linha.

m Exemplo 6.1 Um exemplo de programa assembly (que ndo necessariamente computa algo ttil):

ADD 33
READ 10
READ 10
HALF
STORE 12
HALT

SEMANTICA DE INSTRUCOES E EXECUCAO DE PROGRAMAS ASSEMBLY

Assim como fitas e cabecas de leitura sdo interpretacdes fisicas do objeto matemadtico conhe-
cido como Méquina de Turing, ndo fazendo parte da definicdo matemadtica em si, a interpretacao
do que “faz” uma instru¢do assembly, que normalmente chamamos de semdntica da linguagem,
também € algo externo a definicio matemdtica de um Programa Assemby.

Por exemplo, a semantica da instru¢do HALF € a seguinte: o valor contido em dado reg-
istrador do processador central do computador € dividido por 2.

Se pensarmos um pouco a fundo, mesmo quando estamos lidando com modelos computa-
cionais que sao linguagens de alto nivel, a semantica da linguagem em questao se refere, em
dltima andlise, a diferentes processos fisicos ocorrendo na maquina relacionadas as diferentes
instrugdes que a linguagem oferece.

Nao iremos apresentar a semantica a fundo de cada uma das instrugdes da nossa defini¢do de
linguagem Assembly, assim como nao vamos definir precisamente o que significa a “execucdo’
de um PA (para tal precisariamos formalizar o conceito de configuracdo da maquina, de maneira
semelhante ao que fizemos com MTs), uma vez que estes conceitos s@o intuitivos para quem
tem experi€ncia com programacgdo. Nao vamos nos preocupar com isso, pois o nosso foco aqui
¢ apenas entender que o poder de expressividade de um PA € o mesmo poder de expressividade
de uma MT. Para os alunos curiosos, indicamos, novamente, a se¢do 2.6 do livro [PAP94], onde
a semantica das instrugdes apresentadas aqui é apresentada em detalhes.

]

Noés sabemos que Programas assembly sdo capazes de resolver bem mais do que apenas
problemas de decisdo (Miquinas de Turing também tem esta propriedade, como veremos no
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préximo capitulo). Entretanto, uma vez que estamos lidando, por hora, com problemas de decisao,
serd essencial definir o conceito de aceitagdo de linguagens por programas assembly.

Apesar de ndo estarmos nos preocupando com a semantica exata de PAs, vamos introduzir
de alguns conceitos semanticos elementares elementares para facilitar o entendimento do modelo.
Primeiramente, precisamos pensar como um PA faz a leitura da string de entrada. Dado um PA,
vamos assumir que o i-ésimo bit da string de entrada x = x;x;...x, que este programa toma &
acessivel usando-se a instru¢cdo READ i. Depois disso, a ideia geral é que a execu¢do do programa
consiste de uma série de instrucdes sendo chamadas (ndo necessariamente em ordem, uma vez
instru¢des como JUMP servem para mudar o fluxo de execugdo do programa).

O dltimo fragmento de semantica que precisamos esbogar aqui, é assumir que em nosso modelo,
a aceitagdo ou rejeicdo de uma string de entrada € feita escrevendo-se um determinado bit para 0 ou
1 em algum “registrador” especial. Isso € feito chamando-se a instru¢do LOAD i. Um Programa
Assembly para quando a instru¢do HALT € chamada.

Definicdo 6.2.3 A linguagem de um programa assembly I1, denotada L(IT) é o conjunto de
strings x de entrada satisfazendo a seguinte propriedade: Se a execu¢do do programa com a
entrada x para e na ultima vez que a instrugcdo LOAD i for chamada o valor de i for diferente de
0, entdo x é aceita. Caso a Ultima chamada a instru¢do LOAD i tenha o valor i = 0 ou nenhuma
instrucdo do programa tipo LOAD i é chamada na execug@o do programa, a entrada € rejeitada.

Com isso, vamos enunciar o teorema a seguir, extremamente importante para entendermos a
Tese de Church-Turing:

Teorema 6.2.1 Para todo Programa Assembly IT, existe uma MT M tal que L(M) = L(IT).

Em outras palavras, se existe um programa assembly que resolve um problema, entdo existe
uma Mdquina de Turing que resolve o mesmo problema. Como ja mencionamos, a prova deste
teorema pode ser vista na se¢@o 2.6 do livro [PAP94]. A outra dire¢do do enunciado do teorema
também € verdade, ou seja, para cada MT existe um PA equivalente que resolve o mesmo problema,
o que significa que os dois modelos de computacio sdo equivalentes.

Teorema 6.2.2 Para toda MT M, existe um Programa Assembly IT, tal que L(IT) = L(M).

A demonstragdo do Teorema 6.2.2, vem do fato de que podemos escrever programas para
“simular” MTs usando linguagens de alto nivel (e portanto, também em Linguagem Assembly).

Equivaléncia de Maquinas de Turing com outros modelos de computacdo

Além de linguagens de programac¢ao modernas, uma série de outros modelos mateméticos sdao
equivalentes a Maquinas de Turing. Alguns destes modelos foram propostos ainda na primeira
metade do século XX, sendo os mais famosos o cdlculo A e as funcdes [L-recursivas. Estes
modelos foram propostos com o objetivo puramente matematico de servir de definicdo de algoritmo,
sem a inteng¢do, a principio, de ter correspondéncia com objetos fisicos que possam ser de fato
implementados. Com o avango da ciéncia da computacdo, uma quantidade enorme de outros
modelos matemdticos apareceram na literatura e provaram-se equivalentes a Mdquinas de Turing.

Na frente pratica, além da equivaléncia de MTs a computadores atuais, a pesquisa em dreas
cujo objetivo é a construcio de computadores usando substratos fisicos “ndo tradicionais” também
tem fornecido modelos matematicos que sdo equivalentes a Maquinas de Turing. Ainda é um pouco
cedo para afirmar quais destes modelos advindos da tentativa de se usar substratos fisicos ndo
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tradicionais refletem tecnologias que podem sair do papel. De qualquer forma, vamos exemplificar
isso usando duas dreas que tem sido mais ou menos proeminentes nos dias de hoje. Em menor
escala, uma destas dreas € de computacdo molecular, mais precisamente, computacdo usando
moléculas de DNA*. A outra drea que usaremos como exemplo, e que é umas das mais ativas
atualmente, é a drea de computacio quantica.

COMPUTACAO QUANTICA

A ideia que sustenta a pesquisa em computacao quantica é a seguinte: de acordo com as
leis da mecanica quantica, a evolugdo no tempo de um conjunto de objetos de um sistema fisico
(estes objetos podem ser dtomos, elétrons, fétons, etc) podem ser modelados com precisdo
arbitraria por uma abstracdo chamada de circuito qudntico. A ideia bésica € usar o estado de
um objeto (ou conjunto de objetos) para registrar informacdo e fazer o processamento desta
informacao por meio da manipulacdo dos estados em que estes objetos possam se encontrar.
Entratanto, como aqui os objetos usados sdo suficientemente pequenos, os tipos de manipulagdes
possiveis (i.e., os tipos de de transformacdes permitidas que levam um estado a outro) sdo regidas
pelas leis da mecanica quantica.

Teorema 6.3.1 — Equivaléncia de MTs com outros modelos de computacdo. Os seguinte
modelos matematicos s@o equivalentes a Maquinas de Turing:

(1) Variacdes de Maquinas de Turing (e.g., MT com muiltiplas fitas, MT com uma fita infinita
em apenas uma direcdo, MT cuja a entrada esteja em uma fita “read only” e as demais
multiplas fitas sejam “read-write”, MT com alfabetos que ndo sejam bindrios);

(2) Célculo A, fungdes p-recursivas, APs com 2 pilhas e outros modelos matematicos;

(3) Linguagens de programacdo modernas (e.g., C, C++, Java) e algoritmos em pseudo-c6digo;
(4) Modelos matematicos de computacao “nio tradicional”, mas que sejam advindos de objetos
fisicos com implementacdo vidvel (e.g., diversos modelos de computacdo molecular);

(5) Modelo de Circuitos Quanticos

O enunciado do Teorema 6.3.1 estd um pouco vago, pois nao definimos com precisdo varios
destes modelos matemadticos (e.g., Cdlculo A, fungdes p-recursivas, Linguagem C, Linguagem
Java, etc) e usamos vocabuldrio impreciso, como “outros modelos matematicos” e “MT com outros
alfabetos™. O nosso objetivo central neste ponto nio é apresentar os detalhes destas equivaléncias
e sim reforcar que estas equivaléncias sao Teoremas Matematicos. Além disso, observamos o
seguinte: no item (4) do enunciado do Teorema nés dissemos “implementacdo vidvel”. Isso tem
conexdo com algo que vamos discutir na préxima secao, que € a Tese de Church-Turing.

A Tese de Church-Turing e suas interpretacoes

A Tese de Church-Turing (TCT) é afirmacgdo de que Maquinas de Turing “capturam o conceito
de computacdo efetiva”. H4 duas interpretacdes que normalmente sdo feitas desta tese. A primeira
interpretacdo é que a TCT € uma definicdo matematica. A segunda intepretacdo é da TCT como

4H4 uma série de formalismos usados na drea de computacio molecular e comutagio com DNA. No contexto em que
o objetivo é realizar computagdo de propdsito geral, um dos modelos mais conhecidos € chamado de aTAM (da sigla em
ingés “abstract tile assembly machine”).

SNote que, a rigor, MTs com alfabetos diferentes nunca vio aceitar as mesmas strings, pois por defini¢o tais strings
terdo diferentes simbolos. Entretanto, a ideia aqui é que € possivel codificar qualquer conjunto de simbolos usando
apenas o alfabeto bindrio e estabelecer uma correspondéncia de um conjunto de strings quaisquer e um conjunto de
string do alfabeto bindrio.
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uma afirmagdo sobre o mundo fisico.

A TCT como definicdo matemdatica

Para entendermos a interpretacdo da TCT como sendo uma definicio matemdtica, vamos usar
uma analogia. Imagine que alguém faca a seguinte afirmacao: a definicdo de funcdo continua
usando “epsilons” e “deltas”, como normalmente vemos em um curso de Cdlculo, captura o
conceito de continuidade de fungoes.

Uma afirmacao como esta acima pode ser debatida e algumas pessoas podem até discordar a
respeito da afirmacdo, mas no fim ela € aceita por que ela é til tem funcionado muito bem na prética
desde a criacdo do Célculo. O que acontece é que a ideia original de funcdo continua (func¢des que
podemos “desenhar sem tirar a caneta do papel”) era subjetiva, e essa subjetividade impede que
possamos fazer avancos matemadticos a respeito de fungdes continuas. Uma vez que nio parece
existir alguma funcao continua (como intuitivamente concebemos) que ndo possa ser expressa em
termos desta defini¢do usando epsilons e deltas, entdo os matematicos definiram fungdes continuas
desta maneira. Portanto, fun¢des que ndo podem ser expressas desta maneira por definicio nao
sao continuas e fun¢des uque podem ser expressas desta maneira por definiciao sao continuas.

De maneira semelhante, a afirmacdo de que uma Maquina de Turing que sempre para € a
definicao de um algoritmo ¢ vista como algo 1til e que faz sentido na pratica. Algumas pessoas
poderiam debater se existe ou nio existe um formalismo matemadtico capaz de representar algo que
reconhe¢amos subjetivamente como um algoritmo, mas que nio pode ser expresso na forma de
Miéquinas de Turing. Embora discussdes como esta parecam um pouco “anos 307, ainda assim
faz sentido para alguns debater esta questao pois trata-se de uma questao de definicio matematica.
O ponto chave é que, de maneira semelhante ao que fazemos com outras definicdes matemadticas
(como a defini¢do de fungdes continuas, por exemplo), quando dizemos que se existe uma MT
que sempre para para decidir um dado problema, entdo por definicio existe um algoritmo para
o problema e se ndo existe uma MT que sempre para para decidir um dado problema, entdo por
definicao nao existe um algoritmo para o problema. Embora nio se ulize tal expressdo, nesta
interpretacdo ndo seria incorreto dizer que seria mais apropriado dizer Definicdo de Church-Turing,
ao invés de Tese de Church-Turing.

A TCT como dfirmagdo empiricamente verificavel

Uma outra interpretacdo, € a de que a TCT é uma afirmacdo empiricamente verificdvel. Esta
interpretacdo tem a vantagem de prover um critério objetivo para se refutar tal afirmacao, caso ela
venha a ser falsa. O critério que nos referimos € o0 mesmo usado para qualquer afirmacdo sobre o
mundo fisico®’: a afirmagdo deve ser descartada caso seja refutada experimentalmente. O que a
Tese de Church-Turing afirma é o seguinte:

0 termo informal “mundo fisico” obviamente pode gerar discussdes filos6ficas de todo tipo, mas este néo é o
objetivo aqui, por mais interessante que isso possa ser. Sendo um pouco mais rigorosos, o que queremos dizer aqui é que
estamos nos restringindo ao dominio do pode ser verificado experimentalmente pelo método cientifico.

7Em particular, é importante remover algumas imprecisdes filoséficas associadas a tal projeto. Uma confusdo
superficial, mas comum, ¢é a seguinte: ‘“Mas nés nem mesmo conhecemos as leis ‘finais’ da fisica para querer ter
tal modelo!”. O ponto é que diferentes dreas da ciéncia, como quimica, geologia, ou ciéncia da computagéo estdo
interessadas em diferentes aspectos da realidade (o termo preciso é que estas dreas tem epistemologias diferentes).
Embora, € claro, cientistas devem sempre estar antentos ao que ha de sélido em outras ciéncias (incluindo a fisica)
na medida do possivel. A segunda confusdo € que, em ciéncias empiricas, sempre que falamos em “todo e qualquer”,
deve-se entender que estamos falando em “todo e qualquer, dentro do que pode ser aferido pelo que entendemos como
método cientifico”.



© Murilo V. G. da Silva 81

TESE DE CHURCH-TURING: Se um problema computacional pode ser resolvido por algum
dispositivo fisicamente realizdvel, entdo ele pode ser resolvido por uma Mdquina de Turing

No Capitulo 7, veremos que existe um problema de decisao, chamado problema da parada,
que ndo pode ser resolvido por Maquinas de Turing. Uma vez que uma consequéncia da TCT é que
nenhum objeto no mundo fisico seja capaz de resolver este problema, saberiamos precisamente
0 que tipo de evidéncia empirica precisariamos para refutar a TCT: um aparato que resolva
consistentemente o problema da parada. O consenso atual, que vem de uma série de dire¢des (o que
sabemos sobre as leis da fisica e mesmo sobre os fragmentos do que sabemos a respeito da dire¢dao
que a fisica parece estar tomando) € que a existéncia de tal objeto parece ser bastante improvavel.

No enunciado da TCT, quando nos referimos a um problema computacional, ndo nos referimos
apenas a problemas de decis@o. Neste contexto estamos nos referimos a algo extremamente amplo
(essencialmente qualquer processo sistematico de tranformacio informagio®). Por conta disto, a
TCT tem uma implicacdo bastante significativa. Uma vez que podemos ver o estado de um objeto
fisico qualquer como a instanciagdo de alguma informacio (i.e., a descri¢@o do estado que o objeto
se encontra € a informacdo em si), sabemos que a evolugdo no tempo de tal objeto, ndo importando
quao complicado seja este objeto, pode ser simulado por uma Méquina de Turing.

CONEXOES ENTRE COMPUTACAO E FISICA

A Tese de Church-Turing é normalmente aceita por que, a0 observarmos a natureza em
seu nivel mais fundamental e levarmos em consideracdo como objetos se comportam, quais
estados que estes objetos podem estar, quais sdo seus graus de movimentos possiveis, e quais
sa0 os tipos de evolucdo que estes objetos podem sofrer no tempo, as restricdes impostas pelas
leis da mecénica quantica parecem sustentar a tese. Um ponto chave € que a descri¢do de
um objeto pode ser aproximado com precisdo arbitrdria pelo modelo matemético conhecido
com circuito quintico’, e sabemos que estes modelos podem ser simulados por Maquinas de
Turing (enunciamos este fato no Teorema 6.3.1). A cita¢do abaixo expressa bem a vantagem
que alguns cientistas véem ao intepretar TCT como afirmacao sobre a realidade fisica e por que
a comunidade cientifica tende sustentar esta versao da tese.

Podemos ficar debatendo sem chegar a lugar nenhum sobre exatamente o que a Tese de
Church-Turing quer dizer. Eu, pessoalmente, sempre preferi a versdo da TCT em que ela é uma
afirmagdo, empiricamente falsificdvel, a respeito dos tipos de problemas computacionais que
podem ser resolvidos no mundo fisico. Esta versdo tem a enorme vantagem de tornar claro o
que significa falsificd-la: uma revolucdo na fisica. — Scott Aaronson

L Apesar do nome circuito quantico, este modelo nio é exatamente um circuito no sentido em que estamos
acostumados. Este modelo ¢ um formalismo para descrever sistemas quanticos evoluindo no tempo.

CONTINUO VS DISCRETO?

A Tese de Church-Turing, como qualquer questao cientifica, é passivel de debate. Existe
uma area da computacio, conhecida como hiperpcomputagdo, que € dedicada a estudar modelos
que desafiem a TCT. Entretanto, a maioria das propostas que questionam a TCT sio tipicamente
variacdes da antiga ideia de computacio analégica', uma ideia que parece esbarrar em alguns

8Se quisermos ser precisos, podemos ver um processo sistemdtico de trasformacdo de informagio como um ma-
peamento de uma string w para outra string f(w). No Capitulo 7 veremos que problemas de decisdo podem ser vistos
como fungdes booleanas f : £* — {0,1} e que a ideia de problema computacional pode ser generalizada para funcdes
f:X* — ¥* que mapeiam strings em outras strings.
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obstéaculos postos pela fisica tedrica contemporanea. Em particular, o resultado mais importante
nesta linha, demonstrado na década de 70, é chamado de Limitante de Bekenstein [Aarl3].
Embora alguns pardmetros usados na mecanica quantica sejam continuos, o Limitante de
Bekenstein impde um limite a quantidade de informagao (que pode ser pensada em termos da
quantidade de estados que podem ser observados em um sistema) que uma regido finita do
espago pode conter.

'Nzo nos referimos aqui a alguns dispositivos do nosso dia a dia que sdo ditos analgicos. Um dispositivo
analdgico, no sentido que nos referimos, seria capaz de realizar tarefas como, por exemplo, armazenar dados que
requerem uma quantidade infinita de informacéo (e.g., armazenar o niimero 7, com seus infinitos digitos) e recuperar
esta informagdo sem erros. No momento ndo hd comprovagao cientifica de seja possivel realizar tais tarefas.

Além da TCT estar amaparada pelo que sabemos de concreto sobre a mecénica quantica (e
também por alguns resultados vindos de 4reas da fronteira da fisica tedrica), uma questio relevante
que ampara a tese € a questdo experimental. Embora seja comum que aparecam propostas de
modelos que desafiam a TCT, até hoje todas as tentativas de implementagdo de algum modelo que
desafie a tese falharam. A cada vez que isso ocorre, o consenso em torno da Tese de Church-Turing
acaba sendo fortalecido, o que € normal acontecer com teses, principios ou leis em qualquer area
de investigacdo cientifica: cada vez que um experimento falha em refutar uma hipétese cientifica, a
hipétese ganha mais forga.

TURING E INTELIGENCIA ARTIFICIAL

Umas das consequéncias mais discutidas da Tese de Church-Turing € a afirmacgao de que
cérebros humanos, sendo estes objetos fisicos, podem ser simulados por Maquinas de Turing.
Isso tende a gerar controvérsia, em particular quando interpretada de maneira incorreta. Portanto,
para clarificar a conexdo com inteligéncia artificial, € importante esclarecer algumas coisas que
a afirmac¢@o acima nao diz:

(1) A afirmacdo ndo diz que ja sabemos como fazer tal simulagdo, pois ndo sabemos
exatamente como cérebros funcionam.

(2) A afirmagdo também nao € a de que a simulagc@o de um cérebro por uma Méaquina de
Turing € a melhor estratégia para se implementar inteligéncia artificial.

(3) A afirmacao também nao diz que a arquitetura especifica de um cérebro é semelhante a
arquitetura de computadores atuais (embora cérebros tenham evoluido para processar informacao,
processamento de informacao pode ser feito usando-se muitas arquiteturas diferentes).

Estas questdes acima sao interessantes e dignas de pesquisa, mas ndo sao relevantes aqui,
pois a afirmacdo em questdo € mais modesta: um cérebro, como qualquer objeto fisico, pode ser
simulado em principio por uma Méquina de Turing.

Algo importante de se ressaltar é que a discussdo da possibilidade da inteligéncia humana
ser simulada por maquinas ndo € algo recente. Esta observacdo apareceu juntamente com
nascimento computacio e o proprio Alan Turing trabalhou nesta questao em seu famoso artigo
em que o Teste de Turing é proposto.

Entretanto, ¢ importante observar que o termo infeligéncia (assim como “consciéncia” ou
“mente”) ndo é filosoficamente simples de se definir, sendo assim € natural que haja debate em
torno de tal assunto. O mais importante aqui é observar claramente que a TCT nao faz nenhuma
mengdo a tal termo. Para o leitor interessado em filosofia da mente, sugerimos o livro de Edward
Feser [Fes19], que € um texto introdutdrio, acessivel e com muitas referéncias.
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A Tese de Church-Turing estendida

Nesta se¢do vamos apresentar uma segunda afirmacao que, ao contrario da TCT, nao é consenso
cientifico. Mas por que vamos perder tempo discutindo uma afirmacdo que possivelmente ndo
é correta? O ponto é que entender esta segunda afirmagdo, conhecida como Tese de Church-
Turing Estendida, é importante para compreendermos os desenvolvimentos recentes em teoria da
computagdo, em particular, na drea de computacio quantica.

O seguinte teorema enuncia um fato importante com relacio a equivaléncia de Maquinas de
Turing a outros modelos de computagao.

Teorema 6.5.1 Uma MT simula os modelos (1) a (4) do Teorema 6.3.1 com eficiéncia polinomial

Assim como no Teorema 6.3.1, enunciamos do Teorema 6.5.1 de maneira um pouco vaga,
sem definir exatamente o que queremos dizer com eficiéncia polinomial. Entretanto, alunos
familiarizados com andlise de algoritmos entendem o que o enunciado do teorema quer dizer: nao é
possivel definir algoritmo em qualquer um dos modelos (1), (2), (3) e (4) tal que nimero de passos
necessarios para a execucao deste algoritmo seja exponencialmente menor do que o nimero de
transicoes que a Maquina de Turing faria na simulag¢do do algoritmo.

Observe que s6 incluimos os itens (1) a (4) e deixamos o item (5) de fora do enunciado do
Teorema 6.5.1. O que acontece € que conjectura-se que nio seja verdade que Maquinas de Turing
simulem Circuitos Quanticos com eficiéncia polinomial. O modelo de Circuitos Quanticos é, até o
momento, o inico modelo com contrapartida em objetos fisicos para o qual conjectura-se tal fato.
O modelo de circuitos quanticos € a base da pesquisa em computagdo quantica.

A construgdo de computadores quanticos € possivel em principio, mas alguns pesquisadores
questionam esta possibilidade. Este questionamento significa dizer que o modelo de circuitos
quanticos ndo sdo modelos fisicamente realizdveis’. O que estes pesquisadores fazem é afirmar que
ndo somente a TCT € s6lida, mas que ela € mais solida do que o consenso atual. Esta afirmagao,
conhecida como Tese de Church-Turing Estendida (TCTE), e que data da década de 60, afirma o
seguinte: todo problema computacional que possa ser resolvido de maneira eficiente no mundo
fisico, pode ser resolvido de maneira eficiente por uma Mdquina de Turing. Neste enunciado,
a palavra eficiente quer dizer polinomial. Ao contrario do que acontece com a TCT, a TCTE
ndo é consenso cientifico, pois tal afirmacao sugeriria que o modelo de circuitos quanticos nio é
realista. Entrentanto, o consenso cientifico € que o modelo de circuitos quanticos é simplesmente
consequéncia das leis da mecénica quantica.

ALGORITMOS QUANTICOS

Atualmente, alguns problemas admitem algoritmos quanticos (i.e., algoritmos escritos na
forma de circuitos quanticos) que os resolvam que sdo exponencialmente mais eficientes do que
os melhores algoritmos cldssicos que conhecemos. Quando nos referimos a algoritmos classicos,
queremos dizer M4quinas de Turing ou qualquer um dos modelos (1) a (4) do Teorema 6.3.1,
por exemplo. Entretanto, ninguém foi capaz de provar matematicamente ndo existam algoritmos
polinomiais cldssicos para tais problemas, mas atualmente trabalha-se com a conjectura de que
eles ndo existam e que o modelo de computacdo quantica € exponencialmente mais eficiente do
que o modelo classico para alguns problemas especificos. Esta conjectura é conhecida como a
conjectura de que P # BQOP.

Observe que mesmo que prove-se tal conjectura e conclua-se que o modelo de computacgio

9Computadores quinticos pequenos (i.e., contendo poucos qubits) ja foram construidos. O que estes pesquisadores
questionam € a possibilidade do modelo néo ser escaldvel.
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quantica é inerentemente mais eficiente que o modelo de MTs e, além disso, a construcdo
de computadores quénticos seja realmente possivel, como espera-se que seja, 0 que estes
dois fatos juntos fazem € simplesmente refutar a TCTE. Por outro lado,a TCT continua
completamente intacta, pois em termos do que se é possivel computar (ou seja, ignorando
questdes de eficiéncia) computadores quanticos e cldssicos sdo equivalentes. Em outras palavras,
o conjunto de problemas que podem ser resovidos por computadores quanticos é precisamente o
conjunto das linguagens recursivas.

O que ocorre atualmente € que embora computadores quanticos sejam capazes de resolver
precisamente 0os mesmos problemas que computadores cldssicos, tem-se bastante interesse
na constru¢cdo de computadores quanticos, pois alguns problemas computacionais que eles
poderiam resolver de maneira exponencialmente mais rdpida sao bastante importantes.

6.5.1 Exercicios

Exercicio 6.1 O Teorema 6.3.1 afirma que uma MT com 3 fitas pode ser simulada por uma
MT padrao com “efici€ncia polinomial”. Defina formalmente o que significa a afirmacdo: Uma
MT com 3 fitas pode ser simulada com eficiéncia polinomial. Note que nao estamos pedindo
para vocé provar esta afirmacao, estamos pedindo apenas para vocé a definir formalmente a
afirmacgdo. (Dica: use o conceito de computacdo com MTs, ou seja, a notacdo I, e notacdo
assintdtica.) m

Exercicio 6.2 Descreva sucintamente o que é Tese de Church-Turing (TCT) vista como afir-
macao sobre o “mundo fisico” e qual € a vantagem e a desvantagem dela sobre a versdo da TCT
vista apenas como defini¢do matematica. U

I Exercicio 6.3 Prove que um AP com duas pilhas pode simular uma Maquina de Turing. u
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Neste capitulo vamos estudar dois resultados centrais em Teoria da Computacido. Os dois
resultados estdo presentes na artigo cldssico, publicado por Alan Turing, publicado em 1936. O
primeiro resultado € a prova de que existem problemas para os quais ndo existem algoritmos que
os resolvam. O segundo ¢ a existéncia da Mdquina de Turing Universal, uma instincia de uma
Maigquina de Turing, que € capaz de simular todas as possiveis Maquinas de Turing. A Mdquina de
Turing Universal pode ser vista como um modelo matemético que descreve o que entendemos por
um computador.

7.1 Fungoes computaveis

Muitas vezes € conveniente entender que uma Mdquina de Turing resolvendo um problema de
decisdo pode ser visto como a mdquina computando uma fun¢éo booleanas f : {0,1}* — {0,1}.
Mais precisamente, se w € {0, 1}* fornecida como entrada é aceita pela maquina, podemos dizer
que f(w) =1, e, se w é rejeitada, entdo f(w) = 0. Entretanto, temos que ter um pouco de cuidado,
pois algumas MTs podem eventualmente entrar em loop infinito com certas strings de entrada.

A ideia de MTs computando fungdes booleanas € natural no caso de MTs que sempre param,
pois, para qualquer string bindria de entrada x, ela termina sua execug¢do aceitando ou rejeitando x,
0 que pode ser pensado como a maquina computando o valor 1 ou 0. Mas isso ndo acontece no caso
de MTs que possam ficar computando indefinidamente. A notacdo que vamos introduzir a seguir
serd ttil para lidar com este tipo de situagdo. Como de costume, estamos assumindo que £ = {0, 1}

Notacao 7.1. Suponha que uma string x € X* é fornecida como entrada para uma MT M. Depen-
dendo do resultado da computagdo, escreveremos:

* M(x) =1 quando M aceita x e para.
* M(x) =0 quando M rejeita x e para.
* M(x) =" quando M ndo para com a entrada x.

Observe que uma consequéncia da Notagéo 7.1 é que se M é um algoritmo, Vx € X*, M(x) # .
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Definicdo 7.1.1 — Funcdo booleana computavel. Uma fungdo f : £* — X para a qual
existe uma MT M tal que Vx € {0,1}*, M(x) = f(x), é denominada uma fun¢cdo booleana
computdvel.

Em algumas situacdes vamos lidar com MTs que podem tomar como entrada uma string x e
computar uma string resultante y como saida. O que queremos dizer com “‘string resultante” é a
string que ficou na fita depois que a MT aceitou a string de entrada. O objetivo de introduzir a
notagdo a seguir é tornar esta ideia precisa.

Notacio 7.2. Seja M = (Q,%X,T',8,q0,B,F) uma Mdquina de Turing. Se qox 3y y'qey’, tal que

gr € F ey =YY", entdo escrevemos M(x) = y.

Observe que a expressdo M (x) = y ndo faz sentido se M rejeita y ou se M ndo para. Também
devemos tomar cuidado ndao confundir a notacdo acima com a Notacdo 7.1 no caso da string y
conter apenas um bit. O contexto deve estar sempre claro no uso desta notacdo. Entretanto, observe
que o Exercicio 5.13 indica que tal ambiguidade nao é um problema sério e, portanto, podemos
escrever M (x) = 1 ou M(x) = 0 para nos referirmos a aceitacdo e rejei¢do de strings sem maiores
consequéncias, desde que o contexto esteja claro. Com isso, observe também que fungées booleanas
computdveis sdo equivalentes a problemas decidiveis.

Definicdo 7.1.2 — Fung¢do computdavel. Uma fungio f : £* — L* para a qual existe uma
MT M tal que Vx € £*, M(x) = f(x), é denominada uma fungdo computdvel.

Note que uma fungdo booleana computdvel € um caso particular de uma fungcdo computdvel.

Codificando objetos matematicos em bindrio

Em geral, quando estamos pensamos em alto nivel de abstracdo, um algoritmo pode tomar
uma variedade de objetos matematicos como entrada e retornar também diferentes tipos de objetos
matemadticos. Por exemplo, podemos pensar em um algoritmo tomado vérios grafos como entrada e
retornando uma lista de nimeros inteiros como saida. Nesta secdo vamos lidar com alguns destes
detalhes técnicos, uma vez que a entrada de uma M4quinas de Turing é apenas uma string. A saida
pode ser apenas um bit ou, em certos contextos, uma string.

Notagdo para Maquinas de Turing tomando vdrios argumentos de entrada

Considere o algoritmo implementado em linguagem C que toma como entrada dois ndmeros e
determina se um € miiltiplo do outro. Vamos chamar este algoritmo de MULTIPLO. Se a entrada for,
por exemplo, os niimeros 5 e 10, a notacdo que usarfamos seria MULTIPLO(S,10) e dirfamos que a
saida do algoritmo é SIM.

Adaptando esta ideia para MTs, uma ideia seria colocar os dois nimeros em bindrio (ou seja,
101 e 1010) e concatend-los em uma string que estaria presente na fita de entrada da maquina.
Usando a Notagdo 7.1, escreveriamos M(1011010) = 1, pois a MT comegaria a computagdo com a
string 1011010 em sua fita e a aceitaria, pois o nimero N(1010) é miltiplo do nimero N(101).

Mas isso realmente faz sentido? Dada a string de entrada 1011010, como a MT faz para
advinhar onde termina um niimero e onde comeca o outro nesta string? A string 1011010 poderia
ser a concatenacio de um outro par de strings, como, por exemplo 10110 e 10. E agora?

Na realidade esta € uma dificuldade que é encontrada na pratica em computadores de hoje em
dia. Esta dificulada é superada de diversas maneiras e € uma das razdes pela qual usa-se sistemas
de codificacdo (e.g., tabela ASCII, que nos permite definir simbolos de espagamento, quebra de
linha, etc) padronizados. No caso de MTs, nés também podemos usar estratégias parecidas.
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No6s ndo vamos nos preocupar tanto com estes detalhes de baixo nivel, pois isto ndo é realmente
relevante e acabaria nos tirando o foco das questdes realmente importantes que queremos lidar.
Ainda assim, como é bem comum lidarmos muiltiplos argumentos de entrada concatenados em uma
Unica string, ¢ sempre bom levantar esta questdo para que estejamos certos que as nossas definicdes
estdo corretas e que estamos trabalhando em terreno firme.

MULTIPLAS ENTRADAS: SOLUCAO SIMPLES

Uma outra possivel maneira de lidar com este tipo de tecnicalidade seria usar uma Méquina
de Turing que tenha o alfabeto {0, 1,#}. O Teorema 6.3.1 diz que o poder de computacédo de
MTs com diferentes alfabetos ¢ o mesmo das MTs que estamos usando (i.e., MT com alfabeto
binario). Observe que, tendo um simbolo a mais, podemos usé-lo como separador. No exemplo
do inicio desta se¢do, poderiamos representar o par (5,10) usando a string 101#1010.

Notacao 7.3 (Notagdo para MTs tomando multiplos argumentos). Se MT toma miiltiplas strings
de entrada, digamos, a uma n-tupla de strings (x1,x2,X3,...,X,), dependendo da conveniéncia,
usaremos tanto a notagdo M(xy,xy,...,Xx,) quanto a nota¢do M(x1x2x3....Xy).

O que a Notacdo 7.3 faz ¢ essencialmente encapsular as rotinas de baixo nivel que Médquinas de
Turing tem que executar para lidar com vérias strings de entrada.

Representando objetos matemdticos

Assim como objetos matemadticos sdo representados em baixo nivel com simbolos 0 e 1 em
computadores reais, teremos que representar os objetos sendo manipulados por nossas MT como
strings bindrias. Entretanto, precisamos tomar cuidado para ndo confundir o objeto matemético em
si com sua representacdo bindria.

Dado um objeto matematico S (este objeto pode ser, por exemplo, um nimero inteiro, um grafo,
uma equagdo, uma expressao matematica, etc), usaremos a notacao LS para nos referir a string
que codifica S.

Notacao 7.4 (Codificagdo em bindrio). Dado um objeto matemdtico S, a notacdo LS. se refere a
string que representa a codificagdo de S em bindrio. A maneira exata de como codificar o objeto S
depende do tipo de objeto em questdo e deve sempre estar clara no contexto.

Considere, por exemplo, um grafo G = (V,E). O que queremos dizer com a notacao 7.4 é que
os objetos matematicos G e LG ndo significam a mesma coisa. O primeiro é um grafo, ou seja, um
par de conjuntos, enquanto o segundo € uma string.

Podemos pensar em varias maneiras de se representar um grafo usando uma string e, em geral,
ndés ndo vamos nos preocupar com a maneira exata de se fazer isso. Entretanto, quando estivermos
usando uma representacdo bindria para algum objeto matematico, precisamos ter certeza que de
que € possivel realizar tal tarefa (por exemplo, se » € um ntiimero real, o objeto L7 ndo faz sentido
algum). No caso de um dado grafo G, a maneira mais comum de representé-lo é concatenar os bits
da matriz de adjacéncia de G linha por linha!, como no exemplo a seguir.

m Exemplo 7.1 Seja G = (V,E),onde V = {vy,v2,v3} e E = {viv2,v{v3,1v3}. Como a matriz de

adjacéncia deste grafo é (11) (i) é , entdo a string que representa o grafo é LG, = 011101110. "

ICaso estivéssemos lidando com um grafo com peso nas arestas a sua matriz de adjacéncia ndo seria bindria, mas
mesmo neste caso, com um pouco de trabalho ndo ¢ dificil representar o grafo como uma string bindria.
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Com isso isto em mente, se quisermos que uma MT M tome como entrada um grafo G,
escreverfamos M (LG ) (ao invés de escrever M(G), o que ndo faz sentido, pois a entrada de uma
MT € uma strings e ndo um grafo).

O ponto mais importante que queremos levantar nesta secio é que Mdquinas de Turing também
poder ser representadas por strings bindrias, afinal, MTs também sdo objetos matematicos bem
definidos, finitos e discretos. Usando novamente nossa analogia com computadores reais, um
algoritmo implementado em alguma linguagem de programacao (que sabemos que sdo equivalentes
a MTs) armazenado na memoéria de um computador nada mais é do que uma sequéncia de bits
na memoria deste computador. Ou seja, um algoritmos pode ser vistos como strings. No caso de
Miéquinas de Turing, se uma MT M toma como entrada uma outra MT M’, a ideia é que a MT M’
nada mais € do que uma sequéncia de 0’s e 1’s na fita da MT M.

Exercicio 7.1 Mostre como representar uma MT qualquer usando uma string bindria. (Dica:
MTs sdo definidas por sua tabela de transigdes.) =

I Exercicio 7.2 Seja M a Maquina de Turing da Figura 5.2.2. Apresente a string LM _. u

Problemas de Decisdo

Nesta secdo, nds vamos definir uma série de problemas de decisdo usando a notacdo que
aprendemos para codificar objetos matematicos.

Definicdo 7.2.1 — Primalidade. O problema de decidir se um niimero natural é primo pensado
formalmente como a seguinte linguagem: Ly = {LnJ € £* | n é um niimero primo }.

Defini¢do 7.2.2 — Quadrado Perfeito. O problema de decidir se um niimero natural € um
quadrado perfeito é definido pela linguagem Lsq = {LnJ € £* | 3x € Z tal que n = x*}. Em
outras palavras, Lgq = {I_O_l, Llo,040,09,016.,.25, }

As préximas trés definicdes correspondem a problemas em teoria dos grafos. Relembramos
que um grafo G = (V, E) é um par de conjuntos, sendo que V é chamado de conjunto de vértices de
G e E € um conjunto de pares de vértices. Cada elemento de E € chamado de aresta de G. Neste
livro vamos assumir familiaridade do aluno com conceitos bdsicos de teoria dos grafos.

Definicdo 7.2.3 — Conectividade de Grafos. O problema de decidir se um dado grafo é
conexo € definido pela linguagem Lc = {_GJ € £* | G é um grafo conexo}.

DefinicGo 7.2.4 — Grafos Eulerianos. O problema de decidir se um grafo é euleriano é
definido pela linguagem Ly = {LGJ € ¥* | G é um grafo euleriano}.

Defini¢do 7.2.5 — Grafos Hamiltonianos. O problema de decidir se um dado grafo é hamil-
toniano ¢ definido pela linguagem Ly = {L G1 € £* | G é um grafo hamiltoniano}.

Para o problema a seguir, relembramos que se uma férmula booleana estd em forma normal
conjuntiva se ele € uma conjuncio de disjuncdes. Vamos nos referir a tais férmulas como férmulas
booleanas em CNF?,

20 acrénimo CNF vem do inglés conjunctive normal form.
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Definicdo 7.2.6 — Sdtisfatibilidade de férmulas booleanas (SAT). O problema de decidir
se uma dada férmula booleana em CNF ¢ satisfazivel é definido pela linguagem Lgyr = {L ¢ €
X* | ¢ é uma férmula booleana em CNF satisfazivel }.

Neste contexto em que vemos linguagens como problemas, vamos as vezes usar a expressio x ¢
uma instancia verdadeira do problema L como sindnimo de a string x pertence a linguagem L. De
maneira andloga, vamos dizer que x é uma instdncia falsa do problema L quando x ¢ L.

» Exemplo 7.2 Como a formula ¢; = (x; Vx2) A (x1 VX2) A (X3) € satisfazivel (uma valoragdo que
satizfaz ¢ € x; =V, xp =V e x3 = F), entdo dizemos que L@ s € uma instincia verdadeira de
Lgar. Por outro lado, como ¢, = (x7Vx2) A (x1) A (x2) ndo é satisfazivel, dizemos que ¢ é uma
instancia falsa de Lgar. n

Convencao 7.1 (Literais em formulas em CNF). Seja C; uma cldsula de uma formula ¢ em CNE.
Iremos assumir que em C; ndo ocorrem literais repetidos. Iremos assumir que se o literal | em C;
é corresponde a varidvel x, entdo ndo existe em C; o literal X. De maneira semelhante, se | =X,
entdo ndo ocorre literal x.

Exercicio 7.3 Lembrando que o grafo K4 é o grafo completo com 4 vértices, responda: LKy é
uma instancia verdadeira ou falsa do problema Lg? m

I Exercicio 7.4 A string L K4 é uma instancia verdadeira ou falsa do problema Ly? n

Maquinas de Turing, pseudo-coédigos, generalidade e especifidade

Resolver o problema de teste de primalidade significa encontrar uma Méaquina de Turing que
decida a linguagem Lp. Obviamente, pela equivaléncia de MTs e linguagens de programacdo
modernas (vimos isso no Teorema 6.3.1), ndo precisamos ir tdo longe, pois basta mostrarmos um o
pseudo-cédigo de um algoritmo de primalidade, como o algoritmo a seguir.

Primo: (N)

1: if N =1 then

2 Retorna Falso

3. fori=2;i < /N, i++do
4: if N mod i = 0 then

5 Retorna Falso

6: Retorna Verdadeiro

Neste momento € natural nos questionarmos se, agora que sabemos que Mdaquinas de Turing
sdo equivalentes a nossa nog¢ao intuitiva de algoritmo, vale mesmo a pena usarmos o formalismo
matematico de Maquinas de Turing para nos referirmos a algoritmos. Em situag¢des concretas, como
no caso acima, claramente é bem mais conveniente apresentar um algoritmo em pseudo-cédigo do
que apresentar uma Mdquina de Turing. Vamos usar a regra geral, descrita no quadro abaixo:

PSEUDO-CODIGOS OU MAQUINAS DE TURING?

Sempre que estivermos pensando em problemas especificos, como testar se um grafo é
conexo, testar se uma matriz € inversivel, verificar se uma sequéncia de nimeros estd ordenada,
etc, nés nao iremos usar Maquinas de Turing. Ao invés disse iremos usar algoritmos escritos na
forma de pseudo-cédigo.
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Por outro lado, em situagdes em que estamos falando sobre algoritmos de maneira abstrata,
como é comum em teoria da computacdo, Maquinas de Turing sdo a escolha adequada. Em
teoria da computacio é comum situagdes em que queremos provar afirmagdes do tipo “ndo existe
nenhum algortimo M com determinada propriedade” ou “para todo algoritmo M, determinado
fato ocorre”. A vantagem de se usar Mdquinas de Turing é que temos uma definicao precisa e
bastante simples de objeto matematico que condensa todo e qualquer algoritmo possivel.

O problema da Parada

Os problemas vistos nos exemplos na Sec¢io 7.2.3 podem ser resolvidos por uma variedade
de algoritmos diferentes. Podemos nos questionar sobre a eficiéncia dos algoritmos que resolvem
tais problemas, mas este ndo serd o nosso foco agora. Agora, a questdo € simplesmente saber se
existe ou ndo existe um algoritmo para um determinado problema (em outras palavras, se uma
determinada linguagem é recursiva o nao).

I Exercicio 7.5 Apresente algoritmos para resolver os problemas de decisdo da Se¢do 7.2.3. =

O objetivo desta se Secdo é apresentar um problema, conhecido como Problema da Parada,
que ndo admite nenhum algoritmo que o resolva. O problema, visto de maneira intuitiva, € o
seguinte: dada uma MT M arbitrdria juntamente com uma string x arbitrdria, queremos saber se M
eventualmente finaliza a sua execucio ou se M fica em loop infinito quando a string x € fornecida
como entrada. Formalmente o problema € o seguinte:

Definicdo 7.4.1 — O problema da parada. O problema da parada é definido pela lin-
guagem Ly = {_M_ x ; tal que M é uma MT, x € X* e M(x) # "}.

Resolver o problema da parada significaria fornecer uma MT My que decida Ly;. Ou seja, uma
MT My que tome (LM 1, x) como entrada e que tenha o seguinte comportamento:

* SeM(x) =0o0uM(x)=1,entdo My (LM, x) = 1.

* Se M(x) =", entdo My(.M1,x) =0.

Teorema 7.4.1 — Teorema da Parada. Nao existe algoritmo que decida a linguagem Ly.

Prova: Suponha que exista uma Mdaquina de Turing My que decida L. Vamos mostrar que isso
levard a uma contradicao e, portanto, concluiremos que My nio existe por reducio ao absurdo.

A méquina My tem o seguinte comportamento quando a string L M_w € fornecida como entrada.
Se M(w) =, entdo a mdquina My deve rejeitar a string de entrada. Por outro lado, se M (w) #
(note que ndo importa se M(w) = 0 ou se M(w) = 1), entdo My deve aceitar a string de entrada. O
diagrama abaixo ilustra o funcionamento de My:

M(w) £ ACEITA

M(w) =/

LMw = My

REJEITA

Dado que a mdqina My existe, vamos agora concluir que a maquina M oop, que vamos descrever
a seguir, também existe. A maquina M, oop € essencialmente My com uma pequena modificagao.
Dada uma string que My aceite, ao invés da mdquina aceitar e parar, a maquina deve entrar em loop
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infinito. o funcionamento de M, oop € descrito abaixo.

M(w) £ 7 LOOP INFINITO

M(w) =/

LMw = M, o0p

REJEITA

Antes de seguir em frente, devemos antentar ao tipo de argumenta¢do que estamos usando.
Estamos trabalhando com a existéncia de My, pois esta foi a nossa suposi¢ao inicial, mas serd que,
de fato, M, oop existe? Nosso argumento foi que podemos obté-la fazendo uma modificagdo em My.
Para termos certeza que o0 nosso argumento estd correto, devemos ser capazes de mostrar, passo a
passo, como obter M, oop a partir de My (o objetivo do Exercicio 7.9 € provar formalmente que se
M, existe, entdo M, oop também existe).

Agora vamos construir uma MT D que é uma MT composta de duas MTs distintas. A primeira
parte ¢ uma maquina Mcopy, que duplica a string de entrada (a construg@o desta maquina é o
objetivo do Exercicio 5.9), ou seja, Vw € £¥, Mcopy (W) = ww, e a segunda parte consiste da MT
M, o0p, que descrevemos anteriormente. O funcionamento de D é descrito pela figura a seguir).

MM # LOOP INFINITO
LM == | Mcory = MM = Mioor |1
D m REJEITA

A construcio formal de D ¢ intuitiva, mas os estudantes que gostam de demonstrar teoremas de
maneira extrememete rigorosa sdo encorajados a resolver o Exercicio 7.10, cujo objetivo € mostrar
que, de fato, se as maquinas Mcopy € My oop €Xistem, entdo D também existe.

O comportamento de D com a entrada LM, é o seguinte: D(LM.) =" < M(.MJ) #
Considere agora a string L D_ (sabemos que esta string existe, pois D existe). Agora vejamos o que
acontece quando fornecemos a string L D1 como entrada para a maquina D:

D(LD) # LOOP INFINITO

D D(\_DJ) :/‘

\

LD, == | Mcory = DDy = M, o0p

"

REJEITA

A conclusdo que chegamos é que D(.D.) # " < D(.D.) =7, o que é uma contradi¢io l6gica.
Com isso concluimos que My nio existe. [

A Mdquina de Turing Universal

Considere uma MT % que toma como entrada uma outra maquina M e uma string x e simule
o comportamento de M(x), ou seja, % “executa” a MT M quando esta tem como argumento
de entrada a string x. A ideia é que o resultado da computagéo de % (LM 1 ,x) seja 0 mesmo
resultado da computagdo de M(x) (caso M(x) =7, a mdquina % deve ficar em “loop infinito”).
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Adicionalmente, quando vemos nossas maquinas de Turing computando fun¢des nio booleanas, se
M(x) =y, entdo Z (LM ,x) =Yy

A primeira pergunta que devemos fazer € se % realmente existe. Afinal, dada uma tarefa,
ndo podemos simplesmente supor que exista uma MT que a realize tal tarefa. A existéncia de tal
madquina foi um dos resultados que Alan Turing provou em seu famoso artigo de 1936. Esta MT é
conhecida como Mdquina de Turing Universal.

Antes de enunciar o teorema da existéncia de %, vamos refletir um pouco sobre o seguinte:

Até agora estivamos vendo Mdaquinas de Turing como “software” e definimos algoritmos
como sendo Maquinas de Turing que sempre param (MTs que ficam em loop infinito, por
definicdo, ndo sdo algoritmos, mas elas podem ser pensadas como sendo programas de
computador que ficam em loop infinito).

No caso da Méaquina de Turing Universal € bastante razodvel pensarmos nela como um modelo
matematico para um computador. Uma MT universal % tem a capacidade de rodar qualquer
outra MT M com qualquer possivel entrada de dados x, e, ao final, retornar a saida de M(x).
A méquina % pode ficar executando M indefinidamente se M (x) = 7. Isso é essencialmente
o que um computador faz. Claramente, essa visdo de “software” e “computador” pode ser
maledvel, pois muitas vezes temos implementagdes de algoritmos feitas em hardware de
propésito especifico e, por outro lado, também temos softwares que funcionam como uma
Migquina de Turing Universal. Alguns exemplos de softwares que podem ser vistos com MTs
universais sdo, por exemplo, interpretadores de linguagens de programagao ou softwares
emuladores?.

Finalmente, note que existéncia de uma MT universal do ponto vista fisico (i.e., a possibilidade
de se implementar fisicamente uma MT Universal) € algo bastante poderoso. Quando o
conceito foi concebido por Alan Turing em 1936 nio existiam computadores e muito menos
software. Entretanto, a industria de software de hoje seria uma impossibilidade matematica
se 0 objeto matemético %/ nio existisse sob a luz da Tese de Church-Turing, pois em tal
situacdo ndo seria possivel construir computadores capazes de rodar cada algoritmo possivel
e imagindvel. Em tal cendrio, para cada problema especifico precisariamos implementar o
respectivo algoritmo que o resolve diretamente em hardware.

Teorema 7.5.1 Existe uma MT % tal que V MT M e Vx € X*, temos % (LM 1,x) = M(x).

Idéia da Prova: Lembramos que para provarmos que uma certa MT existe, basta apresentarmos
explicitamente a defini¢do de tal maquina. A apresentacdo da defini¢do em detalhes da 7-tupla % é
muito trabalhosa e € algo que estd fora do escopo deste curso. O que vamos fazer aqui é apresentar
a ideia geral. Vamos esbocar o funcionamento de uma MT %4, que € uma MT com 3 fitas que
realiza a tarefa que % deve realizar. A nossa defini¢do de permite que Maquinas de Turing tenham
apenas uma fita, mas pelo Teorema 6.3.1, podemos concluir que se %3 existe, entdo a MT % com
as propriedades desejadas também existe.

A ideia é que mantenhamos LM na primeira fita de %. Vamos tratar esta fita como se ela
fosse uma fita de entrada onde queremos manter intacta a descricao de M. A descricdo de M é o
programa que queremos que %4 rode. Ainda no inicio da computagéo, colocamos a string x na
segunda fita de 743. O que a maquina %3 vai fazer € simular passo a passo o que aconteceria no caso
de x ser colocada colocada na fita (inica) da maquina M. Na computagdo de M (x), a cada passo, a
fita de M conterd uma certa string. O contetdo segunda fita de %4 sera precisamente o contetido
estaria presente na fita de M durante a computacdo de M(x). A terceira fita de %3 serd uma fita
de memdria auxiliar. Durante o processo de simulacdo da maquina M, vamos armazenar nesta

3Pense no seguinte: o seu emulador favorito de Super Nintendo pode ser visto como uma MT universal!
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terceira fita dois nimeros em binario. O primeiro nimero corresponde ao estado que a maquina M
sendo simulada se encontra. O segundo niimero é um indice que corresponde a posi¢do da fita que
a cabeca de leitura de M esta posicionada.

Durante a computagio, %3 vai atualizando a sua segunda fita para refletir precisamente como a
MT M alteraria a sua fita Ginica. Se eventualmente a M atingir um estado final a MT %4 identifica
isso e vai para o seu estado final, e portanto aceita a entrada e parar. No caso em que M nio tenha
uma transi¢cdo definida e esteja em um estado que nao seja final (ou seja, M ird rejeitar a entrada),
a MT %4 ird para um estado especial que é um estado que ndo tem nenhuma transi¢cdo definda e
que também ndo € final, e portanto %4 vai parar rejeitando a entrada. Caso M fique executando
indefinidamente, a MT %4 simplesmente vai continuar simulando M indefinidamente também. [

Relembrando que Ly; € a linguagem da parada, temos o seguinte teorema:

Teorema 7.5.2 Ly € recursivamente enumeravel.

I Exercicio 7.6 Foneca uma prova para o Teorema 7.5.2. u

Uma consequéncia do Teorema 7.5.2 é que o conjunto % estd estritamente contido no conjunto
Z% & . Enunciamos isto no coroldrio a seguir:

I Corolario 7.5.3 #Z C Z&.

Prova: Provamos no Exercicio 5.8 que Z C #&. Agora precisamos provar que esta inclusio é
prépria. Para tal, precisamos mostrar que existe pelo menos uma linguagem que esteja contida em
&, mas que ndo esteja contida em Z. Pelo Exercicio 7.6, Ly € Z&. Pelo Teorema 7.4.1, Ly ¢ Z.
Portanto #Z C Z&'.

Teorema 7.5.4 Existe L tal que L ¢ Z&'.

I Exercicio 7.7 Fornega uma prova para o Teorema 7.5.4. n

MAQUINAS, PROGRAMAS E DADOS

“Antes de Alan Turing a suposicdo era que as trés categorias, mdquina, programa e dados,
eram entidades completamente separadas. A mdquina era um objeto fisico, era ‘hardware’. O
programa era o planejamento da computacdo que iriamos executar. Os dados eram a entrada
numérica. A mdquina universal de Turing mostrou que esas distingbes eram uma ilusdo. Essa
fluidez é essencial hoje em dia na prdtica: um programa é dado para um compilador [, por
exemplo].”. — Martin David

Mdquinas de Turing ndo deterministicas (MTN)

Se quisermos fornecer uma definicdo para uma Mdquina de Turing ndo Deterministica, a
primeira ideia que nos vem a mente é modificar a definicdo de Médquina de Turing para que a funcio
de transi¢do 8(g,X) retorne um conjunto de triplas {(q1,Y1,D1), (¢2,Y2,D2),..., (g, Yk, D) }. Esta
definicdo seria parecida com o que fizemos, quando definimos AFNs como generalizagdes de AFDs
no Capitulo 3. A definicdo que daremos aqui é um pouco diferente, mas € possivel provar que o
poder computacional destas duas defini¢des € o mesmo.
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Definicdo 7.6.1 — Maquina de Turing ndo deterministica (MTN). Uma Mdquina de Turing
ndo deterministica é uma 7-tupla My = (Q,X,T, (8, 61),490,B,F).

A defini¢do dos componentes Q, X, 1", qo, B, F' desta tupla sdo iguais a definicdo de MTs. O
par (8, 01) consiste de duas fun¢des de transi¢des, também definidas exatamente como eram
definidas em M4quinas de Turing deterministicas.

Do ponto de vista de defini¢do matemadtica, a tnica diferenca que MTNs tem em relacio a
MTs € que, ao invés de uma fungéo de transicdo 8, MTNs tem um par de fungdes (&, ;). A
questdo agora ¢é interpretar a definigdo de MTNs para que possamos definir como € o processo de
computacio ndo deterministica neste caso. A ideia € que, a cada passo, a miquina tam a capacidade
de advinhar qual das duas fun¢des ela deve usar para fazer a transicdo. A linguagem de uma MTN
N € o conjunto de toda string para a qual existe uma computacio que a aceite, ou seja, toda string x
tal que, a cada passo, existe uma escolha entre &y e 0; que leve N a aceitar x.

De maneira semelhante a MTs veremos, o processo de computacio de uma Méquina de Turing
como uma sequéncia de configuracdes.

Definicdo 7.6.2 — Configuracdo de uma MIN. Dada uma MTN N = (Q,%.I", (8, 1),
qo,B,F), uma Configuracdo de N é uma string agp tal que o, €T e g € Q.

A interpretacdo do que a string agf3 é a mesma que ocorria no caso de MTs deterministicas. O
simbolo Iy, definido a seguir, representa um passo computacional de uma MTN. A diferengca em
relagdo a MTs é que a partir de uma configuracio C, a computacdo pode se dirigir a possivelmente
duas configuracdes diferentes no préximo passo, dependendo de qual das duas fungdes de transicio
foi escolhida pela Mdquina de Turing ndo Deterministica.

Definicdo 7.6.3 — O simbolo . SejaN = (Q,X,T", (8, 81),qo, B, F) uma Méquina de Turing
ndo deterministica e C uma configuragdo da miqina N.
* Se a aplicacéo da funcdo &y leva a configuracdo C a configuracdo Cy, entdo escrevemos
C =y, Co.
* Se a aplicac@o da fungdo J; leva a configuragdo C a configuracgéo Cj, entdo escrevemos
Chry, Cr.

Escrevemos C -y C’ tanto para o caso de C -y, C’ ou para o caso de C -y, C'.

Definicdo 7.6.4 Dada uma MTN N, o simbolo -y € definido indutivamente:

Base: C =) C para qualquer configuragdo C de N.
Indugio: c-y Jse dK talque CHy Ke Ky J.

Definicdo 7.6.5 — Linguagens aceitas por MTNs. Dada uma Maquina de Turing ndo Deter-
ministica N = (Q,Z,T", (0, 1), q0,B,F), alinguagem L(N) = {w € £*;gow k5 CF, tal que Cr
¢ uma configuracdo final de N} é chamada de linguagem de N ou linguagem aceita por N.

Definicdo 7.6.6 — Arvore de Computacdes Possiveis de MTNs. Seja N uma NTM e x
uma string. A drvore de computagdes possiveis de N com x é uma arvore cujos nos sao
configura¢des da computacdo de N(x) definida da seguinte maneira. A raiz é a configuragio
inicial da computacdo e cada n6é C tem no méaximo dois filhos, dependendo do seguinte:

* Se C é uma configuracdo final, entdo C ndo possui filhos.

* Se existe um dnico C’ tal que C -y C’, entdo C’ é tinico filho de C (esta situacio ocorre no
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caso em que as duas funcdes &y e O; retornam o mesmo valor.
* Se existem configuragdes distintas C',C” tal que CFy C' e C -y C”, entdo C' e C” sdo os
dois filhos de C.

Uma observagao importante é que uma arvore de computacdes possiveis de MTNs pode ter
alguns ramos infinitamente longos* nos casos em que ramos da computacio fiquem em loop infinito.
Entretanto, se uma MTN N aceita uma string x, existe pelo menos um ramo finito nesta arvore, e a
folha no final deste ramo é uma configuragdo final.

A seguir enunciamos dois teoremas que mostram que o conjunto de linguagens decididas por
MTNSs é precisamente o conjunto das linguagens recursivas. Veremos na Parte III deste livro que
MTNs, embora ndo sejam modelos realistas de computagdo, sdo ferramentas uteis para explorar
questdes relacionadas a existéncia de algoritmos eficientes para a resolugdo de certos problemas
computacionais.

Teorema 7.6.1 Se N é uma MTN, entdo existe uma MT M tal que L(M) = L(N). ‘

Idéia da prova: Uma MT pode simular uma NTM.

Teorema 7.6.2 Se M é uma MT, entdo existe uma MTN N tal que L(M) = L(N). ‘

Idéia da prova: Seja 0 a funcéo de transicdo de Mp. Basta construir uma MTN em que 8; = 0, = 6.

Exercicio 7.8 Apresente uma MTN que escreve uma string bindrias de tamanho 5 na fita tal
que cada uma das 2° strings bindrias diferentes aparece a final de um ramo diferente de sua
drvore de computacdes possives. u

7.7 Exercicios

Exercicio 7.9 Sejauma MT M = (Q,X,T, 8, qo, B, F) que decide a linguagem L. Mostre como
obter uma MT M’ com o seguinte comportamento:

(1) Se M(x) =1, entdo M'(x) ="

(2) Se M(x) =0, entdo M'(x) = 0.

Exercicio 7.10 Seja Mcopy @ maquina fornecida no Exercicio 5.9. Seja M; oop @ méaquina cujo
funcionamento € explicado na prova do Teorema 7.4.1. Prove que se Mcopy Moop, €NtA0 existe
uma mdaquina D tal que D(.D)) # 7 < D(.Dy) =, o que é uma contradi¢go l6gica. .

Exercicio 7.11 Prove de maneira formal que Ly (a linguagem da parada) é recursivamente
enumerdvel. m

4Um detalhe que devemos atentar é que drvores sio casos particulares de grafos, e grafos sdo definidos como sendo
objetos finitos. Portanto, a rigor, precisariamos usar em nossa defini¢do conceitos como arvores infinitas ou grafos
infinitos (grafos infinitos e drvores infinitas também sdo objetos matemadticos bem definidos, embora ndo tdo amplamente
estudados como os seus equivalentes finitos), mas ndo vamos nos preocupar com isso, pois a nogao intuitiva de uma
arvore em que alguns ramos podem ser infinitamente longos € suficiente para os nossos propdsitos.
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Exercicio 7.12 Seja .# o conjunto de todas as maquinas de turing e seja £ o conjunto de
todas as linguagens sobre . Usando o argumento da diagonalizagdo mostre que |.Z| < |-Z| e
conclua que existem linguagens que ndo sio recursivamente enumeraveis. u

Exercicio 7.13 No Exercicio 7.12 mostramos que linguagens que ndo sdo recursivamente
enumeraveis existem. Neste exercicio vamos mostrar explicitamente que uma dada linguagem
ndo é recursivamente enumeravel. Seja Ly a linguagem da parada. Prove que Ly ¢ Z&. u

Exercicio 7.14 Prove o seguinte problema € indecidivel. Dada uma Méquina de Turing M,
queremos decidir se M(€) # . n

Exercicio 7.16 Dado como entrada LM J, onde M é uma MT, a pergunta que vocé deve respon-
der € se existe uma MT M’ com o seguinte comportamento:

» SeM(g) =1, entdo M'(LM.) =1;

* Se M(g) =0, entdo M'(_M 1) = 0;

» Se M(g) =, entdo M' (LM ) # " (ou seja, M’ para, independente de aceitar ou rejeitar).
Em caso afirmativo, apresente a MT M’, e, em caso negativo, prove que M’ nfio existe. n

Exercicio 7.17 Descreva como sdo as arvores de computagdes possiveis de MTNs tal que
01 = O, apresentadas na “ideia da prova” do Teorema 7.6.2. =

I Exercicio 7.15 Prove que L = {LM_ ; 3x € £* tal que M(x) # "} é indecidivel. n
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Intuitivamente, nés percebemos que alguns problemas computacionais parecem ser mais dificeis
de serem resolvidos do que outros. Por exemplo, considere os seguintes problemas:

(1) Dados dois niimeros inteiros, calcular a soma dos dois nimeros;
(2) Dado um tabuleiro de xadrez em que as pegas brancas tém a vez de jogar, determinar a jogada
Otima para as pecas brancas.

Resolver o primeiro problema parece ser bem mais facil do que resolver o segundo problema.
Se quisermos ser justos na comparagdo, podemos imaginar que os nimeros que estamos somando
tém 64 digitos, assim estariamos lidando com instancias do problema de tamanho mais ou menos
parecidas com a instdncia do problema no tabuleiro de xadrez (afinal, um tabuleiro de xadrez
tém 64 posicdes). Ainda assim, com papel e caneta em dois minutos calculamos a soma dos dois
niimeros em questdo. Por outro lado, para encontrar uma jogada Gtima para as pecgas brancas!
parece haver uma quantidade astronomica de possiblidades que teremos que levar em consideragdo.
Este segundo problema parece ser dificil, pois para todas as possiveis ramificacdes de jogo advindas
de todas as possiveis respostas do oponente, estamos tentando garantir que sempre deva existir uma
préxima jogada 6tima, e assim sussessivamente até o final do jogo.

Embora possa parecer “6bvio” que dados x e y, o problema de encontrar o nimero z, tal que
z=x-+y é um problema simples, ¢ importante observar que o nimero z procurado tem pelo menos
64 digitos, portanto existem 10%* niimeros com o tamanho da resposta procurada. Ou seja, 0 espago
de busca da solucdo para o valor que satisfaz a soma x +y é astronomicamente grande (assim
como o espaco de busca para o problema da jogada de xadrez). Ainda assim, em poucos passos,
sistematicamente nds conseguimos encontrar o valor z que estamos procurando.

H4 algo ainda mais importante do que o fato de que somar nimeros de especificamente 64
digitos é mais fécil encontrar uma jogada 6tima para as pecgas brancas em um tabuleiro especi-

I'Neste contexto, dizemos que uma jogada é Gtima se existe garantidamente um xeque-mate a partir dela (mesmo que
0 xeque-mate seja, digamos, 40 jogadas adiante). Se quiséssemos ser mais precisos, precisariamos levar em consideracéo
que tal jogada pode nao existir, portanto, um enunciado mais preciso do problema em questao seria “‘encontrar uma
jogada 6tima ou concluir que as pecas pretas garantidamente podem empatar ou derrotar as pecas brancas”.
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ficamente de dimensdo 8 x 8. Considere o caso mais geral dos dois problemas, ou seja, o caso
em que queremos somar dois ndmeros de n digitos e 0 caso em que queremos encontrar uma
jogada 6tima em um tabuleiro de “xadrez generalizado” (uma versao do xadrez jogado em um
tabuleiro n x n). O que acontece é que a dificuldade de se resolver o segundo problema, que ja era
astronomicamente maior, cresce exponencialmente com o crescimento do tamanho do tabuleiro,
enquanto que a dificuldade de se resolver o problema da soma cresce em escala menor.

O ponto chave é que, embora o espagco de busca nos dois casos cres¢a exponencialmente
com o tamanho n da entrada do problema, para o primeiro problema, nds temos um algoritmo
muito eficiente para encontrar a solucao neste espaco de 10" possiveis solucdes, enquando que
no segundo caso o algoritmo para se encontrar a solug@o é essencialmente um algoritmo de*“forca
bruta” examindando todas as ramificagdes de jogadas. Nesta parte do curso, o nosso objetivo é
tornar mais precisa a ideia intuitiva que temos de que alguns problemas s@o inerentemente mais
dificeis de serem resolvidos do que outros.

PROBLEMAS INDECIDIVEIS vs PROBLEMAS INTRATAVEIS

Nesta parte do curso, os tipos de problemas que estaremos lidando s@o chamados de
problemas intratdveis. Tais problemas ndo admitem algoritmos eficientes (como o caso do
problema do xadrez generalizado) ou, na maior parte dos casos, conjectura-se nao admitir
algoritmos eficientes (este é o caso dos famosos problemas NP-completos). Ainda assim
estaremos lidando com problemas decidiveis.

Podemos pensar que problemas indecidiveis, como o problema da parada, estdo na categoria
dos problemas “impossiveis” (e ndo meramente “dificeis”, como o problema do xadrez gener-
alizado ou dos problemas NP-completos), pois simplesmente nao existe algoritmos para tais
problemas. Entretanto, € razodvel pensar que instancias grandes de problemas intrativeis, na
pratica, também podem ser impossiveis de serem resolvidas por limitagdes fisicas de espaco e
de tempo que a natureza nos impde.

Complexidade de Tempo e de Espaco de Maquinas de Turing

Para tornar precisa a ideia da quantidade de trabalho que um problema exige para que possamos
o solucionar, iremos definir o conceito de complexidade de tempo e complexidade de espaco de
Maigquinas de Turing. A complexidade de tempo de uma méquina, se refere ao nimero de transicdes
que ela executa em fung¢do do tamanho da entrada, enquando e a complexidade de espaco se refere
a quantidade de células da fita utilizadas em fun¢do do tamanho da entrada.

Nesta parte do curso, serd conveniente trabalhar com Mdquinas de Turing com trés fitas. O
Teorema 6.5.1 nos diz que MTs com uma fita (0 modelo que vinhamos utilizando até agora) sio
equivalentes niio apenas em termos de computabilidade, mas também em termos de eficiéncia’ a

MTs com trés fitas. O funcionamento destas maquinas com trés fitas € descrito a seguir.

(1) A primeira fita, chamada de fita de entrada, é a fita que armazena a string de entrada. Nesta
fita permite-se apenas leitura (a fita é do tipo “read-only™);

(2) A segunda fita, chamada de fita de trabalho, é uma fita padrdo em que se permite leitura e
escrita. A ideia € que nesta fita em a que a computacao efetivamente ocorre;

(3) A terceira fita, chamada de fita de saida, € a fita onde é armazenada a “resposta’” do problema

2 A rigor, existe uma diferenca polinomial de eficiéncia entre estes dois modelos. Por exemplo, existem problemas
podem ser decididos em O(n) passos usando uma MT com 3 fitas (ou seja, dada uma string de entrada de n bits, o
nimero de transi¢des que a MT de 3 fitas executa é O(n)), mas que requerem no minimo O(nz) passos no modelo de
MTs com apenas uma fita. Entretanto, como veremos adiante, o grau destes polindmios ndo sdo importantes para o tipo
de questdes que estaremos discutindo nesta parte do curso.
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(esta fita também € chamada de fita de resposta). Nesta fita permite-se apenas escrita (a fita € do
tipo “write-only”);

A principal vantagem de termos uma fita de saida € facilitar a nossa vida quando estivermos
resolvendo problemas de nio sejam de decisdo (i.e., queremos obter uma string de ¥* como saida,
ao invés de apenas uma resposta SIM/NAO). Neste caso vamos assumir que no final da computacio
a terceira fita contém a saida do algoritmo. Portanto, neste caso, quando formos escrever M(x) =y,
queremos dizer que com a entrada x na fita de entrada, o algoritmo termina com y na fita de saida.

No caso de problemas de decisdo, vamos assumir que a maquina escreve o simbolo 1 ou 0 na
fita de saida antes de parar (dependendo do caso em que a maquina vai aceitar ou rejeitar a string).
No Exercicio 5.17 mostramos que, se uma Maquina de Turing sempre para, podemos assumir que a
maquina escreve o bit de resultado 1 ou 0 na terceira fita antes de efetivamente parar a sua execugao.

Definicdo 8.1.1 — Complexidade de tempo. A complexidade de tempo de uma Maquina
de Turing M € uma func¢ao ty; : N — N tal que, para qualquer string de entrada de tamanho n, a
madquina para depois de executar no maximo fy;(n) transi¢oes.

m Exemplo 8.1 Seja M uma Maquina de Turing. Se para qualquer string de entrada de tamanho n,
a maquina M sempre para depois de fazer, no maximo, n> + 3n transi¢des, entdo dizemos que a
complexidade de tempo de M é n> + 3n. "

Definicdo 8.1.2 — Complexidade de espa¢o. Dada uma MT M, a sua complexidade de
espaco € uma funcdo sy : N — N tal que, para qualquer string de entrada de tamanho n, a
maquina M para depois de usar no maximo sy(n) posigdes da fita de trabalho.

m Exemplo 8.2 Seja M uma Maquina de Turing. Se, para qualquer string de entrada de tamanho
n, a maquina M sempre para usando no miximo, logn + 7 posicdes da fita de trabalho, entdo a
complexidade de espaco de M é logn+ 7. "

Assim como estamos acostumado a fazer em andlise de algoritmos, em muitos casos nos
poderemos usar notacio assintética. No Exemplo 8.1, dizemos que a complexidade de tempo de M
¢ O(n?). No Exemplo 8.2, dizemos que a complexidade de espago de M é O(logn).

Notacio 8.1. A notacdo poli(n) serd usada para se referir a uma fungdo que seja assintotica-
mente limitada por um polinémio em n. Ou seja, se f(n) = O(n") para algum r € N constante e
independente de n, entdo diremos que f(n) = poli(n).

Definicdo 8.1.3 — Complexidade de tempo/espaco polinomial. Se uma MT M tem
complexidade de tempo poli(n), dizemos que M é polinomial. Se M tem complexidade de
espago poli(n), dizemos que M é de espago polinomial. Note que a fung¢do poli(n) ndo
necessariamente precisa ser um polindmio, pois basta que ela seja assitoticamente limitada por
um polinémio.

Definicdo 8.1.4 — Complexidade de tempo/espaco em MTs ndo deterministicas. Uma
Maigquina de Turing ndo deterministica € polinomial se dada uma entrada de tamanho #», fodos os
ramos da drvore de computagdes possiveis tem profundidade poli(n).

Observe que se uma MTN ¢ polinomial, entdo independente das possiveis escolhas nao de-
terministicas que a MTN faz, ela sempre para depois de poli(n) transi¢des. Observe que uma



8.2

© Murilo V. G. da Silva Chapter 8. Complexidade de Tempo e Espaco

consequéncia da Definicdo 8.1.4 € que, em particular, estaremos lidando apenas com MTNs que
ndo possuem ramos infinitos em sua drvore de computacdes possiveis.

ESPACO E TEMPO: RECURSOS DISPONIVEIS PARA SE FAZER COMPUTACAO

Algo interessante de se observar € que tempo e espaco sao recursos basicos que a natureza nos
oferece quando pensamos em efetivamente realizar computacdo em um meio fisico. Dependendo
do substrato fisico que estivermos utilizando para fazer computacio, espago e tempo podem ser
traduzidos de diferentes maneiras.

Por exemplo, em um algoritmo rodando em um laptop, espago significa meméria RAM
e tempo significa nimero de intrugdes executadas pelo processador. No caso de computacdo
usando moléculas de DNA, espaco significa a quantidade de moléculas necessarias para se
realizar a computagdo e tempo significa o nimero de vezes que as moléculas devem “interagir”
(i.e., fazer pontes de hidrogénio). Independente do modelo de computagdo que estamos usando,
em ultima andlise, os recursos especificos utilizados parecem ter correspondéncia com o0s
conceitos gerais de espago e tempo que conhecemos em fisica.

As classes P, NP e P-space

Na secao anterior nds definimos o que € a complexidade de uma Mdaquina de Turing. Nesta

secdo, nés vamos usar esta definicio como base para definir a complexidade inerente de se resolver
determinados problemas de decisdo.

Definicdo 8.2.1 — Decisdo em tempo polinomial. Dizemos que uma linguagem L pode ser
decidida deterministicamente em tempo polinomial se existe uma MT polinomial que decide L.
Dizemos que uma linguagem L € decidida ndo deterministicamente em tempo polinomial se
existe uma MT nio deterministica polinomial que decide L.

Definicdo 8.2.2 — Decisdo em espaco polinomial. Uma linguagem L pode ser decidida
deterministicamente em espago polinomial se existe uma MT de espaco polinomial que decide
L. Uma linguagem L € decidida ndo deterministicamente em espaco polinomial se existe uma
MT nio deterministica que decide L em espago polinomial.

Vamos agora classificar linguagens de acordo com a quantidade de recursos necessarios para

que possamos decidi-las. Tais conjuntos de linguagens sdo conhecidos como classes de linguagens
(ou classes de problemas). De agora em diante, sempre que dissermos classes de linguagens,
estamos nos referindo a conjuntos de linguagens.

Definicdo 8.2.3 — A classe P. O conjunto de todas as linguagens decidiveis deterministica-
mente em tempo polinomial é denotado por P.

Definicdo 8.2.4 — A classe NP. O conjunto de todas as linguagens decidiveis ndo determinis-
ticamente em tempo polinomial € denotado por NP.

Definicdo 8.2.5 — A classe P-space. O conjunto de todas as linguagens decidiveis deter-
ministicamente em espaco polinomial é denotado por P-space.

Definicdo 8.2.6 — A classe NP-space. O conjunto de todas as linguagens decidiveis ndo
deterministicamente em espago polinomial é denotado por NP-space.
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O PROBLEMA P vs NP

Uma vez definidas as quatro classes acima, podemos comecar a fazer o tipo de pergunta que
temos feito desde o comego do curso. Estas classes sdo todas distintas?

Algo importante que devemos lembrar € que, muitas vezes, classes de linguagens definidas
de maneiras diferentes podem eventualmente ser iguais. Por exemplo, no Capitulo 3 vimos
que a classe das linguagens aceitas por DFAs era precisamente a mesma classe das linguagens
aceitas por NFAs. Mas, por outro lado, em alguns modelos de computagao, hé diferenca entre
computacao deterministica e ndo deterministica. Por exemplo, a classe das linguagens aceitas
por PDAs ndo é a mesma classe das linguagens aceitas por DPDAs.

Os Teoremas 7.6.1 e 7.6.2, vistos no Capitulo 5, enuciam que o conjunto de linguagens
aceitas por MTs é exatamente o mesmo conjunto das linguagens aceitas por MTNs. Para provar
tal resultado, o argumento que usamos € que uma MT pode simular uma MTN (o mesmo
argumento vale para provar que MTs decidem as mesmas linguagens que podem ser decididas
por MTNs). A pergunta chave neste capitulo € a seguinte: uma MT pode sempre simular de
maneira eficiente uma dada MTN?

No capitulo seguinte veremos o problema SAT pode ser resolvido por Maquinas de Turing
ndo deterministicas de tempo polinomial, algo que conjectura-se ser impossivel de ser real-
izado por Mdaquinas de Turing deterministicas. O mesmo ocorre com vérios outros problemas
conhecidos como problemas NP-completos.

I Exercicio 8.1 Mostre que P C NP. n

Soluciio: Seja L € P. Pela Definigdo 8.2.3, existe uma MT polinomial M = (Q,X,T", 8,40, B, F) que
decide L. Agora considere a Maquina de Turing ndo deterministica N = (Q,X,T",(6,8),qo, B, F).
A mdaquina N comporta-se exatamente da mesma maneira que M, portanto N também decide L em
tempo polinomial. Logo L € NP e consquentemente P C NP. [J

Se quisermos provar que P # NP, teriamos que ser capazes de mostrar que a classe P estd
estritamente contida na classe NP, ou seja, devemos provar que existe pelo menos um problema
que esteja em NP, mas que nio esteja em P.

A conjectura normalmente aceita em ciéncia da computagdo é que P = NP. Em particular,
varios problemas importantes, conhecidos como problemas NP-completos, sdo os problemas
candidatos a pertencerem a classe NP\P. O Problema da Satifatibilidade, conhecido simplemente
como problema SAT (veja a Definicdo 7.2.6, no Capitulo 7), € um destes problemas. Mostrar que
o problema SAT estd na classe NP é uma tarefa simples (veremos isso no préximo capitulo). A
parte dificil, e que € um dos maiores problemas matemaéticos em aberto atualmente, € mostrar que o
problema ndo pertence a classe P.

Qual € a dificuldade de se provar que o problema SAT (ou qualquer outro problema candidato a
estar em NP \ P) ndo admite um algoritmo polinomial? Como jd vimos em capitulos anteriores, em
geral, ndo € uma tarefa facil provar que determinado algoritmo néo existe. Para demonstrarmos
que Lgar ¢ P teriamos que excluir logicamente a possibilidade de que todos os infinitos algoritmos
polinomiais falham na tarefa de decidir Lgr.
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P-SPACE vs NP-SPACE?

O problema P vs NP € muito famoso, mas, por outro lado, por que nunca escutamos nada
sobre o problema P-space vs NP-space. Qual € o motivo disso? O motivo € que este ndo é um
problema em aberto. Nio € tdo dificil mostrar que P-space = NP-space.

Uma maneira diferente de se definir classes de complexidade, e que pode ser util em algumas
circunstancias, € a seguinte.

Definicdo 8.2.7 — TIME(f(n)). Dada uma fun¢io f: N — N, a classe TIME(f(n)) é o conjunto
de toda linguagem que pode ser decidida por uma Mdquina de Turing com complexidade de
tempo c¢- f(n), para alguma constante c.

= Exemplo 8.3 A classe TIME(n?) é a classe de toda linguagem que pode ser decidida por uma
MT que execute c - |x|? transi¢cdes, para alguma constante ¢ > 0, para qualquer string x fornecida
como entrada para M. "

= Exemplo 8.4 A classe TIME(2"), que é conjunto de toda linguagem que pode ser decidida
por uma MT que execute c - 21 transicdes, , para alguma constante ¢ > 0, para qualquer string x
fornecida como entrada para M. "

Definicdo 8.2.8 — SPACE(f(n)). Dada uma fun¢io f: N — N, a classe SPACE(f(n)) é o con-
junto de toda linguagem que pode ser decidida por uma Méquina de Turing com complexidade
de espago c- f(n), para alguma constante c.

Exercicios

Exercicio 8.2 Apresente uma defini¢do para a classe P em termos da defini¢do da classe
TIMEC(f (n)). u

Exercicio 8.3 Caso estivéssemos utilizando uma Mdaquina de Turing usando apenas 1 fita, a
classe P seria a mesma ou seria diferente? Justifique a sua resposta. Qual seria a desvantagem
de se definir P-space usando MTs que possuam apenas 1 fita? u

Exercicio 8.4 Caso estivéssemos utilizando uma Méquina de Turing usando apenas 1 fita,
teriamos que alterar a nossa definicao de complexidade de espaco. Ha alguma vantagem em
se usar MTs com 3 fitas ao invés de MTs com apenas 1 fita quando estamos lidando com
complexidade de espagco? =

Exercicio 8.5 Lembrando que Z é o conjunto das linguagens recursivas, prove que NP C Z. =

Exercicio 8.6 Fornega uma defini¢do para NTIME(f(n)) de maneira semelhante a Defini¢éo
8.2.7, mas agora considerando Maquinas de Turing ndo Deterministicas. u
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O que ¢é mais facil? Decidir se existe uma soluc@o para uma dada instancia do problema
Sudoku, ou meramente verificar se uma solugdo que ja nos foi fornecida “de bandeja” esta correta?

2 5 1 9 41216|5|7|113|9]8
8 2 3 6 81571293 1(4|6
3 6 7 113/9214/6|812]|7|5
1 6 9171113]8|5]|6|2|4
514 119 50413171216]18|1]9
2 7 618(21114[2]715]3
9 3 8 /19141613|1215(8]|1
2 8 4 7 21658149237
1 9 7 6 3/1[8]9]|5]|7]4|6]|2
Problema Solucgéo

Figure 9.1: O Problema Sudoku.

Na Figura 9.1 a esquerda apresentamos uma instancia do Problema Sudoku. O problema de
decisdo que estamos interessados € o seguinte: dado um grid 9 x 9, queremos decidir se é possivel
preencher as posi¢Oes faltantes tal que toda linha, toda a coluna, e cada um dos blocos 3 x 3 do
grid tenha exatamente um digito diferente. Alguns grids admitem solucdo (instincias verdadeiras)
e outros ndo admintem solucdo (instancias falsas). Na Figura 9.1 a direita temos um exemplo de
preenchimento do grid original. Observe que tal grid preenchido € uma prova de que a instancia
original € verdadeira (i.e., admite um preenchimento correto). Agora considere um problema de
decisdo diferente: dado um grid 9 x 9 preenchido (como o da figura a direita), queremos decidir se,
de fato, o preenchimento esta correto.

Qual dos dois problemas parece ser mais dificil? Decidir se existe uma solu¢do para uma dada
instancia do problema Sudoku ou simplesmente verificar se uma solug@o que ja nos foi fornecida
estd correta? Neste capitulo veremos que esta dicotomia decidir vs verificar estd no coragdo de
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todos os problemas da classe NP e estd intimamente ligada ao famoso problema P vs NP.

Decidir ou verificar?

Nesta se¢do nés vamos formalizar a ideia intuitiva que temos da oposi¢do entre decidir e
verificar um problema. Para formalizar essa ideia, vamos usar o problema SAT. Primeiramente
relembramos que uma férmula com n variaveis xi, ..., x, escrita em CNF € uma férmula booleana
que tem a forma ¢ = (I;1 VI V..Vl )N (Li ViV ..V b)) A A(lnt V... V g, ), sendo
que os literais l;; podem ser tanto xi, ..., X,, quanto Xy, ...,X,. A rigor, uma instancia do problema
SAT € uma string (as instancias verdadeiras so strings L ¢ 4 € LgaT € as instancias falsas sdo strings
L@ ¢ Lsar), mas aqui seremos mais flexiveis em nossa notagéo.

Seja ¢ uma instancia verdadeira do problema SAT. Agora imagine que alguém queira nos
convencer que ¢ é, de fato, satisfazivel, mas somos céticos em relagdo a esse fato. Vamos considerar
agora dois cendrios:

(1) A pessoa que quer nos convencer simplesmente nos passa a formula booleana ¢ e afirma que
a férmula ¢é satisfazivel.

(2) A pessoa que quer nos convencer nos passa a férmula booleana ¢ juntamente com uma
valoragdo v = vy, ..., v, que satisfaz ¢ (ou seja uma sequéncia de valores v; € {V,F}, tal que,
fazendo a substitui¢do x; = v;, a férmula ¢ assume o valor verdade V).

Em qual destes dois cendrios nds terfamos menos trabalho?

Aparentemente o cendrio (2) € mais facil, pois nés recebemos uma valoracio “de bandeja” que
atesta que a formula € satisfazivel. Tudo o que nos resta fazer, com todo o nosso ceticismo, é
substituir os valores vy, ..., v, nos locais da férmula onde aparecam as varidveis x, ..., x, e verficar
se, de fato, todas as clausulas de ¢ sdo satisfeitas. Mais precisamente, veremos que é simples
apresentar um algoritmo polinomial que toma (¢, v) como entrada e verifica se a valorag@o v satisfaz
¢. Na Secdo 9.2 veremos o pseudo-cédigo deste algoritmo.

Por outro lado, no cendrio (1), terfamos muito mais trabalho para nos convencermos de que ¢ é
satisfazivel. Parece dificil escapar da ideia de apelar para a for¢a bruta e testar cada uma das 2"
possiveis valorag¢des até que vocé encontremos a valoracdo que satisfaca ¢ (eventualmente encon-
trarfamos uma valoragdo, pois a premissa € que ¢ € satisfazivel). Uma vez que nds encontremos
uma valoracdo que passe em nosso teste, nés ficamos convencidos que ¢ é satisfazivel.

HA COMO ESCAPAR DA FORCA BRUTA?

Embora a ideia de testar todas as valoracdes possiveis parega ingénua, os melhores algorit-
mos conhecidos para o problema SAT nao escapam de ideias semelhantes. Essencialmente, no
pior caso, todos os algoritmos conhecidos para o problema SAT usam estratégias que exploram
um ndmero exponencial de valoragdes até que uma seja encontrada ou, no caso da instincias ser
falsa, conclui que a férmula nao ¢ satisfazivel.

Algo que pode ter passado despercebido nesta discussdo € que uma instancia verdadeira do
problema SAT tém um certificado que atesta ela é realmente verdadeira. Esse certificado é a
valoracdo correta, fornecida “de presente” no cendrio (2) . Um valoracao correta funciona como
um “certificado de garantia” de que a férmula € realmente satisfazivel. Além disso, nés podemos
verificar se o certificado que nos foi fornecido € valido fazendo pouco esfor¢o computacional. Mais
precisamente, tendo a férmula e o certificado em maos, existe um algoritmo de tempo polinomial
que responde SIM se v satisfaz ¢ e NAO se v ndo satisfaz ¢.

Outro ponto fundamental é que uma instancia falsa ¢’, por defini¢do, nio possui uma valora¢do
que possa ser usada como certificado. Com isso, o nosso algoritmo verificador ird sempre refutar
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(¢',v), independente da valora¢@o v recebida. Em outras palavras, nés, sendo céticos, nunca
poderemos ser convencidos incorretamente de que uma férmula seja satisfazivel quando esta
férmula nao for realmente satisfazivel.

GRAFOS HAMILTONIANOS

Podemos repetir o mesmo raciocinio que usamos na nossa discussdo do problema SAT para
varios outros problemas de decisdo. Vamos considerar, por exemplo, o problema de testar se
um grafo é hamiltoniano. De maneira semelhante ao caso do problema SAT, imagine agora que
alguém queira nos convencer que um dado grafo G de n vértices € hamiltoniano.

Novamente, vamos pensar em dois cendrios. Um cendrio em que recebemos apenas G e
outro cendrio em que recebemos G juntamente com uma permutacao vy, ..., v, dos vértices do
grafo atestando que G € hamiltoniano (ou seja, uma sequéncia de vértices tal que, podemos
percorrer um ciclo hamiltoniano no grafo usando-se esta sequéncia de vértices como “guia”).

No caso em que recebemos o grafo juntamente com a permutacao, precisariamos de pouco
esforco computacional para verificar se G € hamiltoniano: basta tomarmos vy, ..., v, € verificar
se, de fato, vy,...,v, pode ser usado como guia para percorremos um circuito hamiltoniano
em G. Para tal, primeiramente verificamos se a sequéncia é uma permutagio de V(G) (uma
permutacdo de V(G) é uma sequéncia de vértices sem repeticdo e que todos os vértices de G
aparecem na sequéncia). Em seguida, verificamos se podemos percorrer o grafo usando esta
sequéncia de vértices como guia (ou seja, testamos se as arestas viv;+; € E(G),i=1,2,....n—1
estdo presentes no grafo. Para finalizar, verificamos se existe a aresta para “fechar” o ciclo e
voltarmos ao vértices inicial (ou seja, se v,v1 € E(G)).

Observe que, novamente, temos a seguinte situacdo: se G nao € hamiltoniano, entdo por
defini¢do ndo existe um certificado (ou seja, uma permutacio) que ateste que G € hamiltoniano.
Na préxima sec¢do, 0 nosso objetivo serd generalizar as ideias de certificados e verificagdo
eficiente para problemas de decisao em geral.

9.2 Certificados e verificacdo em tempo polinomial

9.2.1

Apresentamos agora a defini¢do formal de certificados e verificagao polinomial:

Definicdo 9.2.1 — Cerficados e Verificadores Polinomidais. Seja L C ¥* um problema
de decisdo. Dizemos que o problema L pode ser verificado em tempo polinomial se existe uma
Miquina de Turing polinomial V;, chamada de verificador de L, e existe um polindmio poly(n)
tal que o seguinte € satisfeito:

(a) Para cada string x € L, existe pelo menos uma string ¢ € £*, chamada de certificado de x
tal que Vi (x,c) = 1. Além disso, a string ¢ é no médximo “polinomialmente grande” em
fun¢do de |x|. Mais precisamente, |c| = poly(|x]).

(b) Por outro lado, se x ¢ L, entdo Vc € L*, Vi (x,c) = 0 (em outras palavras, se x é uma
instancia falsa do problema L, ndo importa qual string ¢ passamos como candidata a ser o
certificado de x, o verificador V;, vai sempre rejeitar a entrada).

Verificando o problema SAT em tempo polinomial

Para sermos mais concretos, vamos formalizar as ideias vistas na Se¢do 9.1 e explorar a ideia

de verificacdo polinomial no caso do problema Lg,r. Para tal, devemos mostrar uma MT polinomial
V que possa ser usada como verificador e um polindmio poly(n) tal que o tamanho dos certificado
das instncias verdadeiras de tamanho n nunca sdo maiores poly(n).

Vamos comegar com os certificados. Seja uma instancia verdadeira ¢ do problema Lgar €
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seja n o nimero de varidveis que aparece nesta formula (observe que cada varidvel x; pode aparecer
em ¢ na forma original ou na forma negada). Como j4 discutimos na Sec¢d@o 9.1, um certificado
para uma férmula satisfazivel pode ser uma valoracido que a satisfaca. Mais precisamente, um
certificado para L¢ 1 € a string de bits v = vyv,...v, tal que cada bit v; indica o valor que a varidvel
x; deve receber para que a férmula seja satisfeita. O valor V ou F que x; deve receber depende do
bit v; ser 1 ou 0.

De maneira mais concreta, considere a férmula satisfazivel ¢; = (x; Vx2) A (x; VX2) A (x3) do
Exemplo 7.2. Um certificado para L@ € a string 110 (pois a valoracdo x; =V, xx =V exz3 =F
satisfaz ¢).

Exercicio 9.1 Com relagdo ao problema SAT, mostre strings v, que sugerimos que sejam usadas
como certificado, satisfazem a condicéo |v| = poly(|L¢ J|). n

Solucao: O certificado tem tamanho linear no tamanho da instancia, pois uma instiancia com
n varidveis tem tamanho pelo menos n (o tamanho exato de |L¢_| depende de apresentarmos o
esquema exato de codificacdo que usamos para escrever a formula em bindrio, mas ndo é dificil
ver que sdo necessarios pelo menos n bits para uma férmula com n varidveis) e o certificado v
tem tamanho exatamente n, pois podemos usar um bit para cada varidvel que aparece na férmula.
Portanto a fungdo poly(n) pode ser a funcao linear f(n) = n.

Agora que ja vimos que strings podem ser usadas como certificados para instancias verdadeiras
de Lsar, vamos mostrar formalmente um algoritmo verificador para Lg,r. Como mencionamos no
Capitulo 7, quando estamos lidando com problemas concretos, ¢ muito mais conveniente apresentar
o pseudo-cédigo de um algoritmo ao invés de usar Mdquinas de Turing. O verificador, apresentado
no Algoritmo Verificador_SAT(¢,v), recebe uma férmula booleana ¢ e uma valorag¢do v e retorna
SIM ou NAO, dependendo do caso em que v satisfaca ou ndo satisfaca a férmula ¢.

Verificador_SAT: (¢,v)

1: fori=1;i<m;i++do /* Para cada uma das m clausulas */
2 C; = Falso /* Assume inicialmente que C; ndo vai ser satisfeita */
3 for j=1; j <k j++do /* Para cada literal da cldusula */
4 IND = Getlndex Var(/;;) /* Obtém indice da varidvel que aparece no literal */
5: if LitSat(/;;, vivp) then /* Verifica se o bit viyp da valoracdo v faz [;; = v */
6 C; =True /* Em caso afirmativo a clausula foi satisfeita */
7 Break /* Sai do loop interno para testar préxima clausula */
8 if C; = Falso then /* Se todos literais falharam, a clausula fica falsa */
9: Return Falso /* Portanto a v ndo satisfaz ¢ */

10: Return Verdadeiro /* Passou no teste da linha 10 para toda cldusula */

No Algoritmo Verificador_SAT(¢,v), as m cldusulas da férmula séo ¢ de Cy, Cs, ..., Cy, Ou
seja, ¢ € uma conjungio da forma C; ACy A ... ACy,, sendo que cada cldusula C; é uma disjuncéo
de literais da forma C; = (I;; VI V ...V Iy,), onde k; € o nimero de literais da cldusula C;. A fungio
GetVar(/;;) ¢ uma fun¢@o que retorna o indice da véridvel que aparece no literal /;;, por exemplo,
tanto no caso em que /;; = x4, quanto no caso em que /;; = X4, a fun¢do retorna 4. A fung@o
LitSat(/;;, vinp) testa se o literal /;; € satisfeito pela valoragdo em questdo. Por exemplo, se /;; = x4,
o literal € satisfeito quando v4 = 1. Por outro lado, se /;; = X4, o literal € satisfeito quando v4 = 0.
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Exercicio 9.2 Mostre que Ly = {_GJ ; G é um grafo hamiltoniano} pode ser verificado em
tempo polinomial. =

Redefinindo a classe NP

O fato de uma linguagem poder ser verificada em tempo polinomial ndo nessariamente implica
que a linguagem possa ser decidida em tempo polinomial. Veremos a seguir que uma das maneiras
de enunciar a conjectura de que P # NP & conjecturar que existem problemas que podem ser
verificados em tempo polinomial, mas que nao podem ser decididos em tempo polinomial. Em
particular, o problema Lg,r é candidato a ser um destes problemas, assim como o problema do grafo
hamiltoniano e o problema de decidir se um grid n X n do problema Sudoku admite preenchimento
correto.

Como dissemos, a possibilidade de verificarmos uma linguagem L em tempo polinomial ndo
implica necessariamente na possibilidade de decidirmos L em tempo polinomial. Por outro lado, a
possibilidade decidirmos L em tempo polinomial implica na possibilidade verificarmos L em tempo
polinomial.

Teorema 9.2.1 Seja L CX* se L € P, entdo L pode ser verificada em tempo polinomial.

Ideia da prova: Se L € P, entdo existe uma MT polinomial M que decide L. O que vamos
fazer € usar a prépria maquina M como verificador de L (possivelmente fazendo uma pequena
alteracdo em M para que ela tome dois argumentos de entrada, pois verificadores tomam dois
argumentos de entrada). E quais seriam os cerficados da instancias verdadeiras? Para toda string
x € L, o certificado do x € a string €. O verificador se comporta exatamente com o algoritmo que
decide L, simplesmente ignorando o certificado.

Teorema 9.2.2 Seja % a classe de problemas que podem ser verificados em tempo polinomial.
Entdo € = NP.

Pelo Teorema 9.2.2, podemos definir a classe NP alternativamente da seguinte maneira.

Definicdo 9.2.2 — Classe NP (definicdo equivalente). Uma linguagem L C X* estd em NP
se existe um polindmio p : N — N e uma MT M com complexidade de tempo polinomial (essa
MT é chamada de verificador de L) tal que Vx € ¥*:

xeLe ue Pt M(x,u)=1
Para x € L e u € 2" satisfazendo M (x,u) =1, a string u é chamada de certificado de x
(com relagdo a linguagem L e a MT M).

Note que a defini¢cdo acima parece ser bastante diferente da definido original da classe NP (i.e.,
Defini¢ao 8.2.4), entretanto, ambas se referem exatamente o mesmo conjunto de linguagens.
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9.3 Exercicios

Exercicio 9.3 Seja uma linguagem L C X* e seja L = £*\ L. Dada uma classe de complexidade
%, definimos o complemento de € da seguinte maneira: co-¢ = {L;L € ¢}. Com relagdo a
esta defini¢do, responda o seguinte:

* Seja Lg o problema de testar se um grafo ndo € euleriano. Prove que Lg € co-P.

* Prove que P = co-P.

Exercicio 9.4 Uma conjectura conhecida em complexidade computacional é que NP # co-NP.
Por que ndo poderfamos provar que NP = co-NP usando uma estratégia de prova semelhante a
estratégia usada no exercicio anterior? =

Exercicio 9.5 Na Defini¢do 9.2.1, item (a), um dos requistos é que o certificado tenha tamanho
polinomial no tamanho da instancia. Por que motivo faz sentido esta restri¢do? =
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10. NP-completude

-
Al e

Neste capitulo estudaremos mais a fundo os problemas da classe NP. Em particular, veremos
que alguns destes problemas podem ser considerados os “mais dificeis” de toda classe. Mas como
poderiamos tornar precisa a ideia de que um certo problema € o mais dificil da classe NP? O que
vamos fazer € provar que se existe um algoritmo polinomial para tal problema, entdo todos os
demais problemas da classe NP também admitem algoritmos polinomiais.

10.1 NP-completude e o Teorema de Cook-Levin

Nesta secdo vamos apresentar um teorema que foi provado por Stephen Cook e Leonid Levin
no inicio da década de 70. O terema diz o seguinte: caso exista um algoritmo polinomial para o
problema SAT, entdo todos os problemas da classe NP podem ser resolvidos em tempo polinomial.

Antes de apresentar o Teorema de Cook-Levin, vamos atacar a seguinte questdo: Como poderia
a existéncia de um algoritmo polinomial para um problema L, implicar a existéncia de um algoritmo
polinomial para outro problema L, sendo que estes dois problemas podem ser aparentemente muito
diferentes? O primeiro passo para entender isso € entender a ideia de reducdo polinomial.

Suponha que existe um algoritmo polinomial M, para L,. A ideia central € mostrar que
instincias do problema L; podem ser vistas, também como instancias de L, “disfarcadas”. Como
isso é feito? Apresentendo um algoritmo R que, tome uma instancia x do problema L; como entrada
e retorne uma instancia y de L, como saida. Este algoritmo R é chamado de reducdo. O ponto chave
é que R deve ter a seguinte propriedade: se x € uma instancia verdadeira de L, y também deve ser
uma instancia verdadeira de L,, e, por outro lado, se x € uma instancia falsa de L, y também deve
ser uma instancia falsa de L,.

O QUE ERA UMA INSTANCIA MESMO?

Lembrando que uma instancia de um problema L € uma string qualquer x € X* que codifica
um objeto (por exemplo, se o problema em questao for um problema sobre grafos, tipicamente
x € a codificagdo de um grafo). Se x € L, dizemos que x € uma instancia verdadeira de L e se
x ¢ L, dizemos que x € uma instancia falsa de L.
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Mas qualquer redugdo R basta? Nao! O algoritmo R, que transforma instancias de L; para
L, deve ser polinomial. Desta maneira podemos obter um algoritmo polinomial M| para resolver
L usando uma combinagado de R com M, (ambos polinomiais). Para resolver L, primeiramente
transformamos o problema L; em L, usando R e, depois, usamos M, para resolver L,.

Definicdo 10.1.1 — Reduc¢do de tempo polinomial. Sejam L; e L, linguagens sobre X.
Dizemos que L; é polinomialmente redutivel a L, se existe uma MT polinomial R tal que
x € Ly < R(x) € Ly. Neste caso escrevemos L; <p L,. Para simplificar, muitas vezes diremos
simplesmente que L é redutivel a L (ao invés de dizer “polinomialmente” redutivel).

m Exemplo 10.1 Neste momento ainda é um pouco cedo para vermos explicitamente como tais
redugdes funcionam. Mas exemplificar o conceito, algo que podemos adiantar € que com certo
trabalho € possivel demonstrar que Lg,r € redutivel ao problema Ly (i.e., usando a notagdo da
Definicao 10.1.1, escrevemos Lsar <p Ly). n

Concretamente, o que devemos fazer para provar que existe a redu¢do que o Exemplo 10.1 faz
referéncia, € apresentarmos um algoritmo polinomial que trasforma férmulas em grafos. Mais
precisamente, o algoritmo transforma férmulas satisfaziveis em grafos hamiltonianos e formulas
ndo satisfaziveis em grafos ndo hamiltonianos.

Antes de entendermos como obter redu¢des entre problemas, vamos ver um teorema que nos
esclarece por que um algoritmo polinomial para um problema L, e uma redugdo de L; para L,
implica em um algoritmo polinomial para L.

Teorema 10.1.1 SeL; <pl,el, € P,entdo L; € P.

Prova: Como L, € P, entdo existe uma MT polinomial M, que decide L,. Como L; <p L,, existe
uma MT polinomial R tal que x € L; < R(x) € L,. Consire o algoritmo polinomial M; que, dado
x € X¥, tem o seguinte comportamento: M;(x) = M>(R(x)). Portanto, M;(x) =1, se x € Lj, e
M, (x) =0, se x ¢ L;. Consequentemente M; decide L, e, assim, L; € P. [J

Definicao 10.1.2 — Problemas NP-dificeis. A classe NP-dificil é o conjunto de problemas
de decisdo L tal que V L' € NP, L' <p L. Se L € NP-dificil, normalmente dizemos que L é
NP-dificil.

Definicdo 10.1.3 — Problemas NP-completos. A classe NP-completo é o conjunto de prob-
lemas de decisdo L tal que o seguinte € satisfeito:

» L é NP-dificil;

* LeNP.

Dizemos também que L é NP-completo no caso em que L € NP-completo.

Teorema 10.1.2 Seja L € NP-completo. Se L € P, entdo P = NP.

Prova: Suponha que o problema NP-completo L esteja contido na classe P. Seja L’ um problema
qualquer de NP. Como L é NP-completo, entdo L' <p L, e portanto, pelo Teorema 10.1.1, L’ € P.
Consequentemente NP C P. Como P C NP (ver Exercicio 8.1), entdo P = NP. [J

Teorema 10.1.3 — Teorema de Cook-Levin. Lg,; é NP-completo.

A prova do Teorema de Cook-Levin estd fora do escopo deste curso.
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I Coroldrio 10.1.4 Se Lg,r admite um algoritmo polinomial, entdo é P = NP.

Uma vez que a maior parte dos pesquisadores da drea de complexidade computacional conjec-
tura que P # NP, uma consequéncia é que é bastante improvavel que o problema SAT (e também
qualquer problema NP-completo ou NP-dificil) admita um algoritmo polinomial.

I Exercicio 10.1 Mostre que a relagdo <p € transitiva. u

Lidando com problemas de busca e ofimiza¢cdo

Muitos problemas que aparecem na pratica ndo sdo problemas de decisdo. Muitos destes
problemas tém a forma de problemas de busca ou problemas de otimizagdo. Por exemplo, considere
o problema de fatorar um nimero!, isto é, dado n, queremos retornar a sequéncia de fatores primos
P1,---, Pk, tal que o produto destes nimeros seja n. Este tipo de problema € chamado de problema
de busca.

Um outro problema famoso, conhecido como Problema do Caixeiro Viajante é o seguinte:
dado um grafo com peso nas arestas representando as distancias entre pares de cidades, encontrar
o menor four percorrendo cada cidade uma Unica vez. Este tipo de problema é conhecido como
problema de otimizagdo. Tais problemas sdo variagdes de problemas de busca em que a solugdo
que estamos buscando satisfaz algum critério de maximiza¢do ou minimizagao.

A VERSAO DE DECISAO DE UM PROBLEMA

Na area de complexidade computacional, quando temos um problema de busca ou otimiza-
¢do, é bastante comum definirmos um problema de decisdo semelhante ao problema original e
trabalharmos com esta versao de decisao do problema. Qual é vantagem disso? Problemas de
decis@o, embora mais simples, comumente ainda assim “capturam” a dificuldade inerente dos
problemas originais.

A vantagem que temos em trabalhar com problemas de decis@o é que estes problemas podem
ser classificados como pertencendo as classes P, NP e NP-completo. Por outro lado problemas
de busca e otimizacao, embora possam ser descritos de maneira formal, ndo possuem defini¢coes
simples praticas como definicdes em termos de linguagens.

= Exemplo 10.2 — O problema da clique maxima (MAXCLIQUE). Dado um grafo G, encon-
trar a maior clique de G. Note que, do ponto de vista formal, para resolver este problema precisamos
encontrar uma MT que tome como entrada . G_ e retorne LS, tal que S é um conjunto de vértices
S C V(G) que induza a maior clique do grafo G. .

O problema acima nao € de decisdao, mas poderiamos pensar em uma versao de decisdo deste
mesmo problema da seguinte maneira: dado um par (G, k), determinar se G tem uma clique de
tamanho pelo menos k. Formalmente, a versdo de decisdo do problema € seguinte:

Definicéo 10.2.1 — O problema da clique (CLIQUE). O problema de decisdo, conhecido
como problema CLIQUE, é definido pela linguagem L¢;, = {(G,k)1 € £* | G é um grafo que
contém uma clique de tamanho pelo menos k}.

10 problema de fatoragdo é um problema computacional cldssico e a dificuldade de resoluciio do mesmo é a base do
protocolo de criptografia RSA.
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Exercicio 10.2 Mostre que se existe um algoritmo polinomial para o problema MAXCLIQUE,
entdo existe um algoritmo polinomial para o problema de decisao CLIQUE. u

Na se¢do 10.3, provaremos que o problema CLIQUE é NP-completo. Uma vez que um
algoritmo polinomial para o problema de otimizacio MAXCLIQUE pode facilmente ser adaptado
para resolver o problema de decisao CLIQUE (Exercicio 10.2), conclui-se que se o problema de
otimizagdo puder ser resolvido em tempo polinomial, entdo P = NP. Em outras palavras, para
mostrarmos que ambos os problemas sdo intratdveis, basta mostrarmos que a versdo de decisdo de
problema € intratatavel.

Um outro problema de otimizac¢ao semelhante ao problema MAXCLIQUE € o problema de
encontrar o maior conjunto independente de um grafo. Neste problema, ao invés de estarmos
procurando pelo maior subgrafo completo, estamos procurando pelo maior subgrafo que nao
contém nenhuma aresta. A versio de decisao deste problema ¢ a seguinte:

Definicdo 10.2.2 — Problema do conjunto Independente (Cl). O problema de decisao,
conhecido como problema do conjunto independente, é definido pela linguagem L¢; = {L(G, k) €
¥* | G é um grafo que contém um conjunto independente de tamanho pelo menos k}.

Provando a NP-completude de problemas

Na sec¢d@o 10.1 vimos que o problema SAT parece ter um papel especial na classe NP. Uma
maneira de interpretar o Teorema de Cook-Levin é que qualquer problema da classe NP pode
ser visto como uma versao “disfar¢cada” do problema SAT, pois todos estes problemas podem ser
reduzidos ao problema SAT. O que veremos agora é que outros problemas da classe NP também
possuem esta mesma propriedade. Em outras palavras, diversos outros problemas também sao
NP-completos. Para que possamos explorar isto, o teorema a seguir serd essencial.

Teorema 10.3.1 Suponha que L; € um problema NP-completo. Se L, € NP e L; <p L,, entdo
L, também € um problema NP-completo.

Prova: Seja uma linguagem qualquer L de NP. Como L; é NP-completo, temos que L <p L;.
Como a relacdo <p € trasitiva (veja Exercicio 10.1), podemos usar o fatoque L <p Li e L; <p L,
para concluir que L < L,. Como L, € NP, concluimos que L, é NP-completo. []

A demonstragdo de que o problema Lg,r € NP-completo € o resultado apresentado no famoso
Teorema de Cook-Levin. A prova deste teorema requer certo trabalho. Entretanto, para que
possamos mostrar a NP-completude de outros problemas, uma vez que temos o Teorema de Cook-
Levin em maos, ndo é tdo complicado. Observe que o Teorema 10.3.1, diz que nés podemos
usar um dado problema NP-completo para provar que um novo problema também é NP-completo.
Como o Teorema de Cook-Levin nos diz que o problema Ls,r € NP-completo, nés podemos usé-lo
para mostrar que outros problemas também s3o NP-completos. Mostramos um exemplo disto na
Secao 10.3.1.

Provando que o problema do conjunto independente é NP-completo

Nesta secdo vamos mostrar que Lsar <p L¢;. Para tal, precisamos mostrar uma reducdo, ou seja,
um algoritmo polinomial, que toma como entrada uma instincia L ¢ s do problema SAT e retorna
como saida a instancia L (G, k)_ do problema do conjunto independente satisfazendo o seguinte: se
¢ € satisfazivel, entdo Gy contém um conjunto independente de tamanho pelo menos k. Por outro
lado, se ¢ ndo € satisfazivel, entdo todos os conjuntos independentes de Gy sdo menores que k.
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Para evitar que a notacao fique muito sobrecarregada, nés vamos simplesmente escrever ¢ e
(G, k) para nos referirmos as instancias dos problemas em questdo. Esquematicamente, a reducio
que procuramos ¢ ilustrada pela Figura 10.1.

o = Reducdo | = (G¢7k)

Figure 10.1: A redugdo toma uma férmula ¢ e retorna (Gy,k), onde Gy € um grafo e k um nimero
natural tal que ¢ € satisfazivel < Gy contém um conjunto independente de tamanho k.

Seja ¢ = C A... ANCy, uma instancia do problema SAT com »n variaveis x;, i = 1, ..., n. Para cada
j=1,...,m, denotamos por A(C;) o conjunto dos literais que aparecem na cldusula C;. A redugio
ird tomar como entrada a férmula ¢ e produzir como saida a instancia (Gy,m). O algoritmo ¢é
descrito em detalhes abaixo:

Reducao(¢)
m
1. Crie um conjunto de vértices V de tamanho Y. |A(C;)|.
i

2. Particione o conjunto V em subconjuntos Vi, ...., V,,, tal que cada subconjunto V; tem tamanho
|A(C;)| e os rotule? cada vértice de v; com um elemento diferente do conjunto A ;.

3. Adicione as seguintes arestas: para cada conjunto de vértices V;, adicione todas as arestas
possiveis entre pares de vértices de V; (ou seja, cada V; deve induzir uma clique no grafo).

4. Além das arestas presentes da cliques induzidas por V;, adicione arestas ligando vértices
rotulados com literais complementares, ou seja, adicione as arestas uv tal que u tenha rétulo
x; e vtenharétulox;,i=1,...,n.

5. Retorne (Gy,m)

UM EXEMPLO DA REDUCAO

Vamos mostrar um exemplo para tornar essa discussdo mais concreta. Suponha que a entrada
da reducdo € a férmula abaixo:

O = (FTVxX2 VI V) A(x VIR V) A @) AGF VI3 VIZ) A (V)

Neste caso, a safda da reducdo € (G, ,5), sendo que Gy, € o grafo da figura abaixo.

Observe que cada cldusula da férmula ¢ corresponde a uma clique no grafo Gy, da figura
acima. A primeira cldusula da férmula, isto €, (X7 V x, VX3 V x4), corresponde a clique de

2Devemos ter cuidado para ndo confundir o vértice de um grafo com o rétulo de um vértice deste um grafo. Em um
grafo, cada vértice € um elemento diferente, entretanto, vértices diferentes podem ainda assim ter rétulos iguais.
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tamanho 4, mais a esquerda no desenho do grafo. Observe que os literais X, xp, X3 € x4 da
cldusula sdo os rétulos desta clique no grafo. Cada uma das demais cldusulas da férmula
corresponde a uma clique no grafo (as cliques tem tamanho 3, 1, 3 e 2, respectivamente). Além
das arestas presente nestas cliques, o grafo contém arestas conectando cada literal x; ao seu
complemento X;. Por exemplo, o literal x] aparece na primeira cldusula e o literal x; na segunda
clausula, portanto ha uma aresta ligando os vértices com estes rétulos nas cliques.

Importante: Lembramos que a redugao precisa garantir que Gy possui um conjunto independente
de tamanho m se e somente se a formula § = Cy A ... ANCy, é satisfazivel. Veremos agora que, de
fato, isso é verdade.

A razdo disso € que o grafo G expressa as dependéncias entre as cldusulas de ¢. No exemplo
do quadro acima, note que a primeira cldusula contém o literal x| e a segunda cldusula contém
o literal x;. Uma vez que estes dois literais ndo podem ser satisfeitos a0 mesmo tempo, hd uma
dependéncia entre estas duas cldusulas. A ideia central é que se existe uma valoragdo que satisfaz ¢,
essa valoracao satisfaz (pelo menos) um literal em cada uma das m cldusulas, e os literais satisfeitos
estdo relacionados aos rétulos dos vértices do conjunto independente de tamanho m no grafo Gy.

Para provarmos que (Gy,m) é uma instincia verdadeira se, e somente se, ¢ ¢ satisfazivel,
vamos considerar um conjunto independente S de tamanho maximo no grafo Gy. Uma vez que
cada um dos vértices de S deve pertencer a uma clique diferente (afinal, quaisquer dois vértices
dentro de uma mesma clique s@o adjacentes), S deve ter m vértices ou menos.

Caso 1: (Gy,m) é uma instancia verdadeira.

Neste caso temos que provar que ¢ € satisfazivel. Como (Gy,m) é uma instancia verdadeira,
temos que |S| = m. A tnica possibilidade em que isso ocorre é o caso em que S seja um conjunto
{V1,.-e, v}, com um vértice de cada clique diferente. Uma valorac@o que satisfaz ¢ pode ser obtida
a partir dos rétulos dos vértices {vy,..., v }.

Caso 2: (Gy,m) é uma instancia falsa.

Neste caso temos que provar que ¢ ndo € satisfazivel. Suponha por absurdo que ¢ € satisfazivel
e, portanto, existe pelo menos um literal satisfeito em cada cldusula de ¢. Seja S’ o conjunto de
vértices correspondentes aos literais satisfeitos em ¢. Como (Gy,m) é uma instincia falsa, observe
que o |S| < m. Entretanto, o conjunto S’ é independente (afinal, neste conjunto nio pode haver
nenhum par de vértices com literais x; € X;) e tem tamanho m, o que contradiz o fato que S € um
conjunto independente maximo.

Exercicios
Nos exercicios a seguir, as seguintes definicdes serdo necessarias:
I Definicdo 10.4.1 — Isomorfismo de Grafos. Dados dois grafos G| e G, decidir se o grafo

G € isomorfo ao grafo G,.

Definicdo 10.4.2 — Problema do caixeiro vigjante. Dado um grafo completo G com peso
nas arestas, encontrar o caminho hamiltoniano de G com o menor custo.

Definicdo 10.4.3 — Problema da coloragcdo minima. Dado um grafo G determinar encon-
trar uma colorac¢do de G com o menor nimero possivel de cores.

Definicdo 10.4.4 — Problema da k-coloragdo. Dado um grafo (G, k) decidir se existe uma
colorag@o de G com k ou menos cores.
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Definicdo 10.4.5 — Problema da 3-Coloragcdo. Dado um grafo G decidir se existe uma
coloracdo de G com 3 ou menos cores.

Definicdo 10.4.6 — Problema da cobertura minima por vértices. Dado um grafo G deter-
minar encontrar a cobertura por vértices de G com o menor nimero possivel de vértices.

Definicdo 10.4.7 — Problema do fluxo méximo. Dado (G, s,t), tal que G é um grafo com
pesos nas arestas e s,¢ € v(G), determinar o fluxo méximo de G partindo de s e chegando em 7.

Definicdo 10.4.8 — Problema do emparelhamento bipartido. Dado um grafo bipartido G
decidir se existe um emparelhamento perfeito de G.

Definicdo 10.4.9 — Problema 3-SAT. Dada uma férmula ¢ em CNF tal que cada cldusula
tenha no maximo 3 literais, decidir se ¢ € satisfazivel.

Exercicio 10.3 Para cada um dos problemas definidos anteriormente, faga o seguinte:
* Se o problema for de decisdo, apresente uma defini¢do formal para o problema usando
uma linguagem.
* Se o problema for de otimizac¢do, apresente uma versdo de decisdo para o problema e em
seguida apresente uma defini¢do formal usando uma linguagem.
* Prove que a versdo de decisdo de cada um destes problemas estd em NP.

Exercicio 10.4 Seja Lgg 0 problema do Emparelhamento Bipartido € L yxo a versao de decisdo
do problema de fluxo em grafos. Mostre que Lgg <p L yxo € conclua que Lgg € P usando a

versdo de decis@o do algoritmo de Ford-Fulkerson. u
I Exercicio 10.5 Prove que o problema 3-SAT é NP-completo. u
I Exercicio 10.6 Prove que o problema da 3-coloragdo é NP-completo. n
I Exercicio 10.7 Prove que o problema da k-coloracdo é NP-completo. n

Exercicio 10.8 Prove que se existe um algoritmo polinomial para encontrar uma colora¢do
minima para um grafo, entdo P = NP. u

I Exercicio 10.9 Prove que o problema da clique (Defini¢ao 10.2.1) é NP-completo. [

Exercicio 10.10 Seja Ly a versdo de decisdo do problema de cobertura por vértices que vocé
obteve no Exercicio 10.3. Mostre que L¢; <p Lcy. m

Exercicio 10.11 Considere o problema .4/ #-completo, conhecido em inglés como “Subset
Sum Problem”, definido abaixo:
* Uma instincia do problema é par (S,k) onde S é um conjunto de nimeros inteiros e k é
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um ndmero inteiro. Uma instancia de (S,k) é verdadeira se e somente se S contém um
subconjunto tal que a soma dos nimeros neste subconjunto € k.

(a) O que seria um certificado para uma instancia verdadeira de I1?

(b) Apresente um algoritmo polinomial verificador para I1.
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