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Maquinas de Turing

x ={ DFA

= SIM/NAO

x = AP |= sm/nao

x ={ MT |= sim/nro
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Maquinas de Turing

X1X0 .. Xy = DFA = S/N X1X0... Xp = AP = S/N XX Xy = MT = S/N
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Maquinas de Turing

xx..xa = MT |= sim/Na0

JE NN NN
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Maquinas de Turing

MT |= sim/NAO

v

L] babel ] -
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),

Q é o conjunto finito de estados
Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

°
)
()
°
@ qo é o estado inicial
)

o

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),

Q é o conjunto finito de estados
Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

go € o estado inicial

o
°
()
°
)
@ B é o simbolo especial chamado de simbolo branco, sendo B € I’
o

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

MT |= sim/NAo

v

|B|B|B|X1|X2|~~~|Xn|B ‘
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),

Q é o conjunto finito de estados
Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

go € o estado inicial

o
°
()
°
)
@ B é o simbolo especial chamado de simbolo branco, sendo B € I’
o

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),

Q é o conjunto finito de estados
Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

go € o estado inicial
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°
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°
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@ B é o simbolo especial chamado de simbolo branco, sendo B € '
o
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),

Q é o conjunto finito de estados

Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.
0: QXTI —=>QxIxD

go € o estado inicial

B é o simbolo especial chamado de simbolo branco.

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),
Q é o conjunto finito de estados

Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.
0:(Q\F)xT = QxTIxD

go € o estado inicial

B é o simbolo especial chamado de simbolo branco.

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),
Q é o conjunto finito de estados

Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

0:(Q\F)xT — QxT x D éuma fungio parcial

go € o estado inicial

B é o simbolo especial chamado de simbolo branco.

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma 7-tupla M =(Q,X%,T,d, q, B, F),
Q é o conjunto finito de estados

Y é o alfabeto de entrada.

I é o alfabeto da fita, tal que & C T.

0:(Q\F)xT — QxT x D éuma fungio parciale D = {L,R, S}
go € o estado inicial

B é o simbolo especial chamado de simbolo branco.

F C Q é o conjunto de estados finais.
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Maquinas de Turing

Seja M = (Q,X,T,0,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xI—-QxIxDequeD={LR,S}

Maquina
de
Estados

!

- |B|B[B[x[*]| ... [*]|B|B|B]
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Maquinas de Turing

Seja M =(Q,X%,l,6,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xIN—->Q@xIxDequeD={LR,S}.

Estado:

qo0

|

- |B|B|B|1]0] ... [1]B]B|B] -

Por exemplo, digamos que : d(qo,1) = (g2,0, R)
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Maquinas de Turing

Seja M =(Q,X%,l,6,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xIN—->Q@xIxDequeD={LR,S}.

Estado:

az

!

- [B[B[B]0]0] ... [1]|B[B][B]--

Por exemplo, digamos que : d(qo,1) = (g2,0, R)
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Maquinas de Turing

Seja M =(Q,X%,l,6,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xIN—->Q@xIxDequeD={LR,S}.

Estado:

az

!

- [B[B[B]0]0] ... [1]|B[B][B]--

Digamos agora que §(g2,0) = (g3,1,S)
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Maquinas de Turing

Seja M =(Q,X%,l,6,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xIN—->Q@xIxDequeD={LR,S}.

Estado:

as

!

- |B|B|BJ0[1] ... [1]B]B|B] -

Digamos agora que §(g2,0) = (g3,1,S)
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Maquinas de Turing

Seja M =(Q,X%,l,6,q0,B, F).
0 0:(Q\F)xIN—->Q@xIxDequeD={LR,S}.

Estado:

as

!

- |B|B|BJ0[1] ... [1]B]B|B] -

Agora, digamos que 0(gs3,1) n3o definido
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Maquinas de Turing

Seja M = (Q,X,T,0,q0,B, F).
00 (Q\F)xI—=>Q@xTIxDequeD={LR,S}

PARA

|

- [B[B[BJ0[1] ... [1]B][B]B] -

Agora, digamos que (g3, 1) ndo definido

Parar é um passo deterministico = Aceita ou rejeita dependendo do estado que parou
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Maquinas de Turing

[Y: ¥i R] v: v; 1
[0: 0; R] [0: 0; L]

start —( Qo

[X; X; R]
[Y; Y; R]
9 [B; B; S] .'@
[Y; Y: R]

Mo = (Q,%,T, 4, g0, B, F) tal que
® Q={q,..,qu} T={0,1} T={0,1,X,Y,B} F={q}

@ 5(q0,0) = (g1, X, R) &(q0, Y) = (g3, Y, R) 8(q1,0) = (q1,0,R) &(q1,Y) = (a1, Y,R)
3(q1,1) = (92, Y,0) 6(q2,0) = (a2,0,L) 6(q2,Y) =(q2,Y,L) 6(q3,Y)= (a3, Y,R) 6(a3,B) = (m,B,S)
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Maquinas de Turing

[Y; Y; R] [Y; vY; L]
[0; 0; R] [0; 0; L]

start —( 9o

[Y: Y; R]

[Y; Y; R]

A cada passo: A MT se encontra em uma configuracdo:
@ O que define a configuragdo? O estado g, a string w na fita e posicao do cabecote

@ Alternativamente, a tripla (estado g, string « a esquerda do cabecote, string restante f3)
ou seja, w = af3 e o cabecgote estd sobre primeiro simbolo de 8
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Maquinas de Turing

[Y; Y; R] [y; v; L
[0; 0; R] [0; 0; L]

INicio —>( 9o

[X; X; R]
[Y: Y; R]
3—’ —
[Y; Y. R]

Def.: Uma configuragdo de M = (Q, X,I", 4, qo, B, F) é uma tripla (o, q,53), o, €T* e q € Q.J

@ Suponha que a MT esteja na configuragdo (X00, g1, 111)
@ No préximo passo, qual serd a configura¢do? Resposta: (X0, g2,0Y11)
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Maquinas de Turing

[Y; Y; R] [y; v; L
[0; 0; R] [0; 0; L]

INfcIo —>( 9o

[X; X; R)
[Y: Y; R]
G —
[Y; Y; R]

Def.: Uma configuracdo de M = (Q, X, T, 4, go, B, F) é uma tripla (o, q,3), a, B €T* e g € Q.J

@ Sequéncia de passos computacionais:

(€, Go,000111) F (X, q1,00111) F (X0, g1,0111) F (X00, g1, 111) - (X0, g2,0Y11) I

(X, q2,00Y11) F (e, g2, X00Y11) F (X, qo,00Y11) F (XX, q1,0Y11) - (XXO0, g1, Y11) F
(XX0Y, q1,11) F (XX0, g2, YY1) F (XX, q2,0YY1) F (X, g2, XOYY1) F (XX, qo,0YY1) -
(XXX, g1, YY1) F (XXXY, q1, Y1) b (XXXYY, g1, 1) b (XXXY, g2, YY) F (XXX, g2, YYY) I
(XX, g2, XYYY) F (XXX, qo, YYY) b (XXXY, g3, YY) F (XXXYY,q3, Y)

(XXXYYY, g3, B) F (XXXYYY, q4, B).
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Maquinas de Turing podem ficar em loop infinito

Considere a abaixo:

[0; 0; R]
[1; 1, R]
[B: B; R

INfc1O *8

= ({90},{0,1},{0,1,B}, 48, g0, B, {qo}), sendo §(qo0,S) = (q0, S, R) paratodo S €T

@ Vx € X*, M fica em loop infinito com a entrada x
@ Note que a MT Mp; (slide anterior) n3o fica em loop infinito para nenhuma entrada

@ MTs (em geral) podem parar para um conjunto de strings e ficar em loop para as demais.

Exercicio: Seja uma MT M = (Q, %, T, 4§, qo, B, F) que nunca nunca fica loop (e.g., MT Mo1).
Mostre que neste caso sempre existe uma MT M’ tal que:
(1) Se M para em estado final para uma string x, entdo M’ deve ficar em loop para x

(2) Se M para em estado que n3o é final para x,
entdo M’ também para em estado que n3o é final para x.
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Maquinas de Turing: Configuracoes

@ Precisamos definir separadamente passos a esquerda, a direita e estatico

Def.: Passo computacional a esquerda

Seja M = (Q,%,T,6,qo, B, F) uma MT e (X1 X2...X;_1, q, X; Xj1...Xn) uma configura¢do da
maquina M para uma string x = Xj - - - X,,.

Se §(q, Xi) = (p, Y, L), entdo escrevemos

(X1 Xoee. X121, @y XiXig1.-Xn) Fig (X0 Xo-o. Xi—2, P, Xi—1 YXi11...Xn)

Exceto nos casos
@ i=1e
@ i=neY =B.

Nestes casos temos o seguinte:

(1) Sei=1, entdo (c,q, X1...Xy) Y (¢, p, BYX2...Xp)
(2) Sei=neY =B, entdo (X1Xz...Xn_1, q, Xn) F}; (X1 X2...Xn—2, P, Xn—1)

Definigdes semelhantes: passo computacional a direita e passo computacional estatico

Notacdo: Fj, e, (exercicio do livro)
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Maquinas de Turing: Configuracoes

Def. Passo computacional ()

Dada uma MT M, um passo computacional de M, denotado -y, se refere a qualquer
um dos trés casos de passos computacionais F,, Fh, ou F3,.

Multiplos passos computacionais (F},)

Dada uma MT M, definimos C; Fy, C; recursivamente:
Base: Gy, Cj, caso i = j

Indugdo: C; )y, G se 3Ck tal que Gy Cr e Ce by G

Configuracdes Final de uma MT: Seja M = (Q, X, T, 6, qo, B, F)
@ Se gr € F, entdo (o, qr, ) é chamada de configuraco final de M

a, B € '™ quaisquer.
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Maquinas de Turing: Aceitacao e Rejeicao de strings

Seja M =(Q,%,T,6,q0,B,F) ew e **

Strings aceitas: Dizemos que w é aceita por M se (e, qo, w) Fy, Cr,

@ sendo Cr é uma configuracio final de M.

Dado w, caso n3o se aplique a def. acima, dizemos que w n3o € aceita por M.

Strings rejeitadas Dizemos que w € rejeitada por M se (e, qo, w) 3, Cy,
@ Cp ndo é uma configuragdo final de M

@ a maquina para ao atingir a configuragdo Cp.

Importante: Uma string w que ndo é aceita por M, n3o necessariamente é rejeitadal
M pode ficar em loop infinito com w (i.e., ndo respeita nenhuma das condi¢des acima)
@ Relembrando que: Uma certa MT pode:

@ Aceitar strings de um certo conjunto A C ¥*

@ Rejeitar strings de um certo conjunto B C **

@ Ficar em loop infinito para o conjunto C das strings ‘“restantes” i.e.,
C=x*\(AUB)
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Mdaquinas de Turing e Linguagens

@ Relembrando que: Uma certa MT pode:

@ Aceitar strings de um certo conjunto A C ©*

@ Rejeitar strings de um certo conjunto B C *

@ Ficar em loop infinito para o conjunto C das strings “restantes” i.e.,
C=x*\(AUB)

Linguagem de uma MT: Dada uma MT M = (Q, X, T, d, qo, B, F), a linguagem

L(M) = {w € X* : (¢, q0,w) -}, CF, tal que Cr é uma configuracdo final de M}

é chamada de linguagem de M.

Dito de outra forma, L(M) é o conjunto de strings aceitas por M

@ Resolvendo um problema de decisdo L: a MT que nunca deve ficar em loop
= ou seja, nJo basta apresentar M tal que L(M) =L

= queremos uma Maquina de Turing que sempre para tal que L = L(M).
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Maquinas de Turing e linguagens

Do slide anterior
Linguagem de uma MT: Dada uma MT M = (Q, X, T, 4, qo, B, F), a linguagem

L(M) ={w € =* : (¢,q0,w) F}, CF, tal que Cr é uma configuracdo final de M}

é chamada de linguagem de M.

Linguagens decididas por MTs: Seja L uma linguagem. Se existe uma Mdquina de Turing que
sempre para M tal que L(M) = L, dizemos que L é decidida por decidida M.

Linguagens aceitas por MTs: Seja L uma linguagem. Se existe uma Maquina de Turing M tal
que L(M) = L, dizemos que L é aceita por M.

Linguagens decididas por MTs: Também chamadas de linguagens recursivas
Conjunto de todas linguagens recursivas: R

Linguagens aceitas por MTs: Também chamadas de linguagens recursivavente enumeraveis
Conjunto de todas linguagens recursivamente enumerdveis: RE
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Mdaquinas de Turing e Algoritmos

Definicao: Um Algoritmo é uma Mdquina de Turing que sempre para. J

Terminologia: Uma linguagem também é chamada de Problema de Decisio J

Terminologia: Dado um problema de decisdo L, se existe um Algoritmo M tal que L(M) = L,
usaremos as duas terminologias:

@ O algoritmo M resolve o problema L.
@ A MT M decide a linguagem L.

Exercicio: Mostre que R C RE.
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Variacoes de Maquinas de Turing

@ O alfabeto I' de nossas MTs pode ser qualquer um. E se fosse apenas binario?

@ Nossa maquina tem apenas uma fita. E se tivesse duas?

Defini¢do: Uma MT com k fitas é uma 7-tupla (Q, X, T, 6, qo, F), semelhante as MTs com uma
fita, com a diferenga sendo que ¢ é uma fungdo § : (Q \ F) X Mk — Q x 'k x Dk, J

Obs: A string de entrada fica armazenada na fita 1

Teorema: Se uma MT M com alfabeto da fita ' decide uma linguagem L,
ent3o existe uma MT M’ com alfabeto da fita [’ = {0, 1, B} que decide L. J

Teorema: Se uma MT M com k fitas decide uma linguagem L,
entdo existe uma MT M’ com uma fita que decide L. J

@ Rascunho das provas nos préximos dois slides
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Simulando alfabetos arbitrarios com fita binaria

Seja M com alfabeto da fita [ para um certo problema.

Vamos mostrar IM’ com alfabeto {0,1, B} para o mesmo problema:
@ Note que M’ n3o pode ler/escrever X, Y de M que n3o sejam binarios

@ M’ escreve simbolos codificados em bindrio: e.g., X torna-se 00 e Y torna-se 11

Suponha que a miquina M tenha uma transi¢do §(p, X) = (¢, Y, R):

O——()
p q

Transicdes equivalentes para M':

\_/

Note que M’ tem mais estados que M e executa mais passos (isso n3o é um problema)
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Simulando duas fitas em uma

Seja M com duas fitas que resolve certo problema. Digamos que I' = {a, b, c, ..., z, B}

B

-
c

fita 2

A MT M’ com uma fita para o mesmo problema terd I’ = {a, b, ..., z, B,4,b, ..., Z, é}

Conteldo das fitas 1 e 2
intercalados na fita dnica

=

Simbolos novos usados
para marcar cabecotes

Além de alfabeto maior, M’ tem mais estados

Note: Esta demonstragdo pode ser generalizada para k fitas
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Mais exemplos de Mdaquinas de Turing

Exercicio: Projete uma MT que some dois nimeros ae b. a=ajay---an, b=biby--- by

@ MT com duas fitas, ¥ = {0,1,#}, I = {0,1, #, B},

Recebe na primeira fita ajay - - - apn#biby - - - by,
calcula a soma e termina a execugdo com o resultado na segunda fita.
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Somando com MTs

| | B | al\{\ag a3 E # | by b bs by B | |
fita 1 \
o[ e
fita 2
Méquina
fita 1 \
o] le]e]ale ]
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Somando com MTs

| | B | 31\{\32 as as # | by b bs by B | |
fita 1 \

[ L e e

fita 2

T [ N = = 5 ]

fita 1 \

e fafe]o]a]n]]

fita 2
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Somando com MTs

| |B|31\L32 a3 E #|b1 b bs by B||
fita 1 \

o[ e

fita 2

(TR

fita 1 \

ENDDDBDnD

fita 2
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Somando com MTs

| | B | al\{\ag a3 E # | by b bs by B | |
fita 1 \
[ L e e
fita 2
Méquina
|...|B dlalala B|...|
fital
| | B | by |2 | s | a|B | |
fita 2
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Somando com MTs

| | B | al\{\ag a3 E # | by b bs by B | |
fita 1 \

Lo e ]

fita 2

| | BI}/al a as as B | |

fita 1 /

| | Bla|aa]|a]|a|B | |
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Somando com MTs

| | B | al\{\az as as # | by by bs by B | |
fita 1 \

T T e[

fita 2

| | B ai a as ag B | |

fita 1 /

| | @ c [ a3 [ B | |

fita 2

Obs: ¢y é B, caso n3o haja vai um no dltimo bit.
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