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Notacao

C: conjunto

k: inteiro

2€: conjunto dos subconjuntos (ou conjunto das partes) de C

2€.={S|ScC}

(i) conjunto dos subconjuntos de C com exatamente k elementos

(5) = tsccrisi-.
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Definicdao de Grafo

4 5
o
7 V(G) = {1,2,3,4,5,6,7}
E(G) = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4},
3 {2,5},{4,5},{5,6}}
1 2

grafo G: par (V(G), E(G))
V(G): conJunto finito ndo vazio (vértices)

E(G): < (V) (arestas)
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Vértices, arestas, adjacéncia e vizinhos

G: grafo

a={u,v}: arestade G

@ u e v s3o as pontas da aresta a
@ aéincidente em veem v

@ os Vvértices u e v sdo vizinhos (ou adjacentes) em G

arestas adjacentes: tem ponta em comum
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vizinhan¢a de v em G: conjunto dos vértices que sdo vizinhos de v em G

Mg(v) :={u e V(G) | u é vizinho de v}

vértice isolado: n3do tem vizinhos
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Grafo trivial e completo

grafo trivial: um dnico vértice e sem arestas

1

grafo completo: cada vértice é vizinho de todos os outros.

5

3

K, := grafo completo de n vértices

O par (0, 0) é chamado de grafo vazio
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X: conjunto de vértices

fronteira de X: conjunto das arestas com uma ponta em X e a outra fora de X

96(X) = {{x,y} € E(G) | xe X ey ¢ X}.

dg(v) == 0c({v}).
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Complemento de um Grafo

L | I'
O complemento de um grafo G é o grafo G tal que:

V(G) = V(G),
E(G) = (V(2G)>—E(G)

O grafo G também é chamado de grafo complementar de G
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Matriz de Adjacéncia de um Grafo

uma linha para cada vértice
uma coluna para cada vértice
na linha u, coluna v tem

1, se u e v s3o vizinhos
0, se u e v ndo sdo vizinhos

Mg

~No o~ wWwN -
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COoO R OR O KRN
cCoOorRROROW
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)

= O

Mglu,v] = {

)

se {u,v} ¢ E(G),
se {u,v} € E(G).



Matriz de Adjacéncia de um Grafo

4 5 1 2 3 4 5 6 7
110 1 0 1 O O O
’ 211 0 1 0 1 0 O
Me — 3(]0 1 0 1 1 0 O
= 4|1 0 1 0 1 0 O
3 5/0 1 1 1 0 1 0
6(/0 0 0 O 1 0 O
1 2 7/0 0 O O O O O
uma linha para cada vértice
P e Mafuv] = & se (wv} € E(G),
uma coluna para cada vértice ’ 1, se{u,v}eE(G).
na linha u, coluna v tem
1, se u e v sao vizinhos tratada como matriz booleana ou inteira

0, se u e v ndo sdo vizinhos
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4 5 1 2 3 4 5 6 7
110 1 0 1 O O O
’ 211 0 1 0 1 0 O
Me — 3(]0 1 0 1 1 0 O
= 4|1 0 1 0 1 0 O
3 5/0 1 1 1 0 1 0
6(/0 0 0 O 1 0 O
1 2 7/0 0 O O O O O
uma linha para cada vértice
P e Mafuv] = & se (wv} € E(G),
uma coluna para cada vértice ’ 1, se{u,v}eE(G).
na linha u, coluna v tem
1, se u e v sao vizinhos tratada como matriz booleana ou inteira

0, se u e v n3o s3o vizinhos (depende do contexto)
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Unidao de Grafos

G, H: grafos

A uniao de G e H é o grafo G U H definido por:

V(GUH) = V(G)UV(H),
E(GUH) = E(G)UE(H).



Notacdo para insercao de aresta

Dado um grafo G
Dados u,v € V(G)



Notacdo para insercao de aresta

Dado um grafo G
Dados u,v € V(G)

G+ {u,v}:



Notacdo para insercao de aresta

Dado um grafo G
Dados u,v € V(G)

G + {u, v}: grafo obtido ao acrescentar a aresta {u,v} a G



Notacdo para insercao de aresta

Dado um grafo G
Dados u,v € V(G)

G + {u, v}: grafo obtido ao acrescentar a aresta {u,v} a G

V(G +{u,v}) = V(G),
E(G+{uv}) = E(G)U{u,v}.
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isomorfismo entre G e H: bijecdo f: V(G) — V(H) que preserva vizinhancas

{u,v} € E(G) < {f(u),f(v)} € E(H)

f: V(G) — V(H) éisomorfismo <= f~1: V(H) — V(G) também ¢é

G e H s3ao isomorfos: existe isomorfismo entre G e H
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automorfismo sobre G: isomorfismo entre G e G




Teorema 1 [Babai, 2019]

E possivel decidir se dois grafos de n vértices s3o isomorfos em tempo 2°((1°8 M) para
alguma constante ¢ € R.
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Grau
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grau de v : nimero de arestas de G incidentes em v

d6(v) = 196(v)|
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Grafo Regular

todos os vértices tem o mesmo grau

grafo k-regular : todos os vértices tem grau k
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Teorema 2

Todo grafo ndo trivial tem dois vértices com mesmo grau.

Demonstracao.

Seja G um grafo de n vértices.

(1) Se G tem vértice de grau 0, ndo pode ter vértice de grau n — 1.
(2) Se G tem vértice de grau n — 1, ndo pode ter vértice de grau 0.

@ Portanto ndo pode ocorrer (1) e (2) a0 mesmo tempo em G.
Em ambos os casos: no maximo n— 1 possiveis valores para os graus de n vértices.

@ Pelo Principio da Casa dos Pombos, dois vértices tem o mesmo grau.
O
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Matriz de Incidéncia

uma linha para cada vértice
uma coluna para cada aresta
na linha v, coluna a tem

lsevea
Osevé¢a

N

Y

12 14 23 25 34 35 45 56
1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 1 0 1 1 0 0 0 0
3 0 0 1 0 1 1 0 0
4 0 1 0 0 1 0 1 0
5 0 0 0 1 0 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0
Melv,a] = 1% sev ¢ a,
sevEa.
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Y d6(v)=2|E(G)|
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Demonstracao.
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Y d6(v)=2|E(G)|

veV(G)
Demonstracao.
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Teorema 3

A soma dos graus dos vértices é o dobro do niimero de arestas.

Y d6(v)=2|E(G)|

veV(G)
Demonstracao.
Matriz de incidéncia de G:
al an e am Z linha
Vi M[vl,al] M[vl,ag] e M[vl,am] (S(Vl)

V2 M[va,a1] M]va, a2] M([va, am] d(v2)
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Teorema 3

A soma dos graus dos vértices é o dobro do niimero de arestas.

Y d6(v)=2|E(G)|

veV(G)

Demonstracao.

Matriz de incidéncia de G:
al an

am Z linha
Vi M[vl,al] M[vl,ag] M[vl,am] 5(V1)
Vo M[va,a1] M]va, a2] M([va, am] o(v2)
Vn M[vn, a1]  Mlvp, a2] M([Vn, am] d(vn)
Z coluna 2 2 2

21E(G)[ =22, 6(v)
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Corolario 4 (“handshaking lemma™)

O numero de vértices de grau impar é par

Demonstracao.
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Corolario 4 (“handshaking lemma™)

O numero de vértices de grau impar é par

Demonstracao.

Zv 5(\/) = Zv de grau par 5(‘/) + Zv de grau impar 0 V)
Zv de grau impar v Zv 5(\/) - Zv de grau par ( )
2|E(G))| - X o(v) (T.3)

v de grau par
par — par

par

[« %)

[«

v de grau impar 4
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v
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Corolario 4 (“handshaking lemma™)

O numero de vértices de grau impar é par

Demonstracao.

Zv 5(\/) = Zv de grau par 5(‘/) + Zv de grau impa 5(‘/)
Zv de grau impar 6(‘/) Zv 5(\/) - Zv de grau par (V)
Zv de grau impar 6(‘/) 2|E(G)‘ - EV de grau par 5(‘/) (T' 3)
Zv de grau impar 5(‘/) par - par

o(v) = par

=

Zv de grau impar

Portanto |{v de grau impar}| deve ser par
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